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1. Jvadas

1963 m. moksliniame Zzurnale “Quartely of Applied Mathematics” pasirodé nedidelés
apimties J. R. Cannon straipsnis [1] apie naujo tipo krastinio uzdavinio formulavimg Silumos
laidumo lyggiai. Siame straipsnyje buvo suformuluotas ir pradétas nagrinéti toks uzdavinys.

Srityje {0 <x<l, 0<t< T} reikia rasti sprendinj u(x,t), tenkinantj gana paprasta diferencialing

lygt

ou o

=_- 1.1

ot ox’ D
prading ir krastine salygas

u(x,0)=e(x), 0<x<1, (1.2)

uLt)=w(t), 0<t<T (1.3)
ir dar vieng (nejprastg iki Siol) salyga

x(t)
E(x) = j u(x,t)dx, 0<x(t)<1; (1.4)

0
Cia  @(x), w(x), E(X) ir x(t)- duotos Zinomos funkcijos. Paprastai, klasikinéje krastiniy
uzdaviniy diferencialinéms lygtims teorijoje vietoje (1.4) salygos yra formuojama dar viena
krastiné salyga taske x =0, analogiska (1.3) salygai, pavyzdziui,

u(0,t) = p(t), O<t<T. (1.5)
Gana paprastai galima paaiskinti (1.4) salygos fiziking prasme. Pavyzdziui, jei (1.1) lygtis yra
Silumos laidumo lygtis, tada u(X,t) yra temperatira taske x laiko momentu t, o E(x) yra
vidiné energija srityje 0<x<Xx(t) laiko momentu t. Analogiskai, jeigu u(x,t) yra cheminio
produkto koncentracija difuzijos procese, tai E(X) yra to cheminio produkto masé srityje
0<x<x(t) laiko momentu t. (1.4) salyga yra neklasiking, anks¢iau diferencialinéms lygtims
tokio tipo salygos nebuvo biidingos. Kiek véliau tokio tipo salygos pavadintos nelokaliosiomis
salygomis. Pastarasis pavadinimas gana tiksliai atitinka tokiy salygy prasme. Klasikinémis
salygomis (1.2), (1.3) ar (1.5) apibréziamos (uzduodamos) ieSkomo sprendinio (ar jo iSvestiniy)
reikSmeés viename konkreciame taske. Tuo tarpu, } nelokaligjag salyga ieSkomo sprendinio
reikSmeés jeina daugiau negu viename taske — j (1.4) salyga sprendinio reikSmés jeina visuose
intervalo (0, x(t)) taSkuose. Bene pirmg kartg nelokaliyjy salygy sgvoka pavartota straipsnyje
[2].

Nors ir ne 1§ karto, straipsnis [1] mokslo pasaulyje sulauké didziulio démesio. Dabar,
praéjus beveik 60 mety nuo Sio straipsnio pasirodymo, galima tvirtinti, kad J. R. Cannon
straipsnis buvo naujos, gana svarbios matematiniy tyrimy krypties pradzia. Si kryptis - krastiniai
uzdaviniai diferencialinéms lygtims su nelokaliosiomis sglygomis: teorija, skaitiniai metodai ir
taikymai. Trumpiau, Sios krypties uzdaviniai dar vadinami tiesiog nelokaliaisiais uzdaviniais.

Idomu pastebéti, kad beveik tuo pat metu, nepriklausomai viens nuo kito buvo paskelbti
dar keli straipsniai panaSia tematika [2,3,4,5], kuriuose buvo nagrin¢jamos diferencialinés lygtys



su integralinémis sglygomis. Dar anks¢iau, grynai matematiniu aspektu buvo nagriné¢jamos
apibendrintos krastinés salygos paprastosioms diferencialinéms lygtims [6,7,8]. Taciau taip jau
atsitiko, kad, biitent, J. R. Cannon straipsnis [1] susilauké didziausio kity matematiky démesio.
Viena i§ priezasCiy buvo ta, kad Sio straipsnio autorius aktyviai plétojo nelokaliyjy uzdaviniy
teorija bei skaitinius sprendimo metodus [9,10,11]. Be to, svarbu buvo ir tai, kad straipsnyje [1]
nelokalioji salyga tur¢jo aiskig taikomajg prasme

1. Nelokaliyjy uzdaviniy taikymai ir nelokaliyjy salygu ivairové.

Per paskutinius du-tris praeito amziaus deSimtmec¢ius matematinéje literatiiroje pasirodé gana

daug naujy nelokaliyjy salygy formulavimy, tiek susiejant jas su realiais taikomaisiais

uzdaviniais, tiek pateikiant jas kaip vidiniy matematikos poreikiy paskatintus apibendrinimus.
Pateiksime vieng tokiy galimy krastiniy uzdaviniy apibendrinimg elipsinéms lygtims [12].

Imkime n-matg sritj xeG, X=(x1, Xy, X) su pakankamai glodziu kontiru oG .

Padalinkime 0G | dvi dalis: o ir 6G/ o . Apibrézkime tolydy pavirSiaus o atvaizdj j pavirSiy
To, esantj srities G viduje. Dabar elipsinei lygciai

Lu=0, xeG (2.1)
suformuluokime tokias krastines salygas (antroji kraStiné salyga yra nelokalioji)

ux)=e(x), xedGlo, (2.2)

u(x)=u(mx), xeo, (2.3)

y - duotas skaiCius. Gana paprastai Sis (2.1)-(2.3) nelokalusis uzdavinys formuluojamas
vienamaciu ir dvimaciu atvejais. Bitent, kai n=1, (2.1)-(2.3) uzdavinys tampa tokiu (atskiras
atvejis):
d*u
—=0, xe(a,b
dx? (ab)
u@)=a, ub)=yu(é), a<sé&<l,
y- realusis skaiCius (parametras). Kai n=2, (2.1)-(2.3) krastinis uzdavinys vienu i$
paprasc¢iausiy atvejy gali biiti toks:
o’u o
erW:f(x,y), 0<xy<1, (2.4)
uLy)=um(y), 0<y<I1,
u(x,0) = 1,(x), u(x,) = 15,(x), 0<x<1,

u@y)=pu(é,y), 0<é<1, 0<y<I1. (2.5)
(2.3) nelokalioji salyga uzraSyta ne i§ taikomyjy poreikiy, o kaip teorinis klasikiniy salygy
apibendrinimas. Be komentary nurodyta [12], kad tokios salygos gali turéti prasme, aprasant kai
kuriuos procesus plazmoje. Dabar (2.3) nelokalioji salyga paprastai yra vadinam Bicadzés-
Samarskio salyga. Yra nemazai straipsniy, kuriuose ir nagrinéjami (2.1)-(2.3) uzdavinio atskiri
atvejai ar nezymds apibendrinimai [13,14,15].



Dar vienas nelokaliyjy salygy variantas suformuluotas straipsniuose [16, 17], kuriuose
sprendziamas toks uzdavinys:

ou_ o

—, Xe(0,1), t>0, 2.6
w2 ‘€ (0.2) (2.6)
ou(0,1) _ ou(lt) 1 @2.7)
oX OX
u(0,t)=0, u(x,0)=e(x) . (2.8)
Jrodyta, kad (2.7) salyga (2.6) lygciai yra ekvivalenti sglygai
1
j u(x,t)dx =0 (2.9)
0

(palygink su (1.4) salyga). Nurodyta, kad tokio tipo salygos sutinkamos difuzijos procese
turbulentingje plazmoje. Straipsnyje [18] suformuluotas ir i$nagrinétas kraStinis uzdavinys
dvimatei parabolinei lyg¢iai su (2.7) pavidalo nelokaligja salyga.

(1.4) integraliné nelokalioji salyga iki Siol yra viena dazniausiai sutinkamy nelokaliyjy
salygy jvairaus tipo diferencialinéms lygtims ( parabolinéms, elipsinéms, hiperbolinéms). Kita
daznai naudojama nelokalioji saglyga suformuluota straipsniuose [19, 20].

Straipsnyje [19] nagrin¢jamas kvazistatinis Silumos tamprumo teorijos uzdavinys.
Homogeniné izotropiné juosta 0 < x <1 juda taip, kad slinkties vektorius yra lygiagretus Dekarto
koordinaciy sistemos absiciy asiai. Tada entropija tiirio vienete U(X,t) tenkina diferencialing

lygt
ou o4

1+0%)—=— 2.10
d+07) iy (2.10)
su pradine sglyga ir dviem nelokaliosiomis krastinémis sglygomis:
1
u(0,t) =kJu(x.tydx, 0<t<T (2.11)
0
1
u(Lt) =kfu(xtydx, 0<t<T; (2.12)
0
¢ia paZzymeta

6 )
k:—é, 5:(3ﬂ+27/)(mj 'B,

A ir y yra tamprumo moduliai, 6;- pradiné temperatiira, C- savitoji Siluma, B- Siluminio
plétimosi koeficientas.

Straipsnyje [20] iSnagrinétas dar vienas kvazistatinis Siluminio tamprumo teorijos
uzdavinys. Tai vienetinio ilgio termotampraus strypo kvazistatinio lenkimo modelis. Siuo atveju
entropija u(x,t) tenkina tg pacig (2.10) lygtj su pradine salyga ir Stai tokiomis nelokaliosiomis
salygomis:



u(O,t):‘l[kl(x)u(x,t)dx, 0<t<T, (2.13)

u(l,t)zj.kz(x)u(x,t)dx, O0<t<T, (2.14)

Cia
k (X) =26°(2—-3X),
k,(X) =25°(1-3X),
52 — 9082 .
CA
A- strypo liekamasis standis; B - Siluminiy ir mechaniniy efekty saveikos matas; 6, ir ckaip ir

anksciau, pradiné temperatiira ir savitoji Siluma.

Dabar pateiksime tris kitokio tipo nelakaliyjy salygy pavyzdzius, kai nelokalioji salyga
atsiranda tada, kai diferencialinio uzdavinio formulavime be ieSkomo sprendinio dar yra
nezinomas parametras ar nezinoma funkcija. D¢l Siy nezinomyjy papildomai formuluojama
pertekliné salyga, kaip taisyklé, nelokalioji.

Pirmasis pavyzdys — elektros kontakty i$ skysto metalo (gyvsidabrio) konstravimas.
Skyscio laso (gyvsidabrio), esan¢io ant horizontaliosios plokStumos, laisvo pavirSiaus radimo
matematinis modelis gali buti apraSytas kaip krastinis uzdavinys su integraline salyga [21]:

%% ;23—‘: _KU+4=0 (2.15)
1+(%)

WO 5 y(ay =0, (2.16)
dr

du(a) =Ccosy, (2.17)
dr

27rj rudr =V . (2.18)
0

Cia K = g_p’ g - gravitaciné konstanta, p - skysc¢io tankis, o - pavirSiaus jtampos koeficientas,
o

y - drékinimo kampas (priklauso nuo laso ir plokStumos medziagy savybiy), V - laSo turis.
Parametrai a ir A néra zinomi, todél antros eilés diferencialinei lyg¢iai formuluojamos ne dvi, o
keturios salygos. Viena jy, (2.18) salyga yra nelokalioji. Ivairiis §io uzdavinio variantai ir
aspektai aprasyti straipsniuose [22, 23, 24, 25]. Kai skyscio lasas interpretuojamas kaip elektros
kontaktas, patogiau dirbtinai fiksuoti radiusg a. Tuo tikslu plokStumoje specialiai sudrékinama
skritulio formos sritis, prie kurios laSas ,,prilimpa‘. Tada uzdavinio formulavime iSkrenta (2.17)

salyga [24].



Kitas pertekliniy nelokaliyjy salygy pavyzdys susijes su temperatiiros pasiskirstymo
valdymu priklausomai nuo Silumos Saltinio. Straipsniuose [26, 27] iSnagrinétas Stai toks
uzdavinys parabolinei lygciai:

2

MU ptu+Fxt), xe(O,L), te(O.T],

ot oXx

u(x,0) =uy(x),

u(0,t) =g, (),

u(L,t)=g,(x)
su nelokaligja salyga

S(t)

ju(x,t)dx:E(t), 0<S(t)<L. (2.19)
0
Uzdavinio specifika yra ta, kad Saltinio funkcija p(t) yra nezinoma. Jg reikia parinkti taip, kad
energija (Silumos kiekis) tenkinty (2.19) salyga.

Trecias atvirkstinis nelokaliyjy salygy pavyzdys susijes su dvimaciu difuzijos uzdaviniu.
Straipsnyje [11] pateiktas matematinis modelis tokio difuzijos proceso, kuriame yra nezinoma
medziagos koncentracija srities pavir$iaus dalyje. Supaprastinus kai kurias prielaidas, parabolinei
lygciai

2 2
U _CUL U g xy<l, 0<t<T (2.20)
ot ox° oy
formuluojamos tokios pradinés ir krasStinés salygos:

u(x,y,00=~f(x,y), 0<x,y<1,

u@©@,y,t)=g,(y,t), u@y,t)=9,(y,t), 0<y<l1, 0<t<T, (2.21)

u(x,Lt)=h(xt), u(x,0,t) = p(t)h,(x), 0<x<1, 0<t<T.

Paskutinéje i§ krastiniy sglygy funkcija u(t) yra nezinoma, todél (2.20)-(2.21) uzdavinio

formulavime jeina dar viena (nelokalioji) salyga:
1 S(x)

Iju(x, y,t)dydx=m(t), 0<t<T, (2.22)

¢ia 0<S(X)<1, m(t)- zinoma funkcija. Integralas (2.22) sglygoje apibrézia medZziagos mase
srityje {0<x<1, 0<y<S(x)}.

Jdomi detalé. Sio straipsnio autoriai jzangoje raSo, kad straipsnyje pirma Kkartg
nagrin€¢jama ne vienamate difuzijos lygtis su salyga, nusakancia mase (subject to specification of
mass). Taciau Lietuvos matematikai beveik pries deSimtmet] buvo paskelb¢ mokslinius
rezultatus apie dvimaciy ir trimaciy paraboliniy lygciy su integraline salyga skaitinj sprendima
[28, 29, 30]. Straipsniuose [29, 30] nagrin¢jamas priemaiSy difuzijos matematinis modelis tuo
atveju, kai difuzijos procesas vyksta po jony implantacijos proceso. Jony implantacijos rezultate
puslaidininkés medziagos maZame pavirSiaus sluoksnyje sukoncentruojamas tam  tikras



skverbianciosios medziagos (pavyzdziui, fosforo) kiekis m. Po to vykstantis termodifuzijos
procesas supaprastintu vienamaciu atveju apraSomas tokiu diferencialiniu uzdaviniu:

a—u:i Dou"a—u ,o0>0, 0<x<«1,
ot oX OX

u(x,0)=0, u(l,t)=0,
Tu(x,t)dx:m.

Knygoje [31] pateikta keletas idealizuoty bioreaktoriy matematiniy modeliy su
nelokaliosiomis sglygomis. Vienas jy yra toks:

1dX _dX

—+DX =0,
B dz dz
1 /4 1.,
X(0)=—+—"—X@+—=X'(0), (2.23)
1+y 1+y B
X'@M)=0;

Cia X(z) yra bedimensin¢ lgsteliy koncentracija, B, D ir y- duotos fizikinés konstantos.

(2.23) nelokalioji salyga sutinkama ir kituose difuzijos uzdaviniuose.
Knygoje [32] galimas rasti keletg matematiniy modeliy biologijoje su nelokaliosiomis

salygomis.
Straipsnyje [33] difuzijos lygtis
ou 0 ou
———| D(X)— [+W(x)— = f(x,t,u), O<x<I, t>0
P a[() j ()8x (x,t,u)
nagrinéjama Su bendresnémis nelokaliosiomis sglygomis, lyginant jas su (2.13), (2.14) saglygomis
|
u(0,) -, MO0 _ [k (ouix D+ 6,0, (2.24)
0
|
u(l,t)— u(l,y = I K, (u(x,t)dx + g, (t) . (2.25)
0

(2.24), (2.25) nelokaliosios salygos sutinkamos ir jony koncentracijos uzdaviniuose [34, 35].
Tokio tipo nelokaliosios salygos daznai vadinamos Robin tipo nelokaliosiomis saglygomis.

Vienas i§ naujausiy nelokaliyjy salygy matematiniy modeliy yra apraSytas straipsnyje
[36]. Jis susijes su valdymu bioreaktoriuje. Sprendziama dviejy netiesiniy paraboliniy lygciy
sistema

0s 0’S V., S

- DS —- max ,

ot ox~ Ky, +S

oP P V.S

=~ =D 4+
a Tt K, +S'

srityje (x,y)e D= {O <X<ea, 0<t ST} , su pradine salyga

(2.26)



<
S(x,0) = 0, 0<x<d,
Soy  Xx=d,
P(x,0)=0, 0<x<d,

trimis klasikinémis kraStinémis sglygomis

P(0.)=0, oP(d,t) _0. 0S(0,1) 0
OX OX
ir viena nelokaligja salyga
t
$(d.t) =K [e(r)dr;
0
Cia
2D, T
e(r) =Q) - —— [P(xtydx, 0<n<m<d (2.27)

(2.26) lyg¢iy sistema paprastai apraSomi procesai biojutikliuose ir bioreaktoriuose. IeSkomos
funkcijos S(x,t)ir P(x,t) paprastai traktuojamos kaip substrato ir produkto koncentracija.

Pagrindinis (2.27) nelokaliosios salygos ypatumas yra tas, kad substrato koncentracija
galutiniame taSke yra susiejama ne tik su integralu nuo funkcijos P(x,t) ty. produkto
koncentracijos vidinio intervalo [n,m] taskuose, bet ir visame intervale (0,t) (priesistorija).
Artimas uzdavinys tik su kitomis sglygomis apraSytas straipsnyje [37].

Cia verta pastebéti, kad nelokaliosios salygos gali biti ne tik pradinés, formuluojamos
vietoje visy ar dalies krastiniy salygy, bet taip pat ir pradinés, formuluojamos vietoje jprastinés
pradinés salygos. Pastarosios salygos Sioje apzvalgoje nenagrinéjamos. Skaitytojui galima
rekomenduoti straipsnius [38, 39].

Vienamatéms ir dvimatéms hiperbolinéms lygtims daznai formuluojamos nelokaliosios
integralinés sglygos tokio pat tipo, kaip ir parabolinéms lygtims [40, 41, 42].

Straipsnyje [43] hiperbolinei lyg¢iai suformuluotos nelokaliosios sglygos, kuriy fizikiné
prasmé susijusi su momenty (nulinio ir pirmojo) sgvoka ir kurios paprastai vadinamos grynai
integralinémis salygomis (purely integral conditions). Srityje Q=Qx(0,T], Q={0<x,y<1}
nagrin¢jama integro-diferencialiné hiperboliné lygtis

ou du du t

- = f(x,y,t)+|a(S,t)u(x,y,S)dS

su jprastomis pradinémis saglygomis ir grynai integralinémis salygomis

1 1

ju(x, y,t)dx =0, Ixu(x, y,t)dx =0,
; ; (2.28)
Jutx,y,tydy=0, [yu(x,y,tydy=0.

0 0



(2.28) nelokaliosios sglygos naudojamos ir su kito tipo diferencialinémis lygtimis, pavyzdziui,
pseudoparabolinémis [44].

Yra nemazai straipsniy, kuriuose nagrin¢jami matematiniai modeliai, su dar kito tipo
nelokaliosiomis salygomis, aprasantys realius fizikinius procesus ar reiskinius [45, 46, 47, 48,
49, 50]. Daugeliu atvejy $iy modeliy taikymy sritys trumpai nurodytos staipsniy pavadinimuose.
Deja, daugeliu atvejy, iSskyrus gal bt [48, 49], Sie modeliai nesusilauké didesnio démesio.

2. Nelokaliosios salygos. Tikriniy reikSmiy uzdavinys

Nauji matematiniai modeliai su nelokaliosiomis sglygomis, aprasantys realius fizikinius
procesus, skatino mokslinius tyrimus diferencialiniy lyg¢iy teorijoje ir Siy lygciy skaitiniy
metody modifikavimg bei naujy sprendimo metody kiirimg. Taikant skaitinius metodus
nelokaliyjy uzdaviniy sprendimui, gana greitai paaiskéjo, kad diferencialiniai operatoriai su
nelokaliosiomis salygomis pasizymi daugeliu naujy savybiy, nebudingy diferencialiniams
operatoriams su klasikinémis krastinémis salygomis (Dirichle ar Neimano). Skyrium imant,
diferencialinis operatorius netgi su gana paprastomis nelokaliosiomis saglygomis (iSskyrus keleta
trivialiy atvejy, pvz, periodines nelokaligsias salygas) yra nesavijungis. Diferencialiniy
operatoriy su nelokaliosiomis salygomis spektras (tikriniy reik§miy visuma) yra Zymiai
sudétingesnis ir turiningesnis, negu klasikiniy krastiniy salygy atveju. Spektro struktiira priklauso
ne tik nuo nelokaliosios salygos pavidalo, bet ir nuo parametry ar funkcijy nelokaliosiose
salygose reik§miy. Tas pats galioja ir skirtuminiams operatoriams (matricoms), gaunamiems
sprendziant nelokaliuosius diferencialinius uzdavinius baigtiniy skirtumy metodu.

O spektro struktiira turi didele jtaka, daznai lemiama, teoriskai tiriant skirtuminiy schemy
stabilumg bei iteraciniy metody skirtuminéms lygtims konvergavima.

Todél neatsitiktinai greta krastiniy uzdaviniy su nelokaliosiomis saglygomis formulavimu
ir tyrimu, prasid¢jo, nors ir su tam tikru vélavimu, diferencialiniy ir skirtuminiy operatoriy su
nelokaliosiomis salygomis tikriniy reik$miy uzdaviniy nagrinéjimas.

Vienas pirmyjy $ios krypties rezultaty paskelbtas straipsnyje [16]. Siame straipsnyje,
sprendziant (2.6)-(2.8) kraStin] uZdavinj, iSnagrinétas Stai toks tikriniy reikSmiy uzdavinys

d°u

— +Au=0, 0<x<1, (3.1)
dx

u(0) =0, (3.2)
du(0) _ du@) . (33)

dx dx
Sio uzdavinio tikrinés reikimeés yra
A =(27k), k=0,12,..., (3.4)

o tikrinés funkcijos apibréZiamos formulémis
U, (X) =X, u, (x) =sin(2zkx), k=12,... (3.5)



Tikriné funkcija u, (X), k >1 néra ortogonali tikrinei funkcijai u,(X), o tikriniy funkcijy visuma
néra pilna erdvéje L,. Tikriniy funkcijy visuma nesudaro erdvés L, bazés. Tokia baze galima
sudaryti i§ (3.5) tikriniy funkcijy ir prijungtiniy funkcijy

0, (x) =x-cos(27zkx), k=12,..., (3.6)
kadangi kiekviena tikriné reikSmé A, , k >1 yra kartoting, o jai atitinka tik viena tikriné funkcija.

Straipsnyje [51] iSnagrinétas skirtuminis tikriniy reik§miy uzdavinys

Ua =2 F U | gy 0, i=12,...,N-1, 3.7)
h
1 U —U, Uy —Uy,
— - +Au, =0, 3.8
2N (7/ h h N (3.8)
u, =0, (3.9)
gautas sprendziant krastinj uzdavinj
2
M _9Y o<x<t, (3.10)
ot oX
u(x,0) =u,(), (3.11)
u(0.1) =0, y ou(0,1) _ ou(Lt) (3.12)

OX

baigtiniy skirtumy metodu; ¢ia y €(0,1]- duotas parametras, h=i (3.7)-(3.8) skirtuminio

N
uzdavinio matrica yra N-osios eilés. Straipsnyje jrodyta, kad esant sglygai y € (0,1) skirtuminio
uzdavinio tikrinés reikSmes apibréziamos formulémis

{1, 2,..., 22 N —nelyginis

4,
=— k—0.5¢p)h), k=
&5 e (= 2)h) 1,2,..., %,  N-lyginis

0,12,...,82 N —nelyginis
0L.2,...,%-1, N —lyginis;

Ao = hi;sinz ((zk+0.5p)h), k :{
2

Cia p=arccosy, O<p<r.

Tuo budu, kai 0 < y <1, visos tikrinés reikSmés yra teigiamos ir skirtingos, o tikriniai vektoriai
Uy (%) ={sinRzk—g)x }, i=12,...,N
U, (%) = {sin(2zk +)x }, i=12,...,N

yra tiesiSkai nepriklausomi.
Kai y =1 (Siuo atveju ¢ =0), skirtuminio operatoriaus spektro struktiira i§ esmés skiriasi

nuo atvejo 0 < y <1. Bitent,

4

N-1 _ .
4 =0, ﬂkzﬁsinz(nkh), kz{l’zv--’ =L, N —nelyginis

12,.... %, N —lyginis,
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be to, 4, iIr A, yra paprastosios (nekartotinés) tikrinés reikSmés, o kitos A, yra kartotinés.

Kiekvienai kartotinei tikrinei reikSmei atitinka tik vienas tikrinis vektorius ir dar vienas
prijungtinis vektorius. Tikriniy ir prijungtiniy vektoriy visuma sudaro N-matés vektorinés erdveés
baze.

Nurodysime keleta (3.7)-(3.9) skirtuminio tikriniy reikSmiy uzdavinio savybiy, kurios
budingos daugeliui (zinoma, ne visiems) tikriniy reikSmiy uzdaviniams su nelokaliosiomis
salygomis:

1. Skirtuminio operatoriaus su nelokaliosiomis salygomis spektro struktira gali

kokybiskai skirtis priklausomai nuo nelokaliyjy salygy parametro reikSmiy.

2. Tuo atveju, kai priklausomai nuo parametro reikSmés egzistuoja kartotinés tikrinés
reikSmés, paprastai, kartotinei tikrinei reikSmei atitinka tik vienas tikrinis vektorius.

3. Priklausomai nuo parametro nelokalioje salygoje reikSmiy skirtuminiy lygciy
sistemos matrica gali turéti savybe: ji nesimetriné, bet visos tikrinés reikSmés yra
teigiamos ir skirtingos, o tikriniai vektoriai sudaro erdvés baze (yra tiesiskai
nepriklausomi, bet neortogonalis).

Kiek anksciau straipsnyje [13] buvo iSnagrinéta diferencialinio uzdavinio Su gana

paprasta Bicadzés-Samarskio nelokaligja salyga

d®u
—+Au=0, 0<x<1, (3.13)
dx
u@0)=0, u@=pu(é), 0<&<1 (3.14)
ir atitinkamo skirtuminio uzdavinio
Uam2h ¥ sy 20, i=12,..., N1, (3.15)
h
U, =0, uy =yu,, (3.16)

spektro sruktiira; ¢ia h = % , £=mh, y ir & - realieji skaiciai.
(3.13)-(3.14) diferencialiniam uzdaviniui jrodyta, kad lygybé

-z 3.17
4 E (3.17)

yra biitinoji ir pakankamoji salyga tam, kad egzistuoty paprastoji (nekartotin¢) tikriné reikSme
A =0. Analogiskai, nelygybé

1
y > E (3.18)
yra vienintelés neigiamos tikrinés reikSmeés biitinoji ir pakankamoji egzistavimo sglyga. Biitent,
A= _ﬁoz ,
¢ia B, >0 yra vienintelé teigiama lygties
sinh(B)

sinh(Be)
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Saknis. Toliau, jei y < %, tai visos realiosios tikrinés reik§més yra teigiamos. Jei |y| <1, tai néra

kompleksiniy tikriniy reikSmiy. Taciau jei | }/| >1, kompleksinés tikrinés reikSmés gali egzistuoti.
. - 1 . .

Pateiktas pavyzdys: jei & = vk tai esant sglygai

|}/| >y = ? ~1.088
visuomet egzistuoja bent viena pora jungtiniy kompleksiniy tikriniy reik§miy. Galima nusakyti
salygas, kada egzistuoja kartotinés tikrinés reikSmeés [14].

(3.15)-(3.16) skirtuminiam uzdaviniui teisingi analogiski, beveik taip pat formuluojami
tvirtinimai, kaip ir (3.7)-(3.9) uzdaviniui.

IS straipsniy [13, 51] rezultaty seka ta pati iSvada: diferencialinio ir skirtuminio
operatoriy su nelokaliosiomis salygomis spektro struktiira yra gana sudétinga ir turininga.

Straipsnyje [52] ir knygoje [14] pateikta daug papildomos informacijos apie (3.15), (3.16)

uzdavinio spektro struktiirg, kai & = > Be to, straipsnyje [52] nagrinétas ir dvimatis uzdavinys.

Straipsnyje [53] i$nagrinétas skirtuminis tikriniy reik§miy uzdavinys
U — 2u1 +U;,

" 1+lq:0,i=LZn”N—l, (3.19)
Uy :71h£

N

1
YUy | uij, (3.20)
-1

2

=z

Uy +Uy

uO:ylh£ 5 +Z‘juiJ, (3.21)

i=1

1 . NV e . L . .
h= N’ Kai h # , Sis uZdavinys gali biiti uZrasytas ekvivalen¢iu matriciniu pavidalu

ity
Au=Au, (3.22)

kuriame Ayra (N-1)-osios eilés matrica, U= (U;,U,,...,Uy_, )T . Pagrindinis jrodytas rezultatas:

Jei h= , tai visos tikrinés reik§més yra realios. Be to [53, 54]:

Nt7,
a) egzistuoja vienintelé neigiama tikriné reikSmé A <0 tada ir tik tada, kai y, +y, >2 ir
h < 2 :
Nntr
b) A =0 yra tikrin¢ reikSmé¢ tada ir tik tada, kai y, +y, =2;
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c) jei y+y,<2 arba y,+y,>2, bet h> , tai visos tikrinés reikSmés yra

1t
teigiamos; be to, dalis tikriniy reik§miy priklauso nuo y, ir y,, kita dalis —
nepriklauso;
d) jei h= , tai (3.19)-(3.21) skirtuminis tikriniy reik§miy uzdavinys negali buti
71t 72

uzraSytas (3.22) pavidalu su (N-1)-osios eilés matrica;

e) kai ;/1+7/2—>H—0, neigiamoji matricos A tikrin¢ reikSmé art¢ja | —oo; Kali

1+, _>H+O’ tai viena teigiamoji matricos A tikriné reikSmé artéja j .

Straipsniuose [55, 56] iSnagrinéta diferencialinio tikriniy reik§miy uzdavinio

g+/1u:0, 0<x<1, (3.23)

dx

u(0) =0, (3.24)
¢

u@) = yoju(x)dx, 0<&<l, (3.254)

u@ = ylju(x)dx, 0<&<T, (3.25b)
¢

spektro struktiira. Irodyta, kad (3.23), (3.24), (3.25b) uzdavinio visos tikrinés reik§Smés yra
realios ir paprastosios. Jei

1

_Q'

tai A =0 yra maziausia tikriné reikSmé. Jei

v

i

tai egzistuoja viena neigiama tikrin¢ reikSme.

(3.23), (3.24), (3.25a) uzdaviniui gali egzistuoti kartotinés ir kompleksinés tikrinés
reik§meés.

Pakankamai i§sami diferencialiniy ir skirtuminiy operatoriy su jvairaus tipo
nelokaliosiomis salygomis spektro struktiiros tyrimy apzvalga iki 2014 mety pateikta straipsnyje
[57].

Straipsnyje [58] iSnagrinétas diferencialinis tikriniy reik§miy uzdavinys su
nelokaliosiomis saglygomis:

du
W-FAUZO, 0<X<1, (326)

u(0) =u(), (3.27)
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u(§) =ru-<5), 0<&<l. (3.28)
ir jo skirtuminis analogas
U, _zul +Uiy
h?_
Up =7Uy, Us =725UyN s, (3.30)

+Au =0,i=12,..,N-1, (3.29)

Sia h=%, E=Sh, 1-£=(N-9)h.

Irodyta, kad (3.29), (3.30) skirtuminj tikriniy reiSmiy uzdavinj negalima uzraSyti
matriciniu pavidalu Au=Au. Sis uzdavinys yra ekvivalentus apibendrintam matricos tikriniy
reik§miy uzdaviniui

Au = ABu (3.31)
su iSsigimusia matrica B. D¢l Sios priezasties (3.29), (3.30) tikriniy reikSmiy uzdavinys
pasizymi savybém, kurios nebiidingos nei diferencialiniam tikriniy reikSmiy uzdaviniui nei
matricos tikriniy reikSmiy uzdaviniui. Pavyzdziui, kai h=¢& ir p =y, #£1l, skirtuminio
operatoriaus spektras yra tuScia aibé. Esant pastoviam N (3.29), (3.30) tikriniy reikSmiy
uzdavinio tikriniy reik§miy skai¢ius nelygus N —1 (t.y. matricos A eilei), o priklausomai nuo &,
7, ir y, reik§miy kinta nuo nulio iki begalybés. Sios ir kitos (3.29), (3.30) skirtuminio uzdavinio
savybés leidzia suformuluoti i§vada, kad skirtuminio operatoriaus su nelokaliosiomis saglygomis
tikriniy reikSmiy uzdavinys Vvertas atskiro tyrimo, nesitenkinant tik analogijomis su
diferencialinio operatoriaus ar matricos tikriniy reikSmiy uzdaviniu.

Dar viena (3.29), (3.30) tikriniy reikSmiy uzdavinio savybé. Nors (3.31) tikriniy reikSmiy
uzdavinio reik§meés yra tolydzios charakteringojo daugianario det(A— AB) koeficienty funkcijos,
Jjos gali turéti trukj parametry y,, y, atzvilgiu.

Svarbu pastebéti, kad visi anksc¢iau i§vardinti spektro struktiiros tyrimy rezultatai gauti tik
esant pastoviems koeficientams diferencialingje lygtyje (nors nebitinai vienamatéje).
Diferencialiniams operatoriams su kintamais koeficientais ir nelokaliosiomis salygomis yra tik
keletas atskiry, galima pavadinti, pirmyjy spektro tyrimy rezultaty [59, 60, 61, 62, 63, 64, 65].

Straipsnyje [66] iSnagrinétas netiesinis tikriniy reikSmiy uzdavinys

d?u

A+ ), te0). (3.32)
du(0) du(n)
T—O, a—dt —U(l), 0<77<1. (333)

Tai jau pakankamai kita uzdaviniy su nelokaliosiomis salygomis grupé.

Straipsnyje [67] pradétas nagrinéti tikriniy reik§miy uzdavinys elipsiniam operatoriui, kai
viena nelokalioji salyga apibrézta tik vidiniuose taskuose. Bitent, Sio straipsnio rezultatai
paskatino pratesti tyrimus ir gauti naujas kokybiskas iSvadas straipsnyje [58].
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Dar viena pastaba. Tikriniy reikSmiy uzdavinys diferencialiniam ar skirtuminiam

operatoriui su nelokaliosiomis sglygomis yra bendrosios nesavijungiy operatoriy teorijos dalis
[68].

4. Skaitiniai metodai. Skirtuminiy schemuy stabilumas.

Diferencialiniy lyg¢iy su nelokaliosiomis salygomis kaip taikomyjy uzdaviniy
matematiniy modeliy formulavimas ir nagrin€¢jimas smarkiai jtakojo naujus tyrimus
diferencialiniy lygCiy teorijoje ir skaitiniuose metoduose. Susiformavo sparciai plétojama nauja
skaic¢iavimo matematikos Saka — skaitiniai metodai diferencialinéms lygtims su nelokaliosiomis
salygomis. Vienas i§ gana svarbiy teoriniy Sios Sakos klausimy — paraboliniy lygciy su jvairaus
tipo nelokaliosiomis salygomis skirtuminiy schemy (arba skirtuminiy metody) stabilumas ir
konvergavimas.

Pirmieji diferencialiniy lyg€iy su nelokaliosiomis salygomis skaitiniy metody rezultatai
matematin¢je spaudoje pasirodé praéjus beveik dviem deSimtmeciams po straipsnio [1]
pasirodymo. Straipsnyje [9] buvo iSnagrinéta neisreikstiné skirtuminé schema (1.1)-(1.4)
uzdaviniui spresti su Siek-tiek modifikuota (1.4) salyga

b u(x,t)dx =m(t). 4.2)
|

Skirtuminés schemos tyrimui autoriai naudojo lonkino transformacija. Bitent, atsizvelgiant |
(1.1) diferencialinés lygties pavidala, (4.1) nelokalioji salyga pakei¢iama jai ekvivalencia salyga
au,t) _ou(0,t) (). 4.2)
OX OX
Straipsnyje [69] autoriai nagrinéja baigtiniy skirtumy metoda bei skirtuminj Galiorkino metoda
(1.1)-(1.4) uzdaviniui spresti, kai (1.3) klasikiné krastiné salyga pakeista kita salyga
ou(Lt)
=g(t).
o~ 90
Skirtuminiai metodai vienamatei parabolinei lygc€iai su (1.4) integraline salyga, kurioje

virSutinis integralo rézis yra kintamojo t funkcija, nagrinéti daugelyje straipsniy [10, 70, 71].

Skirtuminiy metody tyrimai parabolinéms lygtims su integraline salyga gana anksti
pradéti ir Lietuvoje [28, 72].

SprendZiant parabolinius uzdavinius su (1.4) pavidalo integraline salyga, i§ esmés beveik
nebuvo kuriami nauji metodai ar naudojamos naujos tyrimy id¢jos. Svarbiausia buvo naujo tipo
uzdaviniams pritaikyti tai, kas buvo zinoma parabolinéms lygtims su klasikinémis salygomis.
Galima pasakyti, kad naujos idéjos skaitiniuose metoduose atsirado taikant skirtuminius metodus
(2.6)-(2.8) nelokaliam uzdaviniui arba atitinkamam dvimaciam uzdaviniui [17, 18, 51, 73, 74].

Pasirodo, uzdaviniams su (2.7), (2.8) nelokaliosiomis salygomis yra gana sunku istirti
skirtuminiy schemy stabilumg jprastose erdviy C ar L,normose. Todél buvo apibrézta nauja
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norma, labiau tinkanti skirtuminéms schemoms su nelokaliosiomis sglygomis. Uzrasykime

skirtumine schema (n+1)-ame laiko sluoksnyje pavidalu
n+l . on
Ll LI L (4.3)

T

Apibrézkime
Jull, = (Du,uY", (4.4

. AL .. . . o 1 .
¢ia D :(MM ) - teigiamai apibréZta simetriné matrica, M -matrica sudaryta i$ skirtuminio

operatoriaus S tikriniy vektoriy (jei jie sudaro vektorinés erdvés baze) arba tikriniy ir
prijungtiniy vektoriy. Toliau

(u,v) = hZuivi Al :(u,u)% :

Atsizvelgiant | D iSraiska, (4.4) normg galima uzrasyti ir kitu pavidalu

1
2

ol = (M) ) =(M2u, M)’ < @4
Komentarai apie §ig norma dar bus pateikti ir véliau. Paprastai, (4.4) pavidalu uZrasSyta
vektoriaus norma yra vadinama matricos (ar operatoriaus) D generuota energetine norma. Kai
kuriais nelokaliyjy salygy atvejais jrodyta, kad (4.4) norma yra ekvivalenti jprastai normai ||u|| :

a(u,u) <(Du,u) < £(u,u)
su ekvivalentiSkumo konstantomis « ir £, nepriklausan¢iomis nuo h.

Galima dar ir kitaip pakomentuoti ¢ia minimuose straipsniuose jrodyta skirtuminiy
schemy stabilumg normoje ||u||D . Nagrinéjant skirtuminiy schemy su nelokaliosiomis saglygomis
ou(0,t) ou(Lt)

x X
stabiluma energetinéje normoje (4.4), esminj vaidmenj vaidina matricos S spektro struktira. Ir

dar tas faktas, kad apibrézus vektoriaus normg formule (4.4), matricos norma, suderinta su
vektoriaus norma, apibréziama taip, kad vienai konkreciai matricai S galioja lygybé

8]/ = p(8) = max|4(8)].

1<i<N

u(0,t)=0,

nepaisant to, kad S yra nesimetriné matrica. Sie skiruminiy metody stabilumo tyrimo rezultatai,
be minéty moksliniy straipsniy, aprasyti dar ir knygoje [75].

O pirma kartg skirtuminiy schemy stabilumo tyrimas parabolinéms lygtims su nelokaligja
salyga, naudojant spektro struktiirg, tikriausiai, aprasytas straipsnyje [76]. Net keista, kad $is
straipsnis beveik necituojamas.

Dar labiau naujy skaitiniy metody teorinj tyrimg itakojo (2.13), (2.14) nelokaliosios
salygos.

Straipsnyje [77] autorius i$nagrinéjo tris skirtumines schemas $ilumos laidumo lyggéiai su
nelokaliosiomis integralinémis sglygomis
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Zt—u=2—:(l:+f(x,t), xe(0,1), te(0,T], (4.5)
u(o,t) :jko(x)u(x,t)dx+ go(t), (4.6)
u@t) = Jl'kl(x)u(x,t)dx+ g,(t), 4.7

u(x,0) =u,(x).
Jrodytas iSreikstinés ir neiSreikstinés skirtuminiy schemy konvergavimas C normoje, esant
apribojimams

1 1
j|k0(x)|dx<1, j|k1(x)|dx<1. (4.8)
0 0

Crank-Nicolson skirtuminei schemai vietoje (4.8) nelygybiy naudojamas Kkitas (realiai,

silpnesnis) apribojimas

U(ko(x))z de +U(kl(x))2 de < ? (4.9)

0 0

(4.8) ir (4.9) salygos yra tik pakankamosios, bet ne biitinosios tam, kad skirtuminé schema buty
stabili.

Straipsnyje [78] nagriné¢jama netiesiné paraboliné lygtis

] :ﬁ(a(k)a—“} Fu,xt), xe(0,1), te(0T], (4.10)

ot ox OX
su (4.6), (4.7) krastinémis nelokaliomis sglygomis. Uzdavinys sprendziamas Siek-tiek Kitokiu
skirtuminiu metodu (Galiorkino baigtiniy elementy metodas). Skirtuminiy schemy stabilumas
jrodytas esant grieZtesnei salygai nei (4.8)

1

[ (ko () dx<1, j.(kl(x))z dx <1. (4.11)

0
Straipsnyje [79], naudojant &- metoda, jrodyta, kad Crank-Nicolson skirtuminés schemos

stabilumui pakanka salygos
1

[ (ko))" dix +j(kl(x))2 dx<2. (4.12)

0
Pastaroji saglyga yra dar bendresné (maZesni apribojimai).

Panasis, Siek-tiek grieztesni ar silpnesni apribojimai nelokalliyjy salygy pointegrinéms
funkcijoms sutinkami daugelyje straipsniy [15, 33, 80, 81, 82]. Svarbu pastebéti, kad bet kurig i$
(4.8)-(4.12) galima interpretuoti taip, kad skirtuminés schemos stabilumui pakanka, kad

funkcijos k,(x) ir k (x) normoje K| ar k| biity ,,nedaug nutolusios nuo nulio®. Dar

L, (0,1) L,(0,1)

jdomesnis $itos interpretacijos laisvas perfrazavimas. Skirtuminé schema islieka stabili, jei (4.6),
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(4.7) nelokaliosios salygos ,,nedaug® skiriasi nuo Dirichle krastiniy sglygy. Kaip jau minéta
(4.8)-(4.12) sglygy butinumas nebuvo nagrinétas.

Straipsnyje [83] iSnagrinétas skirtuminés schemos dvimatéms parabolinéms lygtims su
integraline salyga, kuri yra (4.6), (4.7) salygy apibendrinimas dvimaciam atvejui. Sprendziamas
toks uzdavinys

PRy =0, (x,y)eQ={x,ye(0,1}, (4.13)
u(x, y,0)=o(x,y),
u(x, y,t) :J.K(x, y,E,mdédn, (X y)eoQ. (4.14)

Skirtuminés schemos pakankamoji stabilumo salyga yra analogiska (4.8)-(4.12) salygoms
vienamaciu aveju

_“K(x, y, & m)|dédn <1. (4.15)

Q
Analogiskas apribojimas naudojamas ir straipsnyje [84], sprendziant n-mat¢ netiesing paraboling

lygti.
o Straipsnyje [53], naudojant skirtuminio operatoriaus spektro struktiirg, iSnagrinétas
neisreikstinés skirtuminés schemos stabilumas (4.5)-(4.7) uzdaviniui, Kai k,(x) =y, ir kK (x) =7,
yra konstantos. Siuo atveju gauta stabilumo salyga, kuri yra gana paprasta:

ntr,<2. (4.16)
Sioje salygoje slypi tam tikra ,,kompensavimo* idéja. Jei viena reik§mé, pvz, y, yra per didelé,
stabiluma gali uztikrinti (kompensuoti) tinkamas y, parinkimas. Tas pats pasakytina ir apie (4.9)
ir (4.12) apribojimus, bet (4.8) ir (4.11) apribojimams tai negalioja.

Siame straipsnyje [53] skirtuminés schemos stabilumas jrodytas specialioje vektoriaus
energetingje normoje, kuri i§ esmes beveik nesiskiria nuo (4.4) apibrézimo. Biitent, imama

Jul, =[P, =(Pu,Pu), (4.17)

|Al, =[PAP|, (4.18)

|Al, =max A (A"A);
Cia matrica P sudaryta i§ matricos S (Zr. (4.3) formulg) tikriniy vektoriy. Jei matrica S turi
tiesiSkai nepriklausomy tikriniy vektoriy sistema, (4.4) ir (4.17) normos sutampa. Skirtumas tik

tas, kad (4.4) apibréZimas tinka ir tam atvejui, kai tikriniai vektoriai nesudaro vektorinés erdveés
bazés. O apibrézima (4.17) galima pakeisti ir kitu

Jul. =[[Pu], =max|(Pu) |
atitinkamai pakeiciant ir ||A||* apibrézima

[, =[PAP],.
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Abiem atvejais
8], = ~(S).
Reikia pastebéti, kad (4.5)-(4.7) uzdavinio skirtuminés matricos S tikrinés reikSmés yra
skirtingos, o tikriniai vektoriai sudaro vektorinés erdvés bazg, kai k,(X)=const, Kk (x)=const
[53].

Straipsnyje [85] iSnagrinéta  skirtuminio uzdavinio, atitinkancio  (4.5)-(4.7)
diferencialiniam uzdaviniui, spektro struktiira kai k,(x) ir k (X) néra konstantos. ISnagrinéti du

konkretiis atvejai

1) ke(x)=0, k(x)=7,X;

2) k(¥)=pQ+x), k(X)=7,0-X).
Papildant teorinius spektro struktiiros tyrimus skaitiniu eksperimentu, sudarytos skirtuminés
schemos stabilumo sritys, kurias pakankamai jdomu palyginti su stabilumo sritimis, gautomis
sutinkamai su (4.12) pavidalo apribojimais.

Spektro stuktiiros tyrimo metodika skirtuminés schemos stabilumui tirti naudota ir
straipsnyje [86]. Cia funkcijos k,(x) ir k (x) paimtos i§ termotamprumo teorijos uzdavinio [20].
Matricos spektro struktira i$nagrinéta teoriskai, atsizvelgiant j konkrecias k,(x) ir Kk (X)

iSraiSkas. Teoriniai tyrimai papildyti skaitinio eksperimento rezultatais.

IS tyrimy, atlikty straipsniuose [85, 86], galima padaryti iSvada, kad skirtuminio
uzdavinio matricos spektro struktiiros tyrimas gali buti efektyvi metodikos dalis skirtuminés
schemos stabilumo klausimuose.

Skirtuminiy schemy stabilumo tyrimai, naudojant matricos spektro strukttra, atlikti ir
kito tipo diferencialinéms lygtis, kai (4.6), (4.7) salygose koeficientai yra konstantos.

Biitent, taip buvo istirtas skirtuminés schemos stabilumas pseudoparabolinei lygéiai [87],
hiperbolinéms lygtims [54, 88] ir diffencialinéms lygtims su kompleksiniais koeficientais [74,
89, 90].

Straipsnyje [91] iSnagrinétas skirtuminés schemos stabilumas vienamatei parabolinei
lygciai su Robin tipo nelokaliosiomis saglygomis:

au(0,t)—o, a“é?(’t) - ylja(x)u(x)dx+ (), (4.19)
o0 -0, 0 - 7] BOUO + 250 (4.20)

Skyrelio pabaigai dar keletas pastaby apie skirtuminiy schemy stabilumg parabolinéms lytims su
(4.6), (4.7) nelokaliosiomis salygomis. Kai k,(X) ir k(x) yra funkcijos, tai (4.9) ir (4.12)

nelygyés yra pakankamosios skirtuminés shcemos stabilumo salygos. Kai k,(X)=p, ir

k,(X) =y, yra konstantos, tai skirtuminés schemos (4.16) salyga y, +y, <2 galima interpretuoti
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kaip biitinagja ir pakankamaja stabilumo salyga (tiksliau reikéty rasyti y, +y, <2). Aptarkime §j
klausimg placiau.

Istikryjy, kai », +y, > 2, egzistuoja viena neigiama matricos S tikriné reikSme 4 <O.
Pazymékime Siai tikrinei reikSmei atitinkantj tikrinj vektoriy X® ={Xi(1)}. UzraSykime (4.3)
uzdavinio (kai f" =0) su pradine salyga u’ = X,"T°, T°- konstanta, sprendinj Furje metodu

uin =(1- Tﬂl)nTOxi(l) ~ e—ﬂit”TOXi(l) , (4.21)
Cia t" =nr . I8 ¢ia seka i§vada: jei 4 <0, tai (1—zA4)" neapréztai ir gana greitai artéja j oo, kai n
didéja. Daugiau informacijos $iuo Kklausimu galima rasti straipsniuose [74, 90] ir kngoje [92,
V sk., §1.4].

Nepaisant Sios iSvados, laikas nuo laiko matematiniuose zurnaluose pasirodo straipsniai,
kuriuose formuluojamos skirtuminiy schemy stabilumo salygos, kuriuose néra jokiy apribojimy
(4.6) ir (4.7) i8raisky pointegrinéms funkcijoms k,(x) ir k; (x) [93, 94, 95].

Viena tokios situacijos priezasCiy yra gana paprasta. ,,Stabilumas — sgvoka, neturinti
tiksliai apibrézto turinio® — taip prasideda (kad ir kaip bebiity keista) straipsnis apie vieng i$ labai
svarbiy sgvoky matematikoje, apie stabiluma, solidZioje 5 tomy matematikos enciklopedijoje
[96].

Apibréziant skirtuminiy schemy stabilumg vadovéliuose ir monografijose, gana daznai

neuzakcentuojama, ar konstantos jverCiuose ir nelygybése, nusakanciose stabiluma, gali
priklausyti nuo intervalo [0,T] ar turi bati apréztos visoms t reikSméms. Tuo atveju, kai

kalbama apie konkrety baigtinj intervalg [0,T], tai formaliai daugiklis e, 1<0, visada yra
apréztas. Tada paklaidos jvertyje daugiklis €' formaliai gali bati kompencuotas z ar h
mazumu. Jei konkre¢iam uzdaviniui 7 ar h turéty biiti nepateisinamai mazi (pvz. 107 eilés),
galime interpretuoti, kad tai ne stabilumo problema, o Siuolaikiniy kompiuteriy ribotumas.
Pavyzdziui, taip diskusijoje su $iy eilu¢iy autoriumi, stabilumg A <0 atveju aiSkina straipsnio
[95] autorius. Paprasti skaitiniai eksperimentai parodo, kad kalbéti apie stabilumg A <0 atveju
yra rizikinga [97]. Pastebésime, kad diferencialiniy lygéiy teorijoje apibréziant stabilumo sgvoka
(stabilumas pagal Liapunovg) aiSkiai akcentuojama, kad jverCiai turi buti teisingi visoms t
reik§méms intervale [0, ).

Ir dar viena pastaba apie (4.9) ir (4.12) stabilumo salygy pakankamuma. Kai K,(X) >0 ir
k,(x) =0, Sios abi salygos tam tikra prasme kokybiskai nedaug skiriasi nuo salygos y, +y, <2,
kuri teisinga, kai k,(x)=y, ir k(x)=y, yra konstantos. Taciau tuo atveju, kai k,(x)<0,
k,(X) <0, stabilumo salygos (4.9) ir (4.12) gali labai skirtis nuo salygos y, +y, <2. Todél
galima suformuluoti tokj uZdavinj: kaip rasti bendresnio pavidalo pakankamas skirtuminés
schemos stabilumo salygas, kai k,(x) <0 ir k (x) <0.
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5. Skaitiniai metodai. Kintamyjy krypciy metodas.

Dvimatéms parbolinéms ir elipsinéms lygtims su klasikinémis sglygomis spresti buvo
sukurti efektyviis kintamyjy kryp¢iy metodai (KKM) [98, 99]. Kiek véliau kaip KKM
modifikacija atsirado lokaliai vienamaciai metodai (LVM) [92]. Paprastai KKM sudaromas

n+1

skirtuminiy schemy pagrindu. Norint surasti artutinj sprendinj U;;", Siuo metodu reikia spresti tik

. v v .. . . - - - . . 1 .
vienamacius uzdavinius. Paprastai, pirmiausia surandamas tarpinis sprendinys uirj‘+2 sprendziant

N-1 karty vienamatj uzdavinj viena koordinatine kryptimi, po to, randamas sprendinys ui?”,
sprendziant vienamacius uzdavinius kita koordinatine kryptimi. IS ¢ia kiles metodo pavadinimas.

Pirmieji rezultatai apie Siy metody taikymg uzdaviniams su nelokaliosiomis sglygomis,
autoriaus ziniomis, paskelbti straipsniuose [100, 101]. Siuose straipsniuose nagrinétos (2.20)-
(2.22) uzdavinyje suformuluotos nelokaliosios salygos. Tiesa, kiek anksciau buvo keletas
publikacijy panasia tematika [102, 103], taciau i§ esmés tai nebuvo KKM tikraja prasme. Ir dar
pastebésime, kad Siuose straipsniuose dominavo algoritminé metodo dalis, be iSsamesniy
jrodymy apie metodo stabilumg ar konvergavimg. Pastarieji teoriniai klausimai nagrinéti
straipsnyje [104].

Straipsniuose [105, 106] KKM ir LVM apibendrinti trimatéms parabolinéms lygtims su
nelokaliosiomis salygomis.

Peaceman-Rachford KKM dvimatei parabolinei lygciai su nelokaligja Bicadzes-

Samarskio salyga

u@y. D) =pu(S y.)+u(y.1), (5.1)
kurioje y ir & (0<&<1) duoti realieji skaidiai, iSnagrinétas straipsnyje [107]. Siame
straipsnyje, tikriausiai, pirmg karta uzdaviniams su nelokaligja salyga KKM stabilumas
iSnagrinétas remiantis skirtuminio operatoriaus spektro struktiira.

Kintamyjy kryp¢iy metodo klasikiniy krastiniy salygy atveju stabilumas ir
konvergavimas jrodytas [98], kai matricos A ir A, (papras¢iausiu atveju, tai —g% ir —%Zl;
skirtuminiai analogai, atsizvelgiant j kraStines salygas) yra simetrinés, teigiamai apibréztos ir turi
ta pacig tikriniy vektoriy sistema. IS Siy prielaidy seka ir matricy komutatyvumas: AA =AA .
Uzdaviniams su nelokaliosiomis saglygomis matricos A ir A, néra simetrinés. Straipsnyje [107]
jrodyta, kad KKM stabilumui uztenka salygy

A(A)>0, 2(A)>0, AA =AA. (5.2)
O Sios salygos daugeliui uzdaviniy su nelokaliosiomis sglygomis biina iSpildytos.

IStikryjy, vietoje salygos l(A ) > 0 uztenka salygos Re/I(A ) >0,1=12.

Tokia pat metodika jrodytas KKM stabilumas dvimatei parabolinei lyg€iai su
nelokaliosiomis integralinémis salygomis [108]:
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u(0,y,t) =7, Ju(x, y. e+ (v, 1), (53)

UL Y, 1) =7, Julx, y,t)dx+ (v, 1). (5.4)

Straipsnyje [109] LVM stabilumas iSnagrinétas dvimatei parabolinei lygciai su
nelokaligja salyga

U(x,0,8) =y ([ u&, 7, H)dEdr + u(x.). (5.5)

Irodymo metodika remiasi matricos spektro tyrimu.

Elipsinéms lygtims kintamyjy kryp¢iy Peaceman-Rachford metodo konvergavimas
nagrinétas straipsniuose [110, 111]. Jrodymas, vélgi gristas matricos spektro tyrimu. Siuose
straipsniuose nagrinéta Puasono lygtis su tokio tipo nelokaliosiomis sglygomis

u(0,y) = 7, [ a(x)u(x, y)dx+v,(y), (5.6)

u(l,y) = 7] BEOUCK y)dx+v,(y). (5.7)

I$nagrinéti atvejai, kai a(Xx) ir B(X) yra kostantos arba konkrecios iSraiSkos funkcijos.

Straipsnyje [112] KKM nagrinéjamas netiesinei elipsinei lygéiai su (5.6) ir (5.7)
salygomis, kuriose a(X)= S(x)=1.

Elipsinéms ar parabolinéms lygtims su klasikinémis krastinémis salygomis KKM
teoriskai i$nagrinétas ir esant mazesnéms matricy A ir A, apribojimams [92]. Pavyzdziui,
vietoje prielaidos ,, A ir A, yra simetrinés teigiamai apibréztos matricos imama kita maziau
ribojanti prielaida: (AX, X)>ai(x, X), >0, 1=12. Jdomi detalé. Daugeliui uzdaviniy su
nelokaliosiomis salygomis yra teisingos nelygybés A(A) >0 ir A(A,) >0, beto, A ir A, turita
pacig tikriniy vektoriy sistemg. Palyginkime matricy savybes (AX, X)>O ir A(A)>0. Gerai
zinoma, kad simetrinéms matricoms Sios dvi savybés ekvivalencios. Taciau nesimetrinéms
matricoms nelygybe (AX, X)>0 reikia interpretuoti, kaip grieztesnj apribojimg uz nelygybe
A(A) > 0. Kitaip tariant, jei nesimetrinei matricai (Ax x)>0 visiems realiems vektoriams X ir
matricoms A visos tikrinés reik§més yra realios, tai i§ (Ax,x)>0 seka A(A)>0. Jei

nesimetrinés matricos visos tikrinés reik§més yra teigiamos, tai i§ A(A) >0 neseka (AX, X) >0.
O tarp nelokaliyjy uzdaviniy yra klas¢ uzdaviniy, kuriuos sprendziant skirtuminiu metodu
gauname: A - nesimetring ir visos tikrinés reik§més teigiamos A(A) > 0.

Skirtuminiy lygCiy sistemai, gautai i§ elipsinés lygties su nelokaliosiomis sglygomis,
spresti buvo nagrinéti ir Kiti iteraciniai metodai [113, 114, 115].
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6. ISvados, apibendrinimai ir truputis (ne)rimtos filosofijos

Krastiniy uzdaviniy su nelokaliosiomis saglygomis formulavimas fizikoje, mechanikoje,
biochemijoje jtakojo naujus matematinius tyrimus diferencialiniy lyg¢iy teorijoje ir skaitiniuose
metoduose. Pradzioje skaitiniuose metoduose bene daugiausia démesio buvo skiriama Silumos
laidumo ir termotamprumo uzdaviniams. Vé¢liau tyrimai buvo plétojami vis kitoms
diferencialinéms lygtims su vis jvairesnémis nelokaliosiomis salygomis, daznai nesusiejant
tyrimy su taikymais. Taip pamazu atsirado kitas veiksnys, jtakojantis j tyrimy turinj. Tai teorinis
apibendrinimas arba vidiniai matematikos poreikiai. Pateikiu du konkreCius pavyzdzius.
Sprendziant elipsines ar parabolines lygtis su klasikinémis krasStinémis sglygomis skirtuminiais
metodais, 18rySkéjo Cia atsirandanciy matricy vaidmuo. Simetrinés teigiamos apibréztos matricos
tapo svarbia metodine skaitiniy metody teorijos priemone. Kitas daznai pasitaikancios matricos
pavidalas — diagonaliai vyraujanc¢ios matricos. O skirtuminiy lygéiy sistemoje, uZraSytoje
elipsinéms ar parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis sglygomis, matrica gana daznai pasizymi
Stai tokiomis savybémis:

1) matrica néra nei simetriné, nei diagonaliai vyraujanti;

2) matricos visos tikrinés reik§més yra teigiamos, o tikriniai vektoriai yra tiesiskai

nepriklausomi (bet ne ortogonaliis).

Pastebékime, kol buvo nagrinéjamos tik klasikinés krastinés salygos, tokios matricos
savybés atrodé gana dirbtinai, neaiSku, kokiems realiems uzdaviniams jos biidingos. Taip
skaitiniuose metoduose atsirado ,,vidinis matematikos poreikis® nagrinéti skirtuminiy schemy
stabilumg ar iteraciniy metody konvergavima, biitent, su tokiomis matricos savybémis.

Antras pavyzdys. Uzdaviniuose su nelokaliosiomis sglygomis atsirado ir kiek kitokio
pavidalo matricos, pasizymincios kiek kitokiomis savybémis:

1) matrica yra nesimetriné ir ne diagonaliai vyraujanti;

2) 8;>0,a;<0,i=]j;

3) ReA(A)>0.

Tai jau Zinomas matricy tipas — tai M-matricos. Sios matricos sutinkamos daugelyje taikomosios
matematikos sri¢iy — matematinéje ekonomikoje (Leontjevo pusiausvyros modelis), tikimybiy
teorijoje (Markovo grandinés), finansy matematikoje, operacijy tyrime, populiacijy dinamikoje ir
t.t. M-matricos randa taikymy skirtuminiuose metoduose diferencialinéms lygtims su
klasikinémis salygomis [116]. Taciau jsigilinus ] M-matricy taikymus skirtuminiuose metoduose,
apraSytus knygoje [116], perSasi iSvada, kad klasikiniy salygy atveju M-matricos suteikia
galimybg kitaip interpretuoti rezultatus, kuriuos galima gauti ir kitais metodais. O uzdaviniams
su nelokaliosiomis salygomis M-matricos yra naujas metodas naujiems rezultatams gauti,
skyrium imant, tiriant iteraciniy metody konvergavima bei skirtuminiy metody konvergavima
[113, 114, 117, 118].

Todél ir galima paminéti kaip vidinj matematikos poreikj — atlikti naujus tyrimus
skaitiniuose metoduose, susijusius su M-matricomis. Apart iteraciniy metody bei baigtiniy
skirtumy metodo konvergavimo, paminésime dar vieng kryptj, susijusia su M-matricomis. Viena
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i§ M-matricy savybiy yra Re A(A) >0. A. Stikono ir jo doktoranty darbuose sudaryta originali

metodika diferencialiniy ir skirtuminiy operatoriy spektro stuktiirai tirti. Pagal S$iag metodika
nagrin¢jant spektro stuktiira su jvairiomis nelokaliosiomis salygomis, neabejotinai daugeliu
atveju galima atsakyti j klausimg: su kokiomis nelokaliyjy salygy parametry reikSmémis
egzistuoja (ar neegzistuoja) kompleksinés tikrinés reikSmés su savybe Re A >0.

Uzdaviniy su nelokaliosiomis sglygomis skirtuminiuose metoduose pamazu ryskeéjo
tendencija — kuo daugiau pagrindimo ir kartu vis maziau realiy taikymy. Skaitinis eksperimentas,
kaip taisykle, atlickamas ne su realiais, o tik su iliustraciniais pavyzdziais. LogiSka manyti, kad
tai tik laikina tendencija. Artimiausiais deSimtmeciais susidariusi niSa tarp realiy taikomyjy
uzdaviniy ir skaitiniy metody teorijos turéty biiti pamazu uzpildoma.

Kaip jau buvo minéta, jvairlis teoriniai skaitiniy metody klausimai, pavyzdziui,
skirtuminiy schemy stabilumas, gana daznai priklauso ne tik ir ne tiek nuo nelokaliyjy salygy
pavidalo (krastinés integralinés, grynai integralinés, taskinés, tikSliau, dvitaskés ar daugiataskés,
Bicadzés-Samarskio ar pan.), kiek nuo funkcijy ar parametry, esanciy nelokaliosiose salygose,
reik§miy. Todé¢l natiralu manyti, kad nelokaligsias salygas galima klasifikuoti ne tik pagal jy
pavidala, bet ir pagal jy ,nelokalumo® mata — kiek kokybiskai ar kiekybiSkai Sie uzdaviniai
skiriasi nuo uzdaviniy su klasikinémis salygomis.

Daugeliui paraboliniy lygciy su nelokaliosiomis saglygomis galima nustatyti nelokaliyjy
salygy parametry reikSmes, nusakancias skirtuminés schemos stabilumo ir nestabilumo sritis.
Antai, (4.5)-(4.7) uzdaviniui, kai Ky(X)=p, ir k(X)=y,, stabilumo ir nestabilumo sritis

priklausomai nuo y, ir y, reikSmiy, skiria salyga

ntv,=2.
Kaiy, +y, > 2, skirtuminé schema yra nestabili. Ir nestabili ji ne todél, kad mes nemokame

sudaryti stabilios, o tod¢l, kad ir diferencialinis uzdavinys yra nestabilus. PanaSiais atvejais
visuomet iskyla klausimas: ar diferencialinis uzdavinys turi fiziking prasme, kKai y, +y, >2.

Taigi, nagrinédami diferencialines lygtis su nelokaliosiomis sglygomis, mes susiduriame su
nekorektiskais (arba nekorektiskai suformuluotais) diferencialiniais ir skirtuminiais uzdaviniais.
Sie uzdaviniai pasizymi trimis savybémis (gali biiti ir sudétingesni atvejai):

1) Sprendinys egzistuoja;

2) Sprendinys vienintelis;

3) Uzdavinys nestabilus.
Taigi, natiiraliai egzistuoja toks klausimas: ar, apskritai, fizikine prasme reikia spresti nestabily
uzdavinj? Vieng i§ galimy atsakymy galima rasti ir matematinéje enciklopedijoje [96, T.3]
straipsnyje ,,Nekorektiski uzdaviniai®, kurio autoriai yra pasaulyje pripazinti nekorektisky
uzdaviniy ekspertai V. Arseninas ir A. Tichonovas. Citata: ,NekorektiSky uzdaviniy sgvoka
priklauso Z. Adamarui (J. Hadamard, 1923), pareiskusiam, kad bet kuris matematinis uzdavinys,
atitinkantis kuriam nors fizikiniam ar techniniam uzdaviniui, turi biiti korektiskas. IStikryjy,
kokig fiziking interpretacija galima suteikti sprendiniui, jei kaip norimai maziems iseities
duomeny pokyciams gali atitikti dideli sprendinio pokyc¢iai? Tokiems uzdaviniams sunku taikyti
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apytikslius sprendimo metodus. Taciau toks poziiiris, natiiralus kalbant apie tam tikrus reiskinius,
kintanéius laike, negali buti perkeltas visiems uzdaviniams®. Toliau autoriai iSvardija keliolika
konkre¢iy matematikos, fizikos ir technikos nekorektisky uzdaviniy, tame skaiciuje, valdymo
uzdavinius, apraSsomus diferencialinémis lygtimis.

Taigi, kalbant apie diferencialines lygtis su nelokaliosiomis sglygomis, licka atviras
klausimas apie uzdavinio fiziSkumo ir stabilumo sarysj. Ir dalinis $io klausimo formulavimas:
kaip spresti diferencialing lygti su nelokaligja salyga, kai diferencialinis uzdavinys yra
nekorektiskai suformuluotas.

Galima teigti, kad nors ir létai, bet kryptingai kuriama bendroji nelokaliyjy uzdaviniy
skaitiniy metody teorija. Prie jos kiirimo prisideda ir Lietuvos matematikai. Diferencialiniy
lygciy su nelokaliosiomis sglygomis skaitiniai sprendimo metodai Lietuvoje §iuo metu yra bene
aktyviausiai plétojama skai¢iavimo matematikos sritis. Sioje srityje Siuo metu dirbanéiy
(rasanciy mokslinius straipsnius) mokslininky Lietuvoje yra apie 20. Idomu, kad nemaziau kaip
14 Lietuvos matematiky daktaro (iki 1992 m. kandidato) disertacijas apgyné i$ diferencialiniy
lygéiy sprendimo metody srities, kai dominuojancios buvo, biitent, nelokaliosios salygos. Tai R.
Ciegis (1985), V. Biida (1987), R. Ciupaila (1992), O. Suboé& (2002), S. Peéiulyte (2007), Z.
Jesevicitite (2011), J. Jachimaviciene¢ (2013) K. Jakubeliené¢ (2013), S. Sajavicius (2013), J.
Novickij (2016), A. Skucaite (2016), G. Paukstaite (2018), K. Bingele (2019).

Dar viena detalé. Lietuvoje diferencialiniy lygciy su nelokaliosiomis sglygomis skaitiniy
metody tyrimai (gana originaliis) prasidéjo praeito Simtmecio aStunto deSintmecio pabaigoje.
Siuos tyrimus paskatino du praktiniai uzdaviniai: elektros kontakto i§ skysto metalo
konstravimas (K. Ragulskis) ir priemaiSy difuzijos puslaidininkinéje medziagoje valdymas (D.
Zanevicius). Pirmuosius mokslinius rezultatus Lietuvos matematikai pagal susiklos¢iusig tuo
metu tvarka, tradicijas ir galimybes, skelbé rusy kalba, daZnai vietiniuose pasauliniu mastu
nereik§minguose leidiniuose. Todél pirmieji Lietuvos matematiky rezultatai apie nelokaliuosius
uzdavinius uzsienio mokslininkams liko nezinomi, neprieinami ir necituojami. Situacija i$ esmes
pasikeit¢ mazdaug paskutinio praeito amziaus deSimtmecio antroje puséje, kai du Zurnalai
,Lithuanian Mathematical Journal® ir ,,Differential equations Springer leidykloje buvo ver¢iami
1 angly kalbg. Mazdaug tuo metu Lietuvos matematikai mokslinius straipsnius vis daZniau
pradéjo rasyti angly kalba ir spausdinti juos jvairiuose uZsienio zurnaluose. Siuo metu Lietuvos
autoriy darbai 1§ nelokaliyjy uZzdaviniy skaitiniy metody srities pasauliui prieinami ir Zinomi
lygiai taip, kaip ir kity $aliy matematiky darbai.

Ir pabaigai. Sioje apzvalgoje jvairlis vertinimai, palyginimai, komentarai bei kritinés
pastabos yra tik autoriaus nuomoné ir, aiSku, gali biiti diskutuojami. RaSydamas Sig apZvalga,
autorius prisilaiké¢ pozidrio ir formos, budingos praneSimams moksliniuose seminaruose,
kuriuose diskusija yra viena priimtiniausiy mokslinés informacijos pateikimo formy.
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Mifodijus Sapagovas. Krastiniai uzdaviniai su nelokaliosiomis sglygomis: skaitiniai
metodai, taikymai, problemos, perspektyvos (Apzvalga). Vilniaus universitetas, Matematikos ir
informatikos fakultetas, Duomeny mokslo ir skaitmeniniy technologijy institutas. Vilnius, 2020,
34 psl.

Darbe pateikta diferencialiniy lyg€iy su nelokaliosiomis sglygomis skaitiniy sprendimo
metody apzvalga. Nurodytas nelokaliyjy uzdaviniy rySys su jvairiais taikymais moksle ir
technologijose. Uzakcentuotos naujos tendencijos skaitiniuose metoduose bei neiSsprestos
problemos. Detaliau iSnagrinéti keturi klausimai:

- nelokaliyjy uzdaviniy istoriné apzvalga bei nelokaliyjy salygy jvairove;

- diferencialiniy ir skirtuminiy operatoriy su nelokaliosiomis salygomis tikriniy reikSmiy

uzdavinys;

- skirtuminiy schemy diferencialinéms lygtims su nelokaliosiomis salygomis stabilumas;

- skirtuminiy lygé¢iy sistema su nelokaliosiomis sglygomis sprendimas kintamyjy krypciy

metodu.

Aptartas Lietuvos matematiky jnasas | nelokaliyjy uzdaviniy skaitiniy sprendimo metody
bendrosios teorijos kiirima.
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Mifodijus Sapagovas. The boundary value problems with nonlocal conditions: numerical
methods, applications, questions, perspectives. Technical report. Vilnius University, Faculty of
Mathematics and Informatics, Institute of Data Science and Digital Technologies, Vilnius, 2020, 34
pages (In Lituanian).

In the paper the survey of the numerical methods for differential equations with nonlocal
boundary conditions are presented. Some applications of the nonlocal problems in various field of
science and technologies are discused. A new trends in numerical analysis as well as the unsolved
problems are noted. The next four topics are considered in detail:

- ahistorical survey of the nonlocal problems and a variety of nonlocal conditions;

- the eigenvalue problem for the differential and difference operators with nonlocal

conditions;

- the stability of the difference schemes for nonlocal differential problems;

- the alternating direction method for the difference system with nonlocal conditions.

Contribution of Lithuanian mathematics to the theory of numerical analysis of the
differential equations with nonlocal conditions is described.
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