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Disertacijos rengimo planas

1 lentelés Visy studijy planas

Studijy metai Dalyvavimas konferencijose Publikacijos
Tarptautinese Nacionalinése Su citav. rodikliu

Planas Ivykdyta | Planas | Jvykdyta Planas Jvykdyta Baklée
1(2019/2020) 1
11 (2020/2021) 1 1 1 Publikuota
11(2021/2022) |1 3
IV (2022/2026) 1 1 1 Publikuota
I3 viso: 2 5 2 2

Disertacijos rengimo planas
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-
Ataskaitinis studijy pusmetis

2 lentelés. Ataskaitinis studijy pusmetis (2023/2026 — | pusmetis).

Dalyvavimas konferencijose
Planas lvykdyta Konferencijos tipas
Nebuvo | Neringa Urbonaité. A Method for Fractal Analysis of Social | tarptautiné
planuota | Data. 4th International Conference ,Modeling and

Simulation of Social-Behavioral Phenomena in Creative

Societies”, September 23-25, 2026
Nebuvo | ,Fractional Brownian Vector Field for Multifractal | nacionaliné
planuota | Analysis” at the 23rd ECMI Conference on Industrial and

Applied Mathematics, 29 June — 3 July 2026, Kaunas,

Lithuania.
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Ataskaitinis studijy pusmetis

Publikacijos (tik su citavimo rodikliu)

Bibliografinis aprasas

Bisena

Publikacijos tipas

Leonidas  Sakalauskas, Neringa Urbonaité.
Fractional Brownian Vector Field in the
Framework of Euclidean Geometry, Mathematics,
//Basel: MDPI, 2026 DOI: 10.3390/math14132432

Publikuota

Turi cituojamumo
rodiklj

Airapetian, Artur; GruZauskas, Valentas;
Urbonaité, Neringa; Bachmetjev, Benedikt;
Bernadickas, Povilas; Nedzinskiené, Laura;
Zablockis, Rolandas. Dynamic changes in
depressive symptoms at the onset of military
conflict in a neighboring country: a cross-sectional
study // Frontiers in psychiatry. Lausanne
Frontiers Media SA. elSSN 1664-0640. 2025, vol.
16, art. no. 1593088, p. [1-15]. DOl
10.3389/fpsyt.2025.1593088.

Publikuota

Turi cituojamumo
rodikl]

Gruzauskas, Valentas; Burinskiené, Aurelija;
Airapetian, Artur; Urbonaité, Neringa. A
geospatial framework of food demand mapping //
Applied sciences. Basel : MDPI. elSSN 2076-3417.
2024, vol. 14, iss. 15, art. no. 6677, p. 1-18. DOI:
10.3390/app14156677.

Publikuota

Turi cituojamumo
rodiklj
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-
Ataskaitinis studijy pusmetis

3 lentelés Konferencijos. Studijy metai (2019/2026).

Dalyvavimas tarptautinése konferencijose

nr

Aprasas

Neringa Urbonaité. A Method for Fractal Analysis of Social Data. Ath International Conference
Modeling and Simulation of Social-Behavioral Phenomena in Creative Societies, September 23-25,
2026

Neringa Urbonaité, Leonidas Sakalauskas Construction of a Kriging Model using Fractional
Brownian. Vector Fields. 7th Stochastic Modeling Techniques and Data Analysis International
Conference and Demographics 2022 Workshop. SMTDA 2022 and Demographics 2022. Aténai,
Graikija, 2022.

Neringa Urbonaité, Leonidas Sakalauskas Multivariate Data Modeling: Methods and Challenges,
International Symposium on Applied Geoinformatics ISAG2021 (nuotoliné). Ryga, Latvija. 2-3
Gruodis, 2021.

Neringa Urbonaité, Leonidas Sakalauskas investigation of Fractional Brownian Vector Fields, Joint
ICTP-IUGG Workshop on Data Assimilation and Inverse Problems in Geophisical Sciences
(nuotoliné). Trieste, Italija. 18-29 Spalis, 2021.

Neringa Urbonaité, Leonidas Sakalauskas Application of vector fractal Brownian field model for
data extrapolation and kriging, The 19th Conference of the Applied Stochastic Models and Data
Analysis International Society ASMDA2021 and DEMOGRAPHICS2021 WORKSHOP (nuotoliné),
Aténai, Graikija, 2021.
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-
Ataskaitinis studijy pusmetis

3 lentelés Publikacijos. Studijy metai (2019/2026).

Publikacijos (tik su citavimo rodikliu)

Eil. | Bibliografinis aprasas Buklé

Nr.

1 Leonidas Sakalauskas, Neringa Urbonaité. Fractional Brownian | Publikuota.
Vector Field in the Framework of Euclidean Geometry, | 10.3390/math14132432
Mathematics, //Basel: MDPI, 2026 DOl
10.3390/math14132432

2 Airapetian, Artur; GruZauskas, Valentas; Urbonaité, Neringa; | Publikuota. Registruota eLABa
Bachmetjev, Benedikt; Bernadickas, Povilas; Nedzinskiené, | sistemoje
Laura; Zablockis, Rolandas. Dynamic changes in depressive | 10.3389/fpsyt.2025.1593088.
symptoms at the onset of military conflict in a neighboring
country: a cross-sectional study // Frontiers in psychiatry.
Lausanne : Frontiers Media SA. elSSN 1664-0640. 2025, vol. 16,
art. no. 1593088, p. [1-15]. DOI: 10.3389/fpsyt.2025.1593088.

3 Gruzauskas, Valentas; Burinskiené, Aurelija; Airapetian, Artur; | Publikuota. Registruota eLABa
Urbonaité, Neringa. A geospatial framework of food demand | sistemoje
mapping // Applied sciences. Basel : MDPI. elSSN 2076-3417. | 10.3390/app14156677.
2024, vol. 14, iss. 15, art. no. 6677, p. 1-18. DOI:
10.3390/app14156677.

4 Ramanauskaité, Simona; Urbonaité, Neringa; Grigalilinas, | Publikuota. Registruota eLABa
SarGnas; Preidys, Saulius; Trinkanas, Vaidotas; Ventkauskas, | sistemoje
Algimantas. Educational organization’s security level estimation | 10.3390/app11178061.
model // Basel : MDPI. ISSN 2076-3417. 2021, vol. 11, iss. 17,
art. no. 8061, p. 1-19. DOI: 10.3390/app11178061.
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Moksliniy tyrimy ir disertacijos rengimo

etapai

w

Atskiry daktaro disertacijos daliy
(tyrimo metodikos, rezultaty,
ginamy teiginiy, iSvaduy, ir kt.)
parengimas:

3.1. Tiksly, uZdaviniuy, tyrimo
metodikos, ginamuyjuy teiginiy
patikslinimas;

3.2. Analitinés disertacijos dalies
parengimas;

3.3. Teorinés disertacijos dalies
parengimas;

3.4. Eksperimentinés disertacijos dalies
parengimas;

3.5. Bendryjy isvady
formulavimas.

2023 m. balandiio
mén. — 2026 m.
birzelio mén.

Atliktas tiksly, uZdaviniy,
tyrimo metodikos,
ginamuyjy teiginiy
patikslinimas.

Pridétas 4 skyrius kuriame
gaunamos israiskos:
tankio, didZiausio
tikétinumo, krigingo
darant prielaida, kad
vidurkis néra pastovus
[yra trendas).

Atlikti didZiausio
tikétinumo Hursto
parametro vertinimo
taikymai|meuse
duomenims. Atliktas
palyginimas kai yra
trendas ir kai jo néra
[papildytas 5 skyrius).
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-
Tikslas. Objektas

Disertacijos tyrimo objektas: — trupmeninis vektorinis Brauno lauko
modelis (TVBL), jo modeliavimo principai ir savybés, $io modelio taikymas
parametry vertinimo, prognozavimo ir realizacijy generavimo algoritmams
bei metodams kurti, skirtiems daugiamaciy duomeny modeliavimui.
Tikslas: Sukurti Euklido geometrijos pagrindu TVBL modelj, istirti jo
savybes, sudaryti hiperparametry, Hursto indekso vertinimo, atsitiktinio
lauko generavimo ir krigingo metodus bei pritaikyti juos realiy procesy
modeliavimui ir analizei.
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Disertacijos uzdaviniai

Uzdaviniai:
@ Sukurti TVBL o modeli pasinaudojus trupmeniniy Euklidiniy atstumy

matricy geometrija, parodant jo suderinamuma pagal Kolmogorovo
teorema.

@ Sudaryti TVBL'o generavimo rekursini metoda ir algoritma.

© Sudaryti modelio hiperparametry ir Hursto indekso didziausio
tikétinumo vertinimo metoda ir palyginti ji su variogramos metodu.

@ Sudaryti krigingo modeli naudojant trupmeniniy Euklido atstumy
matricg daugiamaciy duomeny ekstrapoliavimui ir prognozavimui.
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Keli sakiniai apie fraktaliniy procesy tyrimo aktualuma

@ Vienas is duomenu mokslo poaibiy yra erdviniy duomeny mokslas.
Stochastinis modeliavimas sudaro svarbiag metodologine erdviniy
duomeny mokslo dali, nes leidzia matematiSkai aprasyti atsitiktinuma
ir neapibréztuma.

@ Daugelis taikomyjy sri¢iy — pavyzdziui, ekonomika, finansai,
epidemiologija, geologija ir geoinformatika — remiasi stochastiniais
procesais, pasizyminciais fraktaline elgsena.

© Taikant stochastinius modelius, tokius kaip Gauso atsitiktiniai laukai
ar fraktaliniai procesai, galima jvertinti erdvines priklausomybes bei
prognozuoti duomeny elgsena.

© Nors pradiniai trupmeninio Brauno judesio (TBJ) taikymai daugiausia
apima vienmati konteksta, daugelis Siuolaikiniy taikomyjy moksly
problemy apima erdvinius kintamuosius.

© Dél to auga poreikis metodikoms, leidzianc¢ioms analizuoti is
prigimties daugiamacius duomenis, o tai skatina kurti sudétingesnes ir

lankstesnes modeliavimo sistemas.
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Trupmeninis vektorinis Brauno laukas

Trupmeninis vektorinis Brauno laukas (TVBL) iSplecia Gauso lauky
savoka, jtraukdamas trupmeninés eilés glodumo savybe.

Tegul X = (x1,x9,...,2%), kur z; € x C RP, Zymi skirtingy jvesties tasky
seka, 0 Z = (21, 22,...,2k), kur z; € ¢ CR™, zymi jiems atitinkancias
iSvestis.

TBL kovariacijos funkcija iSreisSkiama taip:

1
(e, 2') = L (Il 4+ 112/) — Jla— /7). &
gia x,2' € RP, o || - || Zymi Euklido norma erdvéje R”. Siame darbe

pristatomas trupmeninis Brauno vektorinis laukas (angl. fractional
Brownian vector field — FBVF), skirtas daugiamaciams ir keliy iSves¢iy
iSvesties duomenims modeliuoti.
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Trupmeninis vektorinis Brauno laukas

TVBL kovariaciné struktira apibréZiama naudojant branduolio matrica,

kuri apibendrina Kolmogorovo modeli, pateikta lygtyje (1). Si branduolio
matrica apibréziama taip:

F=

kur

(1—s'1)1a’ (I-s1")+(1—s'1)(I—1s")al' —(I—1s )A(I—s1"),

(2)
I yra k x k tapatybés matrica.
1 yra k matmeny vienety vektorius.
s € R¥ yra svoriy vektorius.
c=
(z1—20) " (x1—20), (w2—20) T (22 —20) ", ..., (T —20) T (2R —20) 1)

yra trupmeniniy Euklido atstumuy vektorius nuo kiekvieno stebéjimo
tasko iki atraminio tasko xy € RP, kur xg # x; visiems 1 <4 < k.
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Trupmeninis vektorinis Brauno laukas

Siame darbe esminé TVBL modeliavimo daugiamaciams keliy i$vesciy
(angl. multi-output) duomenims sudedamoji dalis yra trupmeniné Euklido
atstumy matrica tarp stebéjimo tasky, apibréziama taip:

A= [(wi—25) (@i —2)"]}, (3)
kur z;,z; € x CRP, o x; # x; visiems 1 <1, j < k. Parametras
H € ]0,1) nusako TVBL savipanasumo (angl. self-similarity) ir glotnumo
laipsnj.

Pazymima

Tokia konstrukcija grindZziama klasikiniais Euklido geometrijos rezultatais ir
ju iSplétimais j trupmenines erdves.
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Trupmeninis vektorinis Brauno laukas

ISvada

Po elementariy pertvarkymy [ISvada 5][1], gali biiti iSreikstas sarysis:

. Fh1Tp-! . AT111T A
prlo = 2 =8
1TF-11 1TA-11

[1]N. Pozniak, L. Sakalauskas, and L. Saltyte. Kriging model with
fractional euclidean distance matrices. Informatica, 30:367-390, 2019.
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Trupmeninis vektorinis Brauno laukas

Pazymékime, vektoriniy reikSmiy stebéjimai Z = (z1, 2o, ..., 2), kur
zi = z(w;,w), kai 1 = 1,2,..., k, daugiamaciuose taskuose
X = (x1,x9,...,x), gali buti modeliuojami kaip atitinkantys daugiamati

Gauso skirstinj:
vec(Z(X)) ~ N (vec(pl"), F @ %), (4)

kur
e ;1" Zymi vidurkiy matrica, pakartota visuose stebéjimo taskuose;
@ F'® X yra kovariacijos matrica, iSreikSta kaip branduolio matricos F'
stulpeliy kovariacijy matrica ir eilu¢iy kovariacijy matricos X
Kronekerio sandauga (kaip apibrézta anksciau).
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Trupmeninis vektorinis Brauno laukas

Teorema

Tarkime, kad stebéjimy matrica Z, gauta tarpusavyje skirtinguose

taskuose X, yra pasiskirsCiusi pagal lygti (4), kur ¥ > 0. Tuomet matricos
Z tikimybés tankio funkcija apibréziama taip:

e’% tr((Z—p1T)2 " (Z—p1T)TFY)
Zlp, %) = = 5
p(Z|p, %) PREISIEE (5)

1 1,7 (A 111 T a0 —1 Ze-w "1z
(o (e a)) e,

o mk k m _ m : (6)
(2m)2 |X|zabs(|A])2 (1TA-11D)>

v
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Trupmeninis vektorinis Brauno laukas

Irodymas.

Remiantis modeliu, apibréztu lygtyje (4), atitinkama tankio funkcija
lygtyje (5) yra isvedama i$

67%vec(qulT)T(E®F)_1’Uec(Z7p,1T)

(2|, X) = ik T
22 |SRF|2

67%vec(qulT)Tuec(F_l(qul )TE_I)

mk k m
2n'% 2|2 |F|

Tegul A, B yra atitinkamai m, k eilés kvadratinés matricos
Q vec(ACB) = (BT ® A) vec(C)
Q@ |[A® B|=|A*F|IB|™, Aism xm, Bisk xk
Q vec(C) T vec(ACB) = tr (C’TACB)
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Duomeny rinkinyje pateikiamos 4 sunkiyjy metaly — kadmio (Cd), vario
(Cu), 8vino (Pb) ir cinko (Zn) — koncentracijos (ppm) n = 4.

Siame tyrime vertinama jvairiy fraktaliniy struktiiry (FS) tikimybés.
Kiekviena struktiira suskirsto metalus i tarpusavyje nepersidengiancius
poaibius. Konkrecios strukturos tikimybé apskaiciuojama:

1 n
L(Z) = . > La(Hj | Zi)my,
j=1

(7)

¢ia n yra nesikertanciy poaibiy skaicius (1 < n < 4), m; — metaly skaicius

j-ajame poaibyje (3_7_; m; = m), o Z; Zymi to poaibio duomenis.

LF ES. LF ES. LF ES.
5.609 1234 622625  124,3 6648724 1423
5864048 2413 642325 1234 6791926 2314
6.0295 134,2 6.4309 1423 6829765 13,24
6102975 2341 6459813 1324 700975 12,34
6104712 12,34 6.6336 1234 7256612 3412
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Trupmeninis vektorinis Brauno laukas

Be to, tarkime, kad vidurkiy vektorius apima trendus:

p(x) = Ch(z), (8)

Kovariacijos struktiira FVF nustatoma naudojant teigiamai apibrézta
funkcija p : R — R. Tarkime, p(r) =1 —cr + o(c), kur ¢ yra skalés
parametras, likusi dalis taip pat priklauso nuo r. Taigi koreliacijos matrica:

k
t,j=1

F(4,¢) = [p(lle: — al*)]; -, =117 —c A+ o(c). (9)
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Trupmeninis vektorinis Brauno laukas

A 5.6 T T
3.6 /’ =1
,/"’
L) 55504 g
\.\ 7
- ]
z &z 1 1
o 02 04 0.6

pav. 1: (@) Hursto parametro jvertis (b) Resultatai parametro c ir Hursto jverciy

Su trendu: ¢ =0, H = 0.187, £ := 5.491;
c=29, H=0.24;
Be trendo Hy = 0.176, Ly := 5.609
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Ginamieji teiginiai

@ TVBL'o modelis, apibréztas vien tik Euklido fraktaliniy atstumy
matrica, yra matematiskai korektiskas ir tinkamas daugiamaciy su
keliy iSvescCiy fraktaliniy duomeny analizei.

@ TVBL pagristas krigingo prognozavimo modelis pritaikytas rekursy-
viniam lauko realizaciju generavimo algoritmui sudaryti. Sio algoritmo
sudarymui pakanka naudoti fraktaliniy atstumy matrica, neivedant
papildomos teigiamai apibréztos koreliacijy funkcijos.

© Didziausio tikétinumo metodu pagristas Hursto parametro vertinimas
daugiamaciams duomenims uztikrina didesnj tiksluma nei variogramos
metodas.

@ TVBL yra fraktalinio vektorinio lauko su teigiamai apibrézta
koreliacine funkcija ribinis atvejis, kai Sios funkcijos mastelio
parametras artéja j nuli, o dispersija be galo auga.
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