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Santrauka

Siame darbe apzvelgiami statistiniai erdvés-laiko modeliai ir nagrin¢jami erdvés-
laiko duomeny kontekstinio (su apmokymu) klasifikavimo, naudojant diskriminantines
funkcijas, uzdaviniai. Pateikiamos klasifikavimo klaidos tikimybiy ir aktualiy klaidy
formulés, naudojant diskriminantines funkcijas, pagristos marginaliniais ir sglyginiais
klasifikuojamo stebinio skirstiniais. Sios formulés bus taikomos atliekant skaiiavimus
tiek su dirbtiniais, tiek su realiais duomenimis.

ReikSminiai Zodziai: erdviné koreliacija, krigingas, klasifikavimo klaidos

tikimybe¢, diskriminantiné funkcija.
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1 Jvadas
Norint spresti statistinius uzdavinius pirmiausia reikia surinkti duomenis. Daznai

erdviniy duomeny rinkiniai yra gana nedideli, o taskai, kuriuose atlickami steb¢jimai,
pasklide netaisyklingai. Renkant duomenis tam tikra laiko perioda (paprastai vienodais
laiko intervalais), jy gali biiti net ir labai daug. Pavyzdziui, atliekant oro uzterStumo
tyrimus, monitoringo sistema gali sudaryti maziau nei Simtas tasky, taciau kiekviename
taSke duomenys renkami kas valandg. Sprendziant ,,erdvini* uzdavinj, paprastai
siekiama interpoliuoti arba jvertinti erdvinj vidurkj. Duomenys, rinkti tam tikrg laiko
tarpa, dazniausiai naudojami ateities reikSméms prognozuoti arba sezoniSkumams tirti.
Tuo tarpu erdvés-laiko uzdaviniai jungia abu uzdaviniy tipus. Vienas 1§ akivaizdziy
sprendimo biidy yra analizuoti erdvéje rinktus duomenis kiekvienu atskiru laiko
momentu, t. y. ignoruoti reiskinio kitimg laike. Kita vertus, galima dirbti su laiko
eilutémis skirtinguose taSkuose (daugiamatés laiko eilutés). Taciau tada negalétume
modeliuoti, prognozuoti ar jvertinti reik§miy taskuose, nesanciuose imtyje. Bendru
atveju reikia atsizvelgti | koreliacijas ir erdvéje, ir laike bei nustatyti rySius tarp jy.
(Dué¢inskas, Saltyté-Benth 2003). Klasifikuojant stebéjimus svarbu jvertinti, kaip
tiksliai tai atlickama. DaZnai taikomos tokios charakteristikos, kaip bendras
klasifikavimo tikslumas bei klaidingo klasifikavimo tikimybiy jver¢iai. Klasifikavimo
kokybe nusako klaidingo klasifikavimo tikimybiy jverciai, kurie parodo, kokia yra
tikimybeé suklysti klasifikavimo metu kiekvienai i§ klasiy (Cekanavi¢ius ir Murauskas
2008). Treciame skyriuje nagrinéjami Gausiniy erdvés-laiko duomeny klasifikavimo

metodai, naudojant jvairig erdvine informacija (geometring ir statisting).

2 Erdvés ir laiko modeliai
Erdvés-laiko modelis paprastai uZraSomas taip:

{Z(s;t):s € D,t € T},
kur s — erdvés, o t — laiko koordinatés, kur D ¢ R% yra erdviniy indeksy aibé.
Bendras erdvés-laiko duomeny modelis gali biiti uzrasytas tokia forma:
Z(s;t) = u(s;t) + e(s;t),s€D,t €T, )
Cia u(s; t) yra vidurkio funkcija; £(s; t) — nulinio vidurkio atsitiktinis laukas.
ApibréZimas. K(s,t;u,r) yra vadinama stacionaria erdvés-laiko kovariacine
funkcija, jeigu K(s, t;u,m) = C(s —u;t —7), kur s,u € R%, t,r € R, C(-,-) — bet

kokia funkcija, tenkinanti atitinkamas kovariacinés funkcijos savybes.
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Jeigu atsitiktinis procesas Z (s; t) turi pastovy vidurkj u ir stacionarig kovariacing
funkcija C (h; 7), jis yra vadinamas antros eilés (arba silpnai) stacionariu. Stiprus Z(s; t)

stacionarumas reikalauja, kad visos tikimybinés atsitiktiniy procesy Z(s;t) ir

Z(s + h; t + t) charakteristikos, visiems h € Rirze R, sutapty.
Remiantis erdvés-laiko kovariacinés funkcijos iSraiSka, stacionari erdvés-laiko

koreliaciné funkcija uzrasoma:

c(h;T)

‘heR%irreR.
C(O;O)

R(h;1) =

Erdviniams duomenims modelis parenkamas i§ Zinomy parametriniy modeliy
rinkinio. Yra du budai, kaip tai galima apibendrinti erdvés-laiko duomenims.

Galima sudaryti metrikg erdvés-laiko atzvilgiu ir tuomet taikyti izotropinius
modelius, t. y. modelius, skirtus erdviniy duomeny analizei. Atstumas tarp dviejy
erdvés-laiko tasky (sq;tq) ir (sy; t,) yra:

|(s1;t1) — (S5 t2)| = (51— S5t — t5)| =

1
= (a(x1 — %)%+ by —y2)? +c(ty — tz))a’ (2)
kur a, b ir ¢ yra teigiami skai¢iai, tasko s € R koordinatés yra (x, y) ir t — laikas.
Koeficientai a ir b nusako, ar erdvei buidinga geometriné anizotropija, o koeficientas ¢
nusako, ar budinga anizotropija tarp erdvés ir laiko. IS tikryjy, atstumas erdvéje ir
atstumas laike yra ne tas pats. Erdvei néra budingas “sutvarkymas”, ta¢iau laikui yra
budinga tékmé (praeitis-ateitis). Néra akivaizdaus erdvés-laiko metrikos (atstumo)
parinkimo biido, nes, tarkime, néra akivaizdaus tarpusavio rySio tarp laiko ir erdvés
»atstumo® matavimo vienety. Metrika (2) yra sudaroma tariant, kad erdvé-laikas yra
tiesiog aukStesnio matavimo Euklido erdve.

Kitas buidas yra tam tikra prasme ,,atskirti* erdves ir laiko priklausomybe.

Adityvus erdvés-laiko modelis:

Cpr(hs, hy) = Cp(hg) + Cr(he), kur Cp(hg), by = s1 — S3, 51,82 € D ir Cr(hy),
h: = |ty — t,], t1, t, € T, yra kovariacinés funkcijos, apibréztos atitinkamai erdvéje ir
laike.

Taciau $is modelis esant tam tikram tasky iSsibarstymui neatitiks kovariacinéms
funkcijoms budingy savybiy. PanaSi problema gali iSkilti ir taikant erdvés-laiko
semivariogramos adityvy model;.

Multiplikatyvus erdvés-laiko modelis (atskiriama (separabili) kovariaciné
funkcija):
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Dviejy kovariaciniy funkcijy sandauga Cpr(hg, hy) = Cp(hy) - Cr(hy) yra
erdvés-laiko modelis, atitinkantis kovariacinéms funkcijoms badingas savybes
(Ducinskas, Saltyté-Benth 2003).

ApibréZimas. Atsitiktinis procesas Z(s;t) turi separabilig (atskiriamg) erdvés-
laiko kovariacine funkcija, jeigu visiems s,u € R% ir t,r € R, galima uzragyti:

cov(Z(s;t), Z(w;)) = CO(s,u) - O, ), (3)
kur € ir C® yra atitinkamai erdvés ir laiko kovariacinés funkcijos (Genton 2007).
Stacionariuoju atveju Cpr(hs, hy) = C® (hy) - €O (hy) (4)

Atsitiktinio proceso Z(s; t) erdvés-laiko semivariograma y apibréZziama taip:

var(Z(s;t) — Z(w;r)) = y(s,u; t, 1), (5)
stacionarumo atveju 2y (h; t); h € R%, 7 € R.

Prognozei taske (sy,t,) naudojamos tiesinés prognozés (krigingo) metodai.
Priklausomai nuo parametrinio apibréZtumo laipsnio naudojamas paprastas, ordinarus
arba universalus krigingas (Cressie 1993, Cressie & Wikle 2015). Universalus

krigingas dar buvo nagrinétas darbe Lesauskiené ir Ducinskas (2003).

3 Erdvés-laiko stebiniy kontekstinis (su apmokymu)

Klasifikavimas
Norime klasifikuoti erdvés-laiko steb¢jimus Gauso atsitiktiniame lauke

{Z(s;t):s € D c R?,t € [0,0)}, kur s — erdvés, o t — laiko koordinatés.

Stebéjimo Z(s; t) modelis populiacijoje Q; yra

Z(s;t) = w(s;t) + e(s;0),
kur w; (s; t) — determinuotas erdvés-laiko trendas.

Pazyméjus S,, = {s; € D;i = 1, ...,n} viety, kuriose paimti mokymo steb¢jimai,
galima pavadinti j3 mokymo viety aibe (ang. set of training locations (STL)). S,, yra
padalintas j dviejy nesusikertanéiy sajungy poaibius, t. y. S, = S U S@) kur SO yra
S, poaibis, kuriame ir paimti Z(+) stebéjimai i Q;, [ = 1,2, n = ny + n,. Nagrinésime
tiktai subalansuotus laike stebinius, t. y. t =1,...,T visiems s; €D, i =0, ...,n.
Suformuosime T-macius stebiniy vektorius kiekvienam erdvés taskui Z; =

(Z(sp, 1), ., Z(s3, 7)), i =0, ..., .
.. . M
Tada mokymo imtis bus n X T matrica M = (Ml)’ kur M'y = (Zy, ..., Zpq),
2

M'y = (Zy141, - » Zy). Tuomet Z;~Ny(m;, %),
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Kur m, = mz(: = (u(s;,1) ... p(s;, T)), | i=1,..,n |
m;” = (U, 1) o (s, T)), i=ng+1,..,n

O kovariacinés T X T matricos X elementai apibréziami tokiu bidu oy, =
cOEr), t,r=1,...,T.

Bus nagrinéjamas tiesinis regresinis vidurkio modelis

ui(s; t) = B (0)x(s),

kur x(s) = (x;(s), s Xg (s))' — regresoriy vektorius, B;(t) — regresijos
koeficiento vektorius.

Iveskime pazyméjimus x(s) = x(s;), i =0,..,n ir B; = (;(1), ..., Bi(T)),

B = (g;) Xy = (g, e %n,) Xo = Oopygns s xn,) T X = X, @ X,

Tada mokymo imties M modelis yra

M =XB +E,
kur E yran x T atsitiktiniy klaidy matrica, kuri turi matricinj normalyjj skirstinj
E ~ Npxp(0,R ®X).

CiaR = (ri pLj=1,.., n) — erdvinés koreliacijos matrica tarp stebé&jimy STL.
AR(p) atveju, Z yra T x T Tioplico (Toeplitz) matrica.

Nagringjama Z, = (Z(so, 1), ..., Z(so, T)) klasifikavimo problema, kai duota
mokymo imtis M.

Tarkime kad r, — erdviniy koreliacijy vektorius tarp Z, ir stebiniy aibéje S, t. y.
7o = (o1, ) Ton)-

Tada populiacijoje Q;, salyginis Z, skirstinys, kai duota M = m yra Gauso, t. y.

(ZoIM = m; Q) ~Nr (Ui, Zom),
kur salyginis vidurkis up, yra

Uhm = E(Zo|M = m; Q) = Bjx; + ag(m — XB)
ir saglyginé kovariacija X,,, yra
Lom =Var(Zy|M = m; Q) = pX

irag =R 1y, p=1—1a,.

Priminsime, kad populiacijoje Q;, marginalinis skirstinys yra taip pat Gauso,

(Zo; QZ)NNT(M?'EO)y
kur mardinalinis vidurkis u yra

u = E(Zo; ) = B{xyo
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ir mardinaliné kovariacija X, yra
o =Var(Zy; Q) = 2.
Mahalanobio atstumo kvadratas tarp marginaliniy skirstiniy taske s = s, yra
A% = (U — )T (s — ),
kur p; = Bjxo;, L =1, 2.
0 Mahalanobio atstumo kvadratas tarp salyginiy skirstiniy taSke s = s, yra
AF = (Udm — Hom) Zom (Uim — H2m) = A%/p.

Tarkime, kad H = (I I ) ir G = (Iq,—lq), kur I, - vienetiné g-eilés matrica.

a''q

Tarkime, kad populiacijos apriorinés tikimybés yra zinomos 1, (s) ir m,(s),
(mi(s) + my(s) =1). Tada sglyginé Bajeso diskriminantiné funkcija (SBDF),
minimizuojanti klaidingo klasifikavimo tikimybe, (Duda, Hart, Stork 2000) yra
suformuota pagal sglyginio tankio santykio logaritma

Z M ! ! 4 I vy — Nali
Win(Zo) = In 2820 = (2, — (m = XBY @y — B'H'x0/2) 37 B'G'xo/p + (6)

kury = In(my(so) /12 (o))
Apriorinés tikimybeés, atsizvelgiancios j erdvinj konteksta, daznai skaic¢iuojamos

pagal atvirkstinio atstumo (ang. inverse distance) metoda

Ttl(so) l ld(S S)/Zl 1d(S S)IrEZ(SO) Z] Tl1+1d(s S)/Zl 1d(S S)

kur d(-,-) - Euklido atstumo funkcija tarp tasky.

Kai W,,(Z,) > 0, taskas s, priskiriamas 1 klasei, t. y. S® poaibiui, o kai
W, (Zo) < 0, taskas s, priskiriamas 2 klasei, t. y. S poaibiui.

Marginaliné Bajeso diskriminantiné funkcija (MBDF)

W (Zo) = In 222 = (2 — B'H'xo/2)'S 7 B'G'xy +7. )

Tada klasifikavimo klaidos tikimybé pagal SBDF lygi

Pn = Xieam®(Q),

kur Q; = —Ao/2 + (1) y/A,.

Tada klasifikavimo klaidos tikimybé pagal MBDF lygi

P =¥, m®(Q),

kurQ; = —A/2 + (=1D'y/A.

Taciau praktinése situacijose daznai populiacijy parametrai nezinomi.
Nagrinésime atvejj, kai B ir ¥ nezinomi, o R Zinomas. Naudosimés $iy parametry
jvertiniais B ir £ pagal mokymo imtj M. Pa¢ios funkcijos yra vadinamos jterptosiomis
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Bajeso diskriminantinémis funkcijomis (Bayesian dickriminant function (PBDF))
(Duginskas 2009). Toliau naudosimés pazyméjimais ¥ = ({B,Z}) ir ¥ = ({B, T}).
Istacius @ vieto] W i lygtj (6) gauname jterpting (ang. plug-in) SBDF, kurig
zymésime PSBDF,
Wy (Zo; @) = (ZO — (M -xB) ay - B”H’xO/Z) 'S1B'G'xo/p + 7.
Tada aktualioji klasifikavimo klaida pagal PSBDF lygi

(x(',(Bl—HB /2)+a{X(AB))S ™ B1Grxo/p+y

9, = (-1

\/x(’,GB}f—lzf—lérGlxo/p
kur AB=B —B.
Isstadius W vietoj W j lygtj (7) gauname jterpting (ang. plug-in) MBDF, kurig
zymésime PMBDF
W(Zy;®) = (Zo— B'H'xo/2)'E71B'G'xo + 7.
Tada aktualioji klasifikavimo klaida pagal PMBDF lygi
9,=(-1)

1 x6(Bj—HB/2)L 1B1Grxy+y

\/x{)céf-lzf-lﬁrcrxo
kur AB =B —B (Saltyté-Benth, Duginskas, 2005).

ISvestos klasifikavimo klaidy tikimybiy ir aktualiyjy klasifikavimo klaidy
formulés bus lyginamos ir skaitiSkai iliustruojamos naudojant generuotus Gauso lauky

duomenis. Bus naudojami statistiniy programos R paketai geoR ir spatial.

4 Literatura
1. Cressie N. (1993). Statistics for Spatial Data. Wiley & Sons, New York.

2. Cressie N., Wikle C. K. 2015, Statistics for spatio-temperal data. John Wiley & Sons.
3. Cekanavi¢ius V., Murauskas G. 2009. Statistika ir jos taikymai I1I. Vilnius: TEV.
4. Ducinskas K. 2009. Approximation of the expected error rate in classification of the
Gaussian random field observations. Statistics and Probability Letters, vol. 79, p. 138-
144,

5. Ducinskas K., Saltyte-Benth J. 2003. Erdviné statistika. Klaipeda: Klaipédos
universiteto leidykla.

6. Duda Richard O., Hart Peter E., Stork David G. 2000. Pattern Classification.

7. Genton M. G. 2007. Separable approximations of space—time covariance matrices.

Environmetrics, 18, pp. 681-695.
DMSTI-DS-09P-18-1 9



8. Lesauskiene E., Ducinskas K. 2003. Universal kriging for spatio-temporal
data, Mathematical Modelling and Analysis, 8:4, 283-290.

9. Saltyte-Benth J., Ducinskas K. 2005. Linear Discriminant Analysis of Multivariate
Spatial-Temporal Regressions. Scandinavian Journal of Statistics, 32, 281-294.

DMSTI-DS-09P-18-1 10



