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Disertacinio darbo aprasymas

Tyrimo objektas: ilgoji atmintis

Diskretaus laiko silpnai stacionarus procesas { X;,t € Z} yra vadinamas ilgos atminties procesu,
jeigu jo kovariacijos v(k) = Cov(Xy, Xi), kai k — oo, gesta tokiu greiciu, kad jo absoliutiniy

kovariacijy eilute diverguoja
> [y(k)] = oo (1)
k=1

Tuo atveju, kai

gwwm i gwk)#o, @)

procesas {X;} yra vadinamas trumpos atminties procesu. Procesas vadinamas neigiamos at-

minties procesu, kai

fjh(k)\m i kf:v(m:o. 3)

[lgos ir trumpos atminties procesai pasizymi skirtingomis savybémis. Ilgos atminties procesai
yra stebimi jvairiuose fiziniuose, socialiniuose reiskiniuose ir buvo nagrinéti daugelyje mono-
grafiju, pavyzdziui Beran (1997), Doukhan ir kt.| (2003), Giraitis ir kt.| (2012), |Beran ir kt.
(2013) ir t.t.

llga, trumpa ir neigiama atmintj apibréziancios — salygos yra labai bendros. Asimp-
totinei teorijai ir statistinéms iSvadoms gauti daznai papildomai apibréziamas dar ir proceso
kovariaciju (k) gesimo greitis laikui augant j begalybe. Tiksliau, daznai yra reikalaujama, kad

proceso kovariacijos gesty hiperboliskai, t.y.
y(k) = [k[THLL (KD, (K21, 0<d<1/2 (4)
arba
(k) ~ e lk|T k=00, 0<d<1/2, ¢, >0, (5)

¢ia L, : [1,00) — R yra létai begalybéje kintanti funkcija. ir formulése esantis parame-
tras d € (0,1/2) vadinamas proceso {X;} ilgos atminties parametru. Jis apibudina proceso

{X:} ilgos atminties intensyvuma: mazam d > 0 kovariaciné funkcija gesta salyginai greitai ir



ilgos atminties intensyvumas néra didelis, tuo tarpu, kai parametras d yra arti 1/2, kovariacinés
funkcijos gesta labai létai, nes laipsnio rodiklis —1 + 2d yra arti nulio, ir atitinkamas procesas
{X;} pasizymi labai stipria atmintimi.

Vienas svarbiausiy ilgos atminties modeliy yra tiesinis arba slenkancio vidurkio procesas

Xt = Z btfsé‘sa t € Za (6)

s<t

¢ia {(s,s € Z} yra standartizuoty n.v.p. atsitiktiniy dydziy seka, o slenkancio vidurkio ko-

eficientai b; gesta tokiu greiciu, kad 322, [b;] = oo ir 322,07 < oo. Sios salygos uztikrina
@ eilutés konvergavimg kvadratinio vidurkio prasme, be to EX, = 0, EX? = 2,0 < oo.
Literaturoje daznai laikoma, kad koeficientai b; gesta tokiu greiciu
by ~ ki, j—ooo (FK>0,0<d<1/2). (7)
Is salygos isplaukia , t.y.
(k) = > bjbey; ~ K2B(d,1—-2d)k """k — oo, (8)

J=0

tuo paciu ir Y52, |v(k)| = oo. Taigi, formuléje esantis parametras d yra proceso {X,} ilgos
atminties parametras.

Parametriniy ARFIMA (p,d, q) modeliy klasé yra atskiras @— tiesinio proceso atvejis,
kuriam parametras d € (0,1/2) nurodo trupmeninio integravimo eile. Sig klase sudaro tiesiniai

procesai su taip apibréztais koeficientais:

> b= (1—2)7%(2)/0(2), |2 <1, (9)
=0
Ciab(z) =1+601z2+ - +0,2710r p(z) =1—p12—---— 2P yra p,q > 0 laipsnio bendry nuliy

neturintys polinomai, o ¥(z) - polinomas, neturintis nuliy vienetiniame skritulyje |z| < 1.
Atitinkamai normuotas @— tiesinio proceso daliniy sumy procesas S, (7) := Zgz]l X5, T2

0 artéja j trupmeninj Brauno judesj (Davydov] (1970)), t.y.,
n~128, (1) —ppoa) 0(d)Bru(t), (10)

¢ia H = d + § yra Hursto parametras, o(d)? := k*B(d,1 — 2d)/d(1 + 2d) > 0, 0 —pjo 1
zymi atsitiktinio proceso silpna konvergavima Skorochodo erdvéje D|0,1]. Pagal apibrézima,

trupmeninis Brauno judesys By yra Gauso procesas su nuliniu vidurkiu ir kovariacine funkcija

1
EBy(s)By(t) = 5(tQH + 2t — s, t,s>0. (11)



Pastebésime, kad normavimas formuléje skiriasi nuo jprasto normavimo i§ n'/? silpnai
priklausimy dydziy atveju, be to, ribinis procesas By, kitaip nei paprastas Brauno judesys,
turi priklausomus prieauglius. Trupmeninis Brauno judesys yra H-savipanasus ir uzima svarby
vaidmenj daugelyje stochastiniy procesy taikymy. Auksciau aptartos daliniy sumy proceso
savybés charakterizuoja ilgaja atmintj, taciau bendru atveju kovariacijy gesimas formuléje
nurodytu grei¢iu dar negarantuoja, kad ribinis daliniy sumy procesas bus trupmeninis Brauno

judesys.

Motyvacija ir disertacijos tikslai

Nepaisant paprastumo ir populiarumo, tiesinis procesas turi ir trukumy. Tiksliau, tiesinis
procesas ne visada pasizymi kai kuriomis empirinése laiko eilutése stebimomis savybémis, lit-
eraturoje dar vadinamomis “stilizuotais faktais”, pavyzdziui, asimetrija, klasterizacija, ilga
atmintimi ir jvairiais kitais netiesiSkumais. Dar vienas svarbus finansiniy grazy “stilizuotas

faktas” yra sqlyginis heteroskedastiskumas arba tai, jog salyginé proceso disersija
Var[X; 1| ] = E[(Xen — E[Xen|F])*[F]

yra atsitiktinis procesas. Cia F, yra “istorinis” o-laukas sudarytas i$ “visos turimos informaci-
jos” laiko momentu ¢, o E[X;,|F;] yra geriausia proceso X1 prognozé turint sia “informacija”
Fi. @ tiesinio proceso atveju geriausia prognoze, turint “informacija” F; = 0{(s, s < t}, yra
E[X; 1| F] = 01G + 02Go + . ... Taigi Xy — E[X 1] F] = boCey1 nepriklauso nuo Fy ir saly-
giné tiesinio proceso dispersija Var[X; |F;] = bZE(? yra konstanta. Kitaip tariant, modelis yra
salyginai homoskedastinis. Dél Sios priezasties netiesiniy ilgos atminties modeliy nagrinéjimas

yra labai svarbus uzdavinys.

Uzdaviniai ir pagrindiniai rezultatai

Pagrindinis disertacijos uzdavinys yra pasiulyti naujy netiesiniy ilgos atminties modeliy ir is-
plétoti juy teorija. Sie procesai pazymi ne tik ilga atmintimi, bet ir kitomis “stilizuoty fakty”
savybeémis, pavyzdziui asimetrija ir sverto savybe, ir galéty buti naudojami finansiniy grazy
modeliavimui. Disertacijoje nagrinéjami procesai yra apibréziami kaip stacionarus tam tikry
netiesiniy stochastiniy skirtuminiy lygciy su n.v.p. “triuksSmais” sprendiniai. Nagriné¢jamas ne
tik lygciy issprendziamumo klausimas, kuris savaime néra paprastas, bet ir parodoma, kad esant
tam tikroms salygoms Sie procesai pasizymi ir formulémis apibréztomis ilgos atminties
savybémis. Galiausiai, atskiru netiesinio parametrinio ilgos atminties modelio (GQARCH)
atveju parodoma, kad kvazi-didziausio tikétinumo metodu gauti parametry jvertiniai yra sud-

erinti ir asimptotiskai normalus.



Projekcinés stochastinés lygtys (3| skyrius)
Apibrézimai ir stacionarus sprendinys

Projekciniu slenkancivoju vidurkiu vadiname procesa

Xy = ng,tCsa tEZ, (12)

s<t
¢ia {(s} yra standartizuota n.v.p. atsitiktiniy dydziy seka, g;+ = go yra konstanta, gs;, s < t

yra atsitiktiniai dydziai priklausantys tik nuo (s11,...,(; ir tenkinantys salyga

st = gt*5(<8+17 s 7<t)7 § < t7

Gia g; : RI = R, j =1,2,... yra deterministinés funkcijos, kurioms Dos<t Eg;it < 00. Projekci-
nis slenkantis vidurkis yra grieztai stacionarus ergodinis procesas.

Tegu Qs = Qs i(Tyv,s <u <wv <t), st € Z s <tyra macios deterministinés funkcijos,
priklausancios tik nuo (¢ — s)(t — s + 1)/2 realiy kintamyjy z,,., s < t, 0 ps, Qit, t € Z yra

konstantos. Projekcinémis stochastinémis lygtimis vadiname tokio pavidalo lygtis:

Xt = Ut + ZCSQS,t(E[u,’U]XQM s<u S v S t) (13)

s<t

Toliau disertacijoje apsiribojame siauresne projekciniy stochastiniy lygciy klase:

Xy = p+ Z Cs@(ats + Z Bi—uu—s (E[u,t}Xt - E[u+1,t]Xt> >7 (14)

s<t s<u<t

¢ia {a;,7 > 0}, {Bi;,7 > 0,5 > 1} yra zinomos realiyjy skai¢iy sekos, p € R yra konstanta, o
@ = Q(x) mati vieno kintamojo x € R funkcija.

teoremoje nagrinéjamas projekciniy lygciy issprendziamumo klausimas. Tarkime,
kad branduolys () yra apréztas tokiu budu: egzistuoja konstanta cg > 0, kad

Q@) < colal. VazeR (15)

Teorema 1 (3 skyrius, teorema) (i) Tarkime, kad tenkinama sqlyga ir

o0 e} i o0 oo
2 2k+2 2 2
KQ = E Q; E CQ+ E ﬁi,jl U § : it+j1t+ie—1,Jk < 0. (16)

1=0 k=0 ji=1 Je=1

Tuomet egzistuoja vienintelis lygties sprendinys { X, }. Be to, jis uzrasomas kaip projekcinis



slenkantis vidurkis su rekurentiskai apibréztais koeficientais gi_j.:

Q(Oék + Zf:ol Bi,kfithigtfi,t)a k=1,2,...,

17
Q(O‘k)’ k= ( )

Jt—k,t

Tiksliau,

Xy = p+Qa0) + Qo + £o1GQ(a0) ) G
+ Q(O@ + Bo,2G:Q(x) + 51,1@-1@(061 + 50,1@@(%)))@-2 +...

(i1) Tiesinés funkcijos Q(x) = cor atveju sqlyga yra ir butina lygties sprendinio
egzistavimo sglyga.

Bendru atveju formuléje esanti salyga atrodo sudétingai. Nagrinéjant atskirus
lygties atvejus, atitinkancius f;; = Biy; ir Bi; = 55, (16]) salyga igyja paprastesnj pavidala.
Pazymekime A% := 2%, .

Teiginys 1 (i) Tequ A* > 0, f3;; = Bitj, © >0, j > 1ir B> := Y2, B2. Tuomet Ko < 0o yra
ekvivalentu A% < oo ir B? < oo.

(ii) Tegu A* >0, B;; = 85,1 >0, j >14r B> :=32, 2. Tuomet Kqg < 0o yra ekvivalentu
A? < oo ircyB* < 1. Be to, Ko = pA*/(1 — c4B?).

Pavyzdziai

1. Baigtinai priklausomos projekcinés lygtys. Nagrinékime lygtj su koeficientais a; = 3; ; =
0 visiems ¢ > m tam tikram m > 0. Kadangi Q(0) = 0, minéta lygtis turi tokj pavidalg

Xy = o+ Z <sQ(at—s + Z ﬁt—u,u—s (E[u,t]Xt - E[u+1,t]Xt> )7 (18)
t—m<s<t s<u<t
Cia desine lygties pusé yra F_p,41,g-mati. Kitaip tariant, lygtimi apibréztas procesas { X;}

yra m-priklausomas.

2. Tiesinis branduolys . Tiesinio branduolio Q(x) = cox atveju lygties sprendinys yra
uzrasomas tokiu budu:

Xi=p+ ZXt(k)7
k=1

Cia Xt(l) = CQ Yo iGi—; yra tiesinis procesas, o kiekvienam k > 1

oo oo
E+1 k+1
Xt( ) = CQ+ Zai Z Bigv -+ BivivttinorinSt=iGt—i—gn =~ Gtmja—ii,
i=0

J1yeJk=1



yra k + 1 eilés Volterra eiluté (zr. [Dedecker ir kt. (2007), p.22). Be to, eilutés XM k> 1yra
ortogonalios ta prasme, kad EXt(k)Xs(e) =0,t,s€Z, k,l>1k#L.

3. LARCH modelis. Robinson| (1991)) jvestas tiesinis ARCH (LARCH) modelis yra uzrasomas
lygtimis N
re =04(, op=a+ Zﬁjrt—ja (19)
j=1
¢ia {(;} yra standartizuota n.v.p. atsitiktiniy dydziy seka, koeficientai 3; tenkina salyga B :=
{ i1 55}1/2 < o0o. Finansiniuose modeliavimuose r; atitinka finansines grazas, o o; Zymi ju
kintamumus. LARCH modelis buvo nagrinétas Berkes ir Horvath| (2003), Giraitis ir kt.| (2000)),
Giraitis ir Surgailig| (2002)), Giraitis ir kt.| (2004)) ir kituose darbuose. Ypatingai ijdomus atvejis
yra kuomet (; koeficientai (19) modelyje yra proporcingi ARFIMA modelio koeficientams -
siuo atveju galima grieztai jrodyti, kad kintamumo ir grazy kvadraty procesai pasizymi ilga
atmintimi. Yra zinoma (Giraitis ir kt.| (2000)), kad grieztai stacionarus lygties sprendinys

{r:} su baigtiniu antruoju momentu egzistuoja tada ir tik tada, kai
B < 1. (20)

Be to, siuo atveju modelio sprendinys yra uzrasomas konverguojancia ortogonalia Volterra eilute

Ty = 01Gy, Op = Oé<1 + i i By B Cejy - <t—jl_"'_jk)'

k=17j1,...jk=1

Si eilute yra atskiras Volterra eilu¢iy, nagrinéty ankstesniame pavyzdyije, atvejis. Tai leidzia
daryti isvada, kad galiojant salygai, LARCH modelio kintamumo procesas {X; = oy}
tenkina ((14]) projekcine lygti su tiesiniu branduoliu Q(z) = z ir a; = af;. Be to, sa-
lyga sutampa su |1f teiginio (ii) dalies salyga CQQBZ < 1, garantuojancia lygties sprendinio

egzistavima.

4. Projekcinés “slenkscio” lygtys. Nagrinékime projekcine lygti
p
Xy = G+ Z Ct—jQ(E[t—j+1,t]Xt>a (21)
j=1

dia 1 < p < o0, @ yra aprézta mati funkcija tenkinanti salyga @Q(0) = 1. Tarkime, kad @
yra laiptiné funkcija Q(z) = Yf_; al(z € I), dia Ul_ I = R yra R skaidinys | nesiker-
tancius intervalus I, 1 < k < ¢. Tuomet lygtimi apibréztas procesas pasizymi skirtingais
“slenkancio vidurkio rezimais” skirtinguose regionuose Ey_j 114X, € I, 1 < j < p ir sukuria

“projekcinj slenkscio efekta”.

10



Ilgoji atmintis

Zemiau esandioje teoremoje nagrinéjamos lygtimi apibrézty projekciniy procesy ilgos at-
minties savybés (létas kovariaciju gesimas ir daliniy sumy ribinis procesas) tuo atveju, kai

koeficientai a; gesta laipsniskai greiciu j4=1,0 < d < 1/2.

Teorema 2 (@ skyrius, teorema) Tequ {X;} yra projekcinés lygties sprendinys, tenk-
inantis[1] teoremos sqlygas ir turintis vidurki p = EX; = 0. Taip pat tarkime, kad Q yra LipSico
funkcija, t.y. egzistuoja tokia konstanta cy > 0, kad

|Q(ZL’) - Q<y>| < CL"r - y'v z,y €R, (22)

ir egzistuoja tokie k > 0 ir 0 < d < 1/2, kad b; == Q(a;) ~ rkj¥, kai j — oo, ir

B = maxo<;<; | Bij—il = 0(b;), kai j — co. Tuomet, kait — oo,

EXoX;, ~ > bbyr ~ k™, (23)
k=0

Gia k3 = k?B(d,1 —d), B(d,1 —d) yra beta funkcija. Be to, kain — oo,

[n7]

n /2l > X —ppy CeaBu(r), (24)
t=1
cia Cid = %, By yra trupmeninis Brauno judesys su parametru H = d+1/2 ir dispersija

EB%(t) = 24,

Atskiru atveju, kai 3;; = 0, procesas X; sutampa su tiesiniu procesu Y; := 3., b,_(s,
kuriam |2| teoremos teiginiai yra gerai zinomi. Bendru atveju ir savybiy jrodymuose
remiamasi tuo, kad procesas {X;} gali buti aproksimuotas tiesiniu procesu {Y;} taip, kad
Cov(X; — Yy, Xy — Yy) = o((t — 5)?*7Y), |t — s| = oo. Irodymas D|0, 1] erdvéje seka iS ir

Kolmogorovo kriterijaus.

Netiesinis sglyginio heteroskedastiSkumo modelis su ilga atmintimi
(4] skyrius)

Engle (1982)) straipsnyje (taip pat zr. Bollerslev ir kt.| (1992)) ARCH modelis yra apibréziamas

kaip atsitiktinis procesas, turintis tokj pavidala

Ty = Ct0t7 (25)

¢ia {(,t € Z} yra standartizuota n.v.p. atsitiktiniy dydziy seka, o; yra laike kintanti teigiama

mati funkcija, priklausanti nuo informacijos laiko momentu ¢t — 1. Kai turima visa praeities

11



informacija 7, s < t, kintamumas yra mati funkcija, priklausanti nuo r,, s < t: o, = V(rg, s <

t).
ARCH(o0) modelj atitinka V(zq,xq, - ) = (a + 352 bjx?)lﬂ arba

af =a+ i bjrf_j, (26)
j=1

¢ia a > 0, b; > 0 yra koeficientai. ARCH(co) modeliai apima gerai zinomus ARCH(p) ir
GARCH(p, q¢) modelius, nagrinétus Engle| (1982) ir|Bollerslev (1986)). Nepaisant milziniskos sék-
més, GARCH modeliai negali atvaizduoti kai kuriy empirinése grazose stebimy fakty, pavyzdziui
asimetrijos, sverto efekto, kuris buvo pirma karta paminétas Black (1976)), ir 1éto grazu kvadraty
proceso {r?} autokoreliacijy gesimo (ilgos atminties grazy kvadratuose). |Giraitis ir Surgailis
(2002) parodeé, kad stacionaraus ARCH(oo) modelio, aprasomo lygtimi su a > 0, spren-
dinio kvadraty procesas visada turi trumpa atmint] ta prasme, kad 72, Cov(rg, 7“]2) < 00.

Sie ARCH(o0) modelio trukumai paskatino daugybe tyrimy, kuriuose buvo méginama pasiu-
lyti alternatyvias salyginio kintamumo ir funkcijos V(xy, 2, -+ ) formas. Sentana (1995) na-
grinéjo QARCH modeliy klase, kuriai o7 yra uzrasomas kvadratine forma, sudaryta i$ praeities
grazu i1, , ri_p. Sentanos nagrinéjamas o7 apima daug ARCH tipo modeliy, pavyzdziui,
Engle (1990) pasiulyta asimetrini ARCH modelj ir Robinson| (1991)) jvesta “tiesinés standartinés
deviacijos” modelj. Ribiniu pastarojo modelio atveju (imdami p = oco) gauname lygtimis
uzrasoma LARCH modelj, kuris atitinka V(z1,29,--+) = a + 332, bjz;. Kaip jau minéjome,
stacionaraus LARCH modelio su létai gestanciais koeficientais b; (b; ~ ¢j471,0 < d < 1/2)
sprendinio kvadraty procesas {r?} gali turéti ilgos atminties autokoreliacijas. |Giraitis ir kt.
(2004) detaliai nagrinéjo sverto savybe LARCH modelyje. Nepaisant siy teigiamy modelio savy-
biy, o, procesas LARCH modelyje neatitinka jprastinés kintamumo interpretacijos, kadangi gali
igyti neigiamas reikSmes.

Disertacijoje nagrinéjama formule apibrézta salyginio heteroskedastiskumo modeliy
klasé su tokio pavidalo funkcija V:

V(iL‘l,LIZ’Q,"') :Q(G—Fibjl’j), (27)

¢ia Q(z),z € R yra (netiesine) vieno kintamojo = € R funkcija, kuri gali buti atskirta nuo nulio
teigiama konstanta: Q(z) > ¢ > 0, x € R. Pastebésime, kad tiesiné funkcija Q(z) = z atitinka
LARCH modelj formuléje. Turbut jdomiausia ir modelio savybiy analizei labiausiai tin-
kama netiesiné funkcija ) formuléje yra

Qz) = vV + 22,
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¢ia ¢ > 0 yra parametras. Siuo atveju modelis yra uzrasomas lygtimis

2
Ty = CtO't, Jt2 = C2+(Q+th_s7’5> s (28)

s<t

o kintamumas o; > ¢ > 0 modelyje yra neneigiamas ir atskirtas nuo 0, kai ¢ > 0.
modelis yra vadinamas kvadratiniu ARCH (QARCH) modeliu. Sis modelis ir apibendrinta jo
versija, i kuria papildomai jtraukiamas ir praeities kintamumas o2 |, yra detaliai nagrinéjami

disertacijoje.

Stacionarus sprendinys

Pirmiausia nagriné¢jame , modelj su bendro pavidalo funkcija @, t.y.

r=GQ(a+Y b)), tEZ (29)
s<t
Apibrézkime
211057, 0<p<2,
Bp — j=1 ’ J’ p (30)

(sad)” p>2

Zemiau pateiktoje teoremoje gaunama pakankama lygties stacionaraus sprendinio su
E|ri|P < oo egzistavimo salyga . I (31)) israiska jeina proceso inovacijy p-tos eilés momentai
|11l == E|G|?, Lipsico konstanta Lipg, formule apibrézta eiluté B, ir Rosenthal konstanta

K, (zr. disertacijos 4] skyriy, (4.13) formule teiginyje). 3| teoremos (ii) dalyje parodoma,
kad, kai p = 2, salyga yra beveik optimali — kvadratinés funkcijos Q*(z) = ¢ + c32? atveju
ji tampa ir butina sprendinio egzistavimo salyga.

Teorema 3 skyrius, teorema) Tarkime, kad Q) yra Lipsico funkcija, o p > 0 laisvai

pasirenkamas.

(i) Tarkime, kad
Kyp|plpLipg By < 1. (31)

Tuomet egzistuoja vienintelis lygciy stacionarus LP-sprendinys {ry} ir

Elr|? < (14 C(p, Q))|plp By

< . ; 32
1 — Ky|pl,Lipg By (32

¢ia C(p, Q) < oo priklauso tik nuo p, Q(0) dr Lipg.

(ii) Papildomai tarkime, kad Q*(z) = 2 + c3x?, dia ¢; > 0,1 = 1,2, up = E¢Z = 1. Tuomet
c2By < 1 yra butina ir pakankama lygciy a # 0 stacionaraus L*-sprendinio {r;} egzistavimo
sqlyga.
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Silpna priklausomybé

Literaturoje yra pasiulyta daug jvairiy stacionariy procesy {y;} = {y:,t € Z} silpnos priklau-
somybés maty, zr. pvz. |Dedecker ir Prieur| (2007)). Dazniausiai priklausomybeé tarp dabarties
(t > 0) ir praeities (t < —n) reikSmiy yra matuojama tam tikrais priklausomybeés koeficien-
tais, kurie gesta, kai n — oco. Koeficienty gesimo greitis atlieka svarby vaidmenj nagriné-
jant asimptotikas. Disertacijoje nagrinéjama lygciy stacionaraus sprendinio {r,} silpna
priklausomybé naudojant du silpnos priklausomybés matus - Wu ir Min| (2005) pasiulytus
projekcinius silpnos priklausomybés koeficientus 6,(k; {r;}) ir 7-priklausomybés koeficientus
dp(k; {r:}), pasiulytus Dedecker ir Prieur| (2004), Dedecker ir Prieur| (2005). Disertacijoje par-
odoma, kad minétu atveju siy silpnos priklausomybés koeficienty gesimo greitis priklauso nuo

slenkancio vidurkio koeficienty b;.

Teiginys 2 Tarkime, kad Q tenkina LipSico selygq, p > 1, Kp|ul,LippB, < 1 (Zr. (31)), ar
{r¢} yra lygties stacionarus LP-sprendinys.
(1) (4 skyrius teiginys) Be to, tarkime, kad b; yra tokie, kad

Iy >0, ¢c>0: bj| <cj™, Vj>1, (33)

¢ia v > max{1/2,1/p}.
Tuomet

Op(k; {re}) = O(K™7). (34)
(ii) skym’us isvada) Be to, tarkime, kad b; tenkina sqlygq su vy > 1. Tuomet
7p(k; {re}) = O(k). (35)
Stipri priklausomybé
Netiesinio ARCH modelio su laipsniskai gestanciais koeficientais b;:
b, ~ Bj7 (30<d<1/2, 8>0) (36)

atveju galima tikétis stiprios priklausomybés (ilgos atminties). Sia savybe turéty pasizymeéti
kintamumas o0y = Q(a + X;), nes pacios grazos {r: = (;Q(a + X;)} sudaro nekoreliuoty mar-
tingaliniy skirtumy seka. Kadangi ilgos atminties jrodymas bendro pavidalo funkcijai ) yra

nelengvas uzdavinys, toliau apsiribojame QARCH modeliu, apibréztu lygtimi.

Teorema 4 skyrius, teorema) Tarkime, kad {ry} yra lygciy sistemos stacionarus

L%-sprendinys su koeficientais bj, tenkinanciais (36) salyga ir B* = > b? < 1. Be to,
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tarkime, kad py = E[(j] < oo ir Er} < co. Tuomet

Cov(rg,rf) ~ mftm’l, t — 00, (37)

Fia K2 = ( 2ap >QB(d,1 — 2d)Er2. Be to,

1-B2

[n7]
n—d4-1/2 Z(rf — Erf) —p,1] K2Bay2)(T), n — 0o, (38)
=1

¢ia Byy1/2 yra trupmeninis Brauno judesys, k3 := r3/(d(1 + 2d)).

Sverto savybé

Nagrinéjant stacionarias salyginio heteroskedaskumo laiko eilutes {r;} su E|r;® < oo, sverto
savybeé (tendencija, jog o2 ir ry, s < t, juda prieSingomis kryptimis) daZniausiai yra apibréZiama
naudojant kovariacijas h;_, = Cov(o?,7). Sekdami Giraitis ir kt. (2004), sakome, kad {r;}

pasizymi k eilés sverto savybe (1 < k < 0o) (zymime {r;} € ((k)), jei
h; <0, 1<j<k (39)

Zemiau esancioje teoremoje sverto savybé nagrinéjama QARCH modeliui su 3 = E[¢]] = 0,

jos rezultatai analogiski |Giraitis ir kt. (2004)) 2.4 teoremos rezultatams LARCH modelio atveju.

Teorema 5 (/| skyrius, teorema) Tarkime, {r:} yra formule uzrasomo QARCH mod-
elo su Elrg|® < oo, |ulz < oo stacionarus L?-sprendinys. Be to, tarkime, kad B* < 1/5 ir

ps = E¢3 = 0. Tuomet visiems k, 1 < k < co teisinga
(i) jei aby <0, ab; <0, j =2,--- k, tai {r} € £(k),
(ii) jei aby > 0, ab; >0, j =2,--- ,k, tai h; >0, j=1,--- k.

Apibendrinimas: GQARCH modelis

Analogiskus skyriaus rezultatus gauname ir apibendrintai kintamumy klasei

re = oy, Uf = Q2<G+Zbﬂ"t]’>+703—1a (40)

Jj=1

¢ia {(;}, a, bj, Q(x) tokie patys, kaip , lygtyse, 0 0 < v < 1 yra parametras. Praeities
kintamumo o7 , jtraukimas j formule padeda susvelninti volatilumo klasterizacija ir labai
astrias virsunes proceso trajektorijose. , modelio apibendrinimas modeliu yra
analogiskas ARCH ir GARCH modeliams, Zr. [Engle| (1982)), Bollerslev]| (1986)).
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modelio atveju ir [5| teoremoms analogiski rezultatai yra gaunami konstanta B,
pakeiciant dydziu
B,/(1—1"?), 0<p<2,
B,/(1 - ’Y)p/Qa p =2,

By =
¢ia B, apibrézta formule. Be to, B, = B,.

Pagrindinis [3| teoremos (ir apibendrinto jos analogo) trukumas yra tai, kad teoremos for-
muluotéje naudojama universali Burkholder-Rosenthal konstanta K, (zr. (31)) salyga), kurios
tiksli reiksSmé néra zinoma. Kai p > 2, |Osekowski| (2012) gautas virsutinis K, konstantos rézis
reikalauja labai griezty salygy konstantai B, , ir kitiems dyZiams salygoje, uztikrinancioje
LP-sprendinio egzistavima.

Dauguma disertacijos rezultaty (taip pat ir statistinés iSvados, kurios remiasi “stebimais”
grazy kvadratais 2,1 < t < n) reikalauja, kad egzistuoty Er} arba aukstesneés eilés proceso ry
momentai (zr. pvz. |Grublyte ir kt. (2017)). Taigi, labai svarbu rasti kuo silpnesnes salygas
Siy momenty egzistavimui, kurios nejtraukty Rosentalio konstantos K. Tai buvo pasiekta [6]

teoremoje.

Teorema 6 skyrius, teorema) Tarkime, kad {¢;} ir funkcija Q tenkina [5 teoremos
sglygas. Tegu p =2,4,... ir

P 00
z(.)mjrmpégzw < (L= (41)
j=2 j k=1

Tuomet egzistuoja vienintelis lygties stacionarus sprendinys {r.}, kuriam E|rP < occ.

Atskiru atveju, kai v = 0 ir Lipy = 1, pakankama stacionaraus sprendinio su baigtiniu

Erf. p > 2 egzistavimo sglyga formuléje tampa
P (p 00 .
(Ml Sl < 1 (@)
j=2 \J k=1

salyga sutampa su atitinkama LARCH modelio salyga (Giraitis ir kt.| (2004)), 3 teiginys).
Be to, ir galioja ir bendro pavidalo ARCH modeliams, kuriems neveikia Volterra
eilutémis pagristi metodai, naudojami Giraitis ir kt.| (2000), (Giraitis ir kt.| (2004).

Parametry vertinimas kvazi-didziausio tikétinumo metodu GQARCH

modelyje su ilga atmintimi (5] skyrius)

Disertacijoje nagrinéjamas apibendrinto QARCH modelio (GQARCH) parametry vertinimas
kvazi-didZiausio tikétinumo metodu. Tiksliau, nagrinéjamas modelis su Q(z) = vVw? 4 22
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ir letai gestanciais koeficientais b; = ¢!

ro=Gon of =w’+ (a+eX i) o, (43)
=1
priklausantis nuo parametry 0 = (y,w,a,d,c), 0 <y <1, w>0, a#0, c#£0ird € (0,1/2).
Be to, reikalaujama, kad modelis tenkinty (A) ir (B) prielaidas:

(A) prielaida. {(;} yra standartizuota n.v.p. atsitiktiniy dyd#iy seka, kuriai E¢; = 0, E¢? = 1.

(B) prielaida. © C R® yra kompaktiska parametry 0 = (v,w, a, d, ¢) aibeé, kuriai galioja
(i) yebnrl 0<n<rn<l
(i) w e [wi,ws], 0 <wyp < wy < 00;

(iii) a € [ay,as], —00 < a1 < ay < 00;

(iv) d € [dy,ds), 0 < dy < dy < 1/2;

(v) c€ler, ], a0 < ¢ = ¢i(d,y) < 00, ¢1 < ¢z yra tokie, kad By = ¢ 3352, 720D <1 -4
su visais ¢ € [c1, 2],y € [71,72), d € [d1, da).

Papildoma salyga parametrui ¢ (v) dalyje atsiranda is salygos, kai p = 2.

Tegu toliau {r;, 1 <t < n} yra modelio su parametru 6y = (g, wo, ao, do, ¢o), priklau-
sanc¢iu © srities vidui ©g, stebéjimai.

Analogiskai |Beran ir Schiitzner| (2009) nagrinéjame kvazi-didziausio tikétinumo (QML)
jvertinj 6, := arg mingegL (0), L,(0) == 231, (;?9 + log 0?(9)) kurj sudaro tikslios sa-
lyginiy kintamumu (43)) formuléje israiskos, prlklausancms nuo be galo daug praeities grazy
1y, —00 < s < t, ir realistiskesne jo versija 6, := arg mingeg L »(0), kuri gaunama oZ(6) kinta-
mumus formuléje pakeiciant 62(6) kintamumals, kurie priklauso tik nuo baigtinio skaiciaus
grazy rg, 1 < s < t. Ilga atmintis, kuria pasizymi kintamumo procesas, lemia, kad 6,, konver-
gavimo greitis yra per létas uztikrinti asimptotinj normaluma. Dél Sios priezasties apibréziamas
“nukirptas” jvertinys éq(f), kuriame naudojama tik O(n”) paskutiniq kvazi-tikétinumo funkcijy:
09 = argmingeo LP(0), LP)(0) := ﬁzgzn_[ngprl( =@ T log o; (0)), ¢ia 0 < f < 1 yra
“lango” parametras.

ir |8 teoremy rezultatai yra analogiski Beran ir Schiitzner| (2009) 1-4 teoremose gautiems
rezultatams parametrinio LARCH modelio su b; = ¢j%! atveju, tik Beran ir Schiitzner
(2009) nagrinéja modifikuota QML jvertinj, i kurio tikétinumo funkcijas dar papildomai jeina
“labai mazas” parametras ¢ > 0.

Pazymékime
B(#) = Elo;(0)VTo2(0)Vai(0)] ir A(0) = ksB(0), (44)
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Gia kg :=E( —1)* >0,V =(9/90y,---,0/005), o indeksas T Zymi transponuota vektoriy.

Teorema 7 (@ skyrius, teorema) (i) Tarkime, kad E|ri|?® < oo. Tuomet 0, yra suderintas

parametro 0y jvertinys, t.y.

~

0, " 0,

(ii) Tarkime, kad E|r|> < co. Tuomet 0, yra asimptotiskai normalus:
n'/2(6, — 05) ¥ N(0,%(60)), (45)

cia X(0p) = B Y00)A(0)B1(0y) = k4B 1(0y), matricos A(0), B(0) apibréitos for-

mulémis.

Teoremoje zemiau gaunami asimptotiniai rezultatai “baigtinés praeities” jvertiniams 6, ir
8
05,

Teorema 8 (4 skyrius, teorema) (i) Tarkime, kad Elry|> < oo ir 0 < 8 < 1. Tuomet
El6, — 6y — 0 i B8P -6 — 0.
(ii) Tarkime, kad E|ry|> < oo ir 0 < < 1 —2dy. Tuomet
n2(0) — 6) N N(0,5(60)), (46)
¢ia X(0o) apibrézta taip pat, kaip[7 teoremoje.

[7] ir [§] teoremose esantis reikalavimas, kad egzistuoty atitinkami baigtiniai momentai, yra
analogiskas LARCH modeliui naudotiems reikalavimams Beran ir Schiitzner| (2009) darbe. Siuo
atveju, situacija labai skiriasi nuo GARCH modeliy, kuriems QML jvertiniy suderinamumas ir
asimptotinis normalumas jrodomi i$ esmés nenaudojant jokiy salygy stebimy procesy momenty
egzistavimui (zr. pvz. [Francq ir Zakoian| (2010), 7 skyriy). Minéti skirtumai atsiranda daugiau-
sia dél to, kad parametro d atzvilgiu diferencijuojant procesa Y;(d) := i1 jd_lrt,j, esantj
kintamumo formoje, veikiami visi eilutés nariai ir gaunamas “naujas” ilgos atminties procesas
'Y, (d)/od" = ) 74 (log j)ri—j,i = 1,2,3. Rasti $iy naujy procesy virsutinius rézius yra
nelengva uzduotis ir dél Sios priezasties kontroliuoti tikétinumo funkcijy isvestines GQARCH

atveju tampa zymiai sudétingiau negu GARCH atveju.

ISvados

Disertacijoje nagrinéti nauji netiesiniai ilgos atminties modeliai, kurie gali buti naudojami

finansiniy grazy modeliavimui. Sie procesai apibrézti kaip stacionariis tam tikry netiesiniy
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stochastiniy skirtuminiy lygéiy su n.v.p. “triukSmais” sprendiniai. Nagrinétas sprendinio

egzistavimas ir jrodytos ilgos atminties savybés. Galiausiai, atskiru netiesinio parametrinio

ilgos atminties GQARCH modelio atveju parodytas kvazi-didziausio tikétinumo metodu gauty

parametry jverc¢iy suderinamumas ir asimptotinis normalumas.
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Disertacijos struktura

Disertacija sudaro jvadas, literaturos apzvalga, trys skyriai, iSvados, du priedai ir literaturos
sarasas. [vade apzvelgiami disertacijos tikslai ir uzdaviniai. Toliau trumpai apzvelgiami tyri-
mai disertacijos tema. [3| skyriuje nagriné¢jami netiesiniai procesai, kurie apibréziami kaip pro-
jekciniy stochastiniy lygéiy sprendiniai. skyriuje nagrinéjama bendra netiesiniy salyginio
heteroskedastiskumo modeliy klasé. Detaliai nagrinéjamas Siai klasei priklausantis QARCH
modelis ir apibendrinta jo versija. skyriuje nagrinéjamas apibendrinto QARCH modelio
parametry vertinimas didziausio tikétinumo metodu. Disertacijos rezultatai apibendrinti iSva-

dose. Disertacija parasyta angly kalba, bendra darbo apimtis 125 puslapiai.
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Summary

The thesis develops new nonlinear models with long memory which can be used for modelling of
financial returns and statistical inference. Apart from long memory, these models are capable
to exhibit other stylized facts such as asymmetry and leverage. The processes studied in the
thesis are defined as stationary solutions of certain nonlinear stochastic difference equations
involving a given i.i.d. “noise”. Apart from solvability issues of these equations which are not
trivial by itself, we prove that their solutions exhibit long memory properties as in and .
Finally, for a particularly tractable nonlinear parametric model with long memory (GQARCH)
we prove consistency and asymptotic normality of quasi-ML estimators.

First we introduce a new class of nonlinear processes which generalize the linear model in
@- and enjoy similar long memory properties to and . For this, we define projective
moving averages {X;,t € Z}, where X, is a Bernoulli shift written as a backward martingale
transform of the innovation sequence. We introduce a new class of nonlinear stochastic equa-
tions for projective moving averages, termed projective equations, involving a (nonlinear) kernel
(@ and a linear combination of projections of X; on “intermediate” lagged innovation subspaces
with given coefficients «;, 8;;. We obtain conditions for solvability of these equations. We
also show that under certain conditions on kernel and coefficients, the solution exhibits co-
variance and distributional long memory, with fractional Brownian motion as the limit of the
corresponding partial sums process.

Next we discuss a general class of conditionally heteroscedastic processes satisfying the
ARCH-type equation r, = (;04, where (; is a noise sequence and the conditional standard
deviation o; is a nonlinear function () depending on a linear combination of past values r,, s <t
with coefficients b;. We obtain the conditions for the existence of stationary solution 7, with
finite p-th moment, 0 < p < co. Weak dependence properties of r; are studied, including the
invariance principle for partial sums of Lipschitz functions of ;. The case when @) is the square
root of a quadratic polynomial corresponds to a quadratic ARCH (QARCH) model and is of
special interest. We prove that in this case r; can exhibit a leverage effect and long memory,
in the sense that the squared process 77 has long memory autocorrelation and its normalized
partial sums process converges to a fractional Brownian motion. Analogous results are obtained
for generalized QARCH where the volatility form involves lagged volatilities from the past. We
also obtain a (nearly optimal) condition for the existence of higher moments of r; which does
not include the Rosenthal constant.

Finally, the asymptotic results for quasi-maximum likelihood estimators in parametric ver-
sion of generalized QARCH model with long memory are provided. Similarly as in Beran and
Schiitzner (2009) we discuss several QML estimators: the estimator involving exact conditional
variance depending on infinite past and its more realistic version where the volatilities depend

only finite number of returns from past. Under certain moment conditions we prove consis-
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tency and asymptotic normality of the corresponding QML estimators, including the estimator

of long memory parameter 0 < d < 1/2.
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