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DISERTACINIO DARBO APRA�YMAS

Mokslin
e problema ir tyrimo objektas. Tyrimo objektas yra periodiniu� Hurvico (Hurwitz)
dzeta funkciju� rinkiniai. Mokslin
e problema - ²iu� rinkiniu� jungtinis universalumas.

Tikslas ir uºdaviniai. Tikslas yra i�rodyti jungtini� universalum¡ naujoms dzeta funkciju� klas
ems.
Darbo uºdaviniai yra ²ie:

1. Atsisakius rango s¡lygos, i�rodyti jungtin¦ universalumo teorem¡ periodin
ems Hurvico dzeta
funkcijoms.

2. Susilpninti s¡lyg¡ i²pl
estoje jungtin
eje universalumo teoremoje (kiekvien¡ parametr¡ atitinka
periodiniu� seku� rinkinys) periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms.

3. I�rodyti mi²ri¡ jungtin¦ universalumo teorem¡ Rymano dzeta funkcijai ir periodin
ems Hurvico
dzeta funkcijoms.

4. I�rodyti mi²ri¡ jungtin¦ universalumo teorem¡ normuotu� tikriniu� Hek
es (Hecke) paraboliniu�
formu� dzeta funkcijai ir periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms.

Aktualumas. Universalumas yra svarbi ir naudinga dzeta ir L funkciju� savyb
e, turinti vis¡
eil¦ teoriniu� ir praktiniu� pritaikymu�. Universalumas yra pagrindin
e sud
etin
e dzeta ir L funkciju�
funkcin
es nepriklausomyb
es i�rodymo dalis, yra naudojamas nuliu� pasiskirstymo ir momentu� proble-
mose, padeda i�rodyti i�vairias reik²miu� tir²tumo teoremas ir, ºinoma, atlieka pagrindini� vaidmeni� a-
naliziniu� funkciju� aproksimavimo teorijoje. Integralu� pagal sud
etingas analizines kreives, naudojamu�
kvantin
eje mechanikoje, vertinimas yra vienas i² galimu� praktiniu� universalumo pritaikymu�. Visa tai
yra motyvacija universaliu� funkciju� klas
es i²pl
etimui.

Praktikoje daºnai tenka aproksimuoti ir i�vertinti analiziniu� funkciju� sistemas. �i problema gali b	uti
s
ekmingai sprendºiama remiantis dzeta funkciju� jungtiniu universalumu. Dauguma dzeta ir L funkciju�
turi artutines funkcines lygtis, tod
el, naudojant jungtini� universalum¡, analiziniu� funkciju� reik²m
es
i�vertinamos pakankamai paprastu� Dirichl
e polinomu� i�vertinimu. Tai yra ºenklus universalumo ind
elis
i� analiziniu� funkciju� teorij¡.

Po puikaus S. M. Voronino (S. M. Voronin) darbo [31], daugelis ºinomu� skai£iu� teorijos specialistu�
toliau t¦s
e dzeta funkciju� universalumo tyrimus. Tarp ju� B. Bag£is (B. Bagchi), H. Baueris (H. Bauer),
R. Garunk²tis, S. M. Gonekas (S. M. Gonek), A. Laurin£ikas, K. Matsumotas (K. Matsumoto),
J. �toidingas (J. Steuding) ir daugelis jaunu� Lietuvos, Japonijos, Vokietijos, Lenkijos matematiku�,
kuriu� vardai ir rezultatai ai²kiai rodo universalumo problemos aktualum¡ dzeta ir L funkciju� teori-
joje.

Tyrimu� metodai. Jungtinio universalumo teoremu� i�rodymai remiasi dzeta funkciju� analizine
teorija bei silpnojo tikimybiniu� matu� konvergavimo teorija. �is metodas taip pat apima mato teorijos
elementus ir analiziniu� funkciju� aproksimavimo teorij¡.

Naujumas ir praktin
e vert
e. Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Jie patikslina ir i²ple£ia
periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� jungtinio universalumo rezultatus.

Problemos istorija ir rezultatai. 1975 m. S. M. Voroninas [31] atrado Rymano dzeta funkcijos
ζ(s), s = σ + it, universalum¡. Jis i�rod
e, kad kiekviena tolydi, nelygi nuliui analizin
e funkcija juostos
D = {s ∈ C : 1

2 < σ < 1} kompaktiniuose poaibiuose gali b	uti tolygiai aproksimuota norimu tikslumu
post	umiais ζ(s+ it), τ ∈ R. Simboliu meas {A} ºym
esime ma£iosios aib
es A ⊂ R Lebego mat¡.

A teorema. Tegul K yra juostos D kompaktin
e aib
e, turinti jungu�ji� papildini�. Tarkime, kad
funkcija f(s) tolydi ir nelygi nuliui aib
eje K, ir analizin
e aib
es K viduje. Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε

}
> 0.
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Voronino i�rodytoje teoremoje aib
e K yra skritulys
∣∣s− 3

4

∣∣ ≤ r, 0 < r < 1
4 . A teorema parodo,

kad funkcija f(s) yra aproksimuojama Rymano dzeta funkcijos post	umiais bendresn
eje aib
eje negu
skritulys, be to, kad aib
es post	umiu�, aproksimuojan£iu� duot¡ analizin¦ funkcij¡, apatinis tankis yra
grieºtai teigiamas. A teoremos i�rodymas, skirtingai nuo pirmojo Voronino i�rodymo, remiasi ribine
teorema apie silpn¡ji� tikimybiniu� matu� konvergavim¡ analiziniu� funkciju� erdv
eje. Pastarasis metodas
buvo pasi	ulytas B. Bag£io darbe [1] ir i²vystytas [14], [22] ir [30] monogra�jose.

V
eliau buvo pasteb
eta, kad ir kitos dzeta ir L funkcijos taip pat yra universalios. Paraboliniu�
formu� dzeta funkcijos yra vienos i² Voronino prasme universaliu� funkciju�. Primename, kad funkcija
F (z) yra svorio κ parabolin
e forma pilnos modulin
es grup
es

SL(2,Z) =
{(

a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
atºvilgiu, jei F (z) yra holomor�n
e funkcija vir²utin
eje puspok²tum
eje Imz > 0, su kuriuo nors κ ∈ 2N

ir visais
(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z) tenkina funkcin¦ lygti�

F

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)κF (z)

ir begalyb
eje turi skleidini� Furj
e eilute

F (z) =

∞∑
m=1

c(m)e2πimz.

Be to, laikome, kad svorio κ parabolin
e forma F (z) yra Hek
es tikrin
e forma, t.y., ji yra visu� Hek
es
operatoriu�

(Tnf)(z) = nκ−1
∑
d|n

d−κ
d−1∑
b=0

f

(
nz + bd

dz

)
, n ∈ N,

tikrin
e funkcija. Tuomet yra ºinoma, kad c(1) 6= 0. Tod
el forma F (z) gali b	uti normuojama laikant
c(1) = 1.

Su normuota Hek
es tikrine paraboline forma galima susieti dzeta funkcij¡ ζ(s, F ), kuri pusplok²-
tum
eje σ > κ+1

2 yra apibr
eºiama

ζ(s, F ) =

∞∑
m=1

c(m)

ms
=
∏
p

(
1− α(p)

ps

)−1(
1− β(p)

ps

)−1
,

£ia α(p) ir β(p) su pirminiais p yra tokie jungtiniai kompleksiniai skai£iai, kad α(p) + β(p) = c(p).
Funkcija ζ(s, F ) yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, t.y., ji yra sveikoji funkcija.

Moduliniu� formu� teorija yra i²d
estyta daugelyje monogra�ju�, pavyzdºiui [6] ir [3].
Tyrimai apie funkcijos ζ(s, F ) universalum¡ buvo prad
eti [10] darbe, o universalumas pilnai i�rodytas

[23] straipsnyje. Tegul Dκ =
{
s ∈ C : κ

2 < σ < κ+1
2

}
. Tada B teorema yra A teoremos analogas

funkcijai ζ(s, F ).

B teorema. Tarkime, kad K ⊂ Dκ yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, ir kad f(s)
yra tolydi ir nelygi nuliui aib
eje K ir analizin
e aib
es K viduje. Tuomet su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ, F )− f(s)| < ε

}
> 0.

I�domesnis ir sud
etingesnis uº dzeta funkciju� universalumo savyb¦ yra ju� jungtinis universalumas.
Pirmuosius jungtinio universalumo rezultatus taip pat gavo S. M. Voroninas. Jis i�rod
e [32], [13] jung-
tin¦ universalumo teorem¡ Dirichl
e L funkcijoms. Primename, kad du Dirichl
e charakteriai χ1 ir χ2

6



yra ekvivalent	us, jei jie yra generuojami to paties primityvaus charakterio. Dirichl
e L funkciju� teorija
yra ai²kiai pateikiama, pavyzdºiui, [28] ir [12] monogra�jose. Formuluojame ²iuolaikin¦ Voronino
teoremos versij¡.

C teorema. Tarkime, kad χ1, . . . , χr yra poromis neekvivalent	us Dirichl
e charakteriai ir L(s, χ1),
. . . , L(s, χr) yra atitinkamos Dirichl
e L funkcijos. Kai j = 1, . . . , r, tegul Kj ⊂ D yra kompaktinis
poaibis su jungiuoju papildiniu, ir tegul funkcija fj(s) yra tolydi nelygi nuliui aib
eje Kj ir analizin
e
aib
es Kj viduje. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

1≤j≤r
sup
s∈Kj

|L(s+ iτ, χj)− fj(s)| < ε

}
> 0.

Kitoki¡ C teoremos versij¡ savo darbuose gavo S. M. Gonekas [4] ir B. Bag£i [1], [2]. C teorema
yra pateikta [21] straipsnyje.

C teoremoje analizin
es funkcijos yra vienu metu aproksimuojamos Dirichl
e L funkciju� post	umiais.
�i proced	ura, reikalauja tam tikros L funkciju� rinkinio nepriklausomyb
es, kuri yra i²rei²kiama Dirichl
e
charakteriu� neekvivalentumu. �inomos kitu� dzeta funkciju� jungtinio universalumo teoremos taip pat
remiasi nepriklausomumo reikalavimais. Tai ai²kiai atspindi Hurvico dzeta funkcijos jungtinio univer-
salumo teorema. Pirmiausia priminsime Hurvico dzeta funkcijos apibr
eºim¡.

Tegul α, 0 < α ≤ 1, yra �ksuotas parametras. Tada Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α) pusplok²tum
eje
σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s, α) =

∞∑
m=0

1

(m+ α)s

ir yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1
su reziduumu 1. Hurvico dzeta funkcijos savybiu� tyrimas yra gana i�domus, nes jos priklauso nuo
aritmetin
es parametro α prigimties. Funkcijai ζ(s, α) galioja tokia universalumo teorema.

D teorema. Tarkime, kad skai£ius α yra transcendentusis arba racionalusis 6= 1, 1
2 . Tegul K ⊂ D

yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, ir tegul f(s) yra tolydi funkcija aib
eje K ir analizin
e
aib
es K viduje. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ, α)− f(s)| < ε

}
> 0.

D teorem¡ skirtingais metodais i�rod
e S. M. Gonekas [4] ir B. Bag£is [1] ir [29]. Matome, kad
aproksimuojama funkcija f(s), skirtingai nuo A teoremos, yra neb	utinai nelygi nuliui aib
eje K.
Taip yra tod
el, kad Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α) D teoremos atveju neturi Oilerio sandaugos pa-
gal pirminius skai£ius. Turime, kad ζ(s, 1) = ζ(s) ir

ζ

(
s,

1

2

)
= (2s − 1)ζ(s),

tod
el funkcijos ζ(s, 1) ir ζ
(
s, 12

)
yra taip pat universalios, ta£iau aproksimuojama funkcija f(s) turi

b	uti nelygi nuliui aib
eje K.
Algebrinio iracionaliojo parametro α atvejis lieka nei²spr¦stas iki ²iol.
Dabar pateiksime jungtin¦ universalumo teorem¡ Hurvico dzeta funkcijoms. Tegul 0 < αj ≤ 1,

j = 1, . . . , r, ir

L(α1, . . . , αr) = {log(m+ αj) : m ∈ N0, j = 1, . . . , r} .

E teorema. Tarkime, kad aib
e L(α1, . . . , αr) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² racionaliu�ju� skai£iu�
k	uno Q. Kai j = 1, . . . , r, tegul Kj ⊂ D yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, ir tegul fj(s)
yra tolydi funkcija aib
eje Kj ir yra analizin
e aib
es Kj viduje. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

1≤j≤r
sup
s∈Kj

|ζ(s+ iτ, αj)− fj(s)| < ε

}
> 0.
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E teoremos i�rodymas yra pateiktas [18] darbe. Skai£iams α1, . . . , αr, kurie yra algebri²kai neprik-
lausomi vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q (α1, . . . , αr n
era jokio polinomo p(x1, . . . , xr) 6≡ 0 su raciona-
liaisiais koe�cientais ²aknys), kitoks E teoremos i�rodymas yra pateiktas [27] straipsnyje.

Periodin
es Hurvico dzeta funkcijos ζ(s, α; a), kuri yra klasikin
es Hurvico dzeta funkcijos ζ(s, α)
apibendrinimas, universalumas yra i�rodytas [7] straipsnyje. Tegul a = {am : m ∈ N0} yra periodin
e
kompleksiniu� skai£iu� seka su minimaliu periodu k ∈ N, o α, 0 < α ≤ 1, yra �ksuotas parametras.
Tada periodin
e Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α; a) pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s, α; a) =

∞∑
m=0

am
(m+ α)s

.

I² sekos a periodi²kumo, kai σ > 1, i²plaukia lygyb
e

ζ(s, α; a) =
1

ks

k−1∑
l=0

alζ

(
s,
l + α

k

)
.

Kadangi klasikin
e Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α) yra analizin
e visoje kompleksin
eje plok²tumoje,
i²skyrus paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1 su reziduumu 1, tai pastaroji lygyb
e parodo periodin
es Hurvico
dzeta funkcijos ζ(s, α; a) meromor�ni� prat¦sim¡ i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡ su galimu paprastuoju
poliumi ta²ke s = 1, o reziduumas tame ta²ke yra lygus

a
def
=

1

k

k−1∑
l=0

al.

Jei a = 0, tai periodin
e Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α; a) yra sveikoji funkcija.
[7] ir [8] darbuose yra gauta universalumo teorema Hurvico dzeta funkcijai ζ(s, α; a) su transcen-

den£iuoju parametru α.

F teorema. Tarkime, kad skai£ius α yra transcendentusis. Tegul K ⊂ D yra kompaktinis poaibis
su jungiuoju papildiniu, ir tegul f(s) yra tolydi funkcija aib
eje K ir yra analizin
e aib
es K viduje. Tada
su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ, α; a)− f(s)| < ε

}
> 0.

F teorema yra pana²i i� D teorem¡ su transcenden£iuoju parametru α.
Periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� jungtinis universalumas buvo prad
etas nagrin
eti [16] darbe. Kai

j = 1, . . . , r, tegul aj = {amj : m ∈ N} yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka su minimaliu periodu
kj ∈ N, αj , 0 < αj ≤ 1, yra �ksuotas parametras, o ζ(s, αj ; aj) yra atitinkama periodin
e Hurvico
dzeta funkcija. Tegul k yra periodu� k1, . . . , kr maºiausias bendras kartotinis, ir

A =


a11 a12 . . . a1r
a21 a22 . . . a2r
. . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akr

 .

[16] straipsnyje yra i�rodyta, kad jei kj = k, αj = α, kai j = 1, . . . , r, α yra transcendentusis ir
rank(A) = r, tada periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms ζ(s, α, a1), . . . , ζ(s, α; ar) galioja jungtinis
universalumas. [17] darbe nebeliko reikalavimo, kad kj = k, kai j = 1, . . . , r. Galiausiai, [9] straipsnyje
yra i�rodyta tokia jungtin
e universalumo teorema.

G teorema. Tarkime, kad skai£iai α1, . . . , αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² racionaliu�ju�
skai£iu� k	uno Q, ir kad rank(A) = r. Kai j = 1, . . . , r, tegul Kj ir fj(s) yra tokios pat kaip ir E
teoremoje. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

1≤j≤r
sup
s∈Kj

|ζ(s+ iτ, αj ; aj)− fj(s)| < ε

}
> 0.

8



Pirmame disertacijos skyriuje G teoremos rango s¡lygos buvo atsisakyta ir periodiniu� Hurvico
dzeta funkciju� jungtinio universalumo teorema i�rodyta be matricos A. Gauname toki� sutrumpint¡
1.1 teoremos tvirtinim¡.

1.1 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α1, . . . , αr), yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. Kai j =
1, . . . , r, tegul Kj ir fj(s) yra tokios pa£ios kaip ir G teoremoje. Tada yra teisingas G teoremos
tvirtinimas.

Periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� jungtinis universalumas turi bendresn¦ form¡, kai prie kiekvieno
parametro αj yra pridedamas periodi²ku� seku� rinkinys. Pirmasis toks jungtinio universalumo i²pl
etimas
buvo pateiktas [24] darbe. Ank²£iau min
eta id
eja periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms yra pritaikyta
[19] darbe. Tegu lj , j = 1, . . . , r, yra teigiamas sveikasis skai£ius. Kiekvienam l = 1, . . . , lj , tegul
ajl = {amjl : m ∈ N0} yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka su minimaliu periodu kjl ∈ N. Kai
j = 1, . . . , r, tegul αj yra �ksuotas parametras, 0 < αj ≤ 1, ir pusplok²tum
eje σ > 1,

ζ(s, αj ; ajl) =

∞∑
m=0

amjl
(m+ αj)s

.

Tegul k yra periodu� k11, . . . , k1l1 , . . . , kr1, . . . , krlr maºiausias bendras kartotinis. Apibr
eºiame matric¡

B =


a111 a112 ... a11l1 a122 ... a12l2 ... a1r1 a1r2 ... a1rlr
a211 a212 ... a21l1 a222 ... a22l2 ... a2r1 a2r2 ... a2rlr
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

ak11 ak12 ... ak1l1 ak22 ... ak2l2 ... akr1 akr2 ... akrlr

 ,

ir paºymime

κ =

r∑
j=1

lj .

Tada [19] darbe yra gautas toks rezultatas.

H teorema. Tarkime, kad sistema L(α1, . . . , αr) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² racionaliu�ju�
skai£iu� k	uno Q, ir tegul rank(B) = κ. Kiekvienam j = 1, . . . , r ir l = 1, . . . , lj, tegul Kjl yra kompak-
tinis juostos D poaibis su jungiuoju papildiniu, ir tegul fjl(s) yra tolydi funkcija aib
eje Kjl ir analizin
e
aib
es Kjl viduje. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

1≤j≤r
sup

1≤l≤lj
sup
s∈Kjl

|ζ(s+ iτ, αj ; ajl)− fjl(s)| < ε

}
> 0.

Antrame disertacijos skyriuje yra susilpninama rango s¡lyga H teoremoje. Tegul kj yra periodu�
kj1, kj2, . . . , kjlj , j = 1, . . . , r, maºiausias bendras kartotinis. Apibr
eºiame matric¡

Bj =


a1j1 a1j2 . . . a1jlj
a2j1 a2j2 . . . a2jlj
. . . . . . . . . . . .
akjj1 akjj2 . . . akjjlj

 , j = 1, . . . , r.

Tada antrasis pagrindinis disertacijos rezultatas yra tokia teorema.

2.1 teorema. Tarkime, kad aib
e L(α1, . . . , αr) yra tiesi²kai nepriklausoma vir² racionaliu�ju�
skai£iu� k	uno Q, ir rank(Bj) = lj, j = 1, . . . , r. Tegul Kjl ir fjl yra tokios pat, kaip ir H teore-
moje. Tada teisingas H teoremos tvirtinimas.

2.1 teoremoje, skirtingai nuo H teoremos, yra naudojama informacija, susijusi tik su αj , j =
1, . . . , r.
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Visos anks£iau min
etos dzeta ir L funkciju� jungtinio universalumo teoremos yra to paties tipo.
Pavyzdºiui, C teoremoje gautas jungtinis funkciju�, kurios turi Oilerio sandaug¡ pagal pirminius
skai£ius, universalumas, tuo tarpu, jungtinio universalumo teoremos periodin
ems Hurvico dzeta funkci-
joms sudaro grup¦ dzeta funkciju�, kurios neturi Oilerio sandaugos. H. Mi²u (H. Mishou) gavo [26]
jungtini� universalum¡ dzeta funkcijoms, kurios turi ir neturi Oilerio sandaugos. Toki� universalum¡
vadiname mi²riuoju universalumu. [26] straipsnyje jis i�rod
e jungtin¦ universalumo teorem¡ Rymano
bei Hurvico dzeta funkcijoms.

I teorema. Tarkime, kad skai£ius α yra transcendentusis. Tegul K1 ⊂ D,K2 ⊂ D yra kom-
paktiniai poaibiai su jungiaisiais papildiniais, f1(s) yra tolydi ir nelygi nuliui funkcija aib
eje K1 ir
analizin
e aib
es K1 viduje, ir tegul f2(s) yra tolydi funkcija aib
eje K2 ir analizin
e aib
es K2 viduje.
Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K1

|ζ(s+ iτ)− f1(s)| < ε,

sup
s∈K2

|ζ(s+ iτ, α)− f2(s)| < ε

}
> 0.

I teoremos apibendrinimas pateiktas [11] darbe. Tegul b = {bm : m ∈ N} yra periodin
e
kompleksiniu� skai£iu� seka su minimaliu periodu l ∈ N. Tada periodin
e dzeta funkcija ζ(s; b) pus-
plok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama eilute

ζ(s; b) =

∞∑
m=1

bm
ms

.

I² sekos b periodi²kumo randame, kad srityje σ > 1,

ζ(s; b) =
1

ls

l∑
j=1

bjζ

(
s,
j

l

)
.

�i lygyb
e duoda funkcijos ζ(s; b) meromor�ni� prat¦sim¡ i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡ su galimu
paprastuoju poliumi ta²ke s = 1 ir su reziduumu

b
def
=

1

l

l∑
j=1

bj .

Jei b = 0, tai ζ(s; b) yra sveikoji funkcija.
Primename, kad seka b yra multiplikatyvioji, jei b1 = 1 ir bmn = bmbn su visais tarpusavyje

pirminiais skai£iais m,n ∈ N. Funkcijos ζ(s; b) universalumas su multiplikatyvi¡ja seka b gautas [25]
darbe. �iuo atveju turime teorem¡, pana²i¡ i� A teorem¡.

[11] straipsnyje yra i�rodytas funkciju� ζ(s; b) ir ζ(s, α; a) jungtinis universalumas.

J teorema. Tarkime, kad seka b yra multiplikatyvi, kiekvienam pirminiam skai£iui p,

∞∑
l=1

|bpl |
p

l
2

≤ c < 1,

ir skai£ius α yra transcendentusis. Tegul K1,K2 ir f1(s), f2(s) yra tos pa£ios, kaip ir I teoremoje.
Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K1

|ζ(s+ iτ ; b)− f1(s)| < ε,

sup
s∈K2

|ζ(s+ iτ, α; a)− f2(s)| < ε

}
> 0.
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J teoremos daugiamatis variantas buvo gautas [20] darbe, t.y., buvo i�rodytas jungtinis dzeta
funkciju� ζ(s; b1), . . . , ζ(s; br1) ir ζ(s, α; a1), . . . , ζ(s, αr2 ; ar2) universalumas.

K teorema [20]. Tarkime, kad su visais j = 1, . . . , r1 seka bj yra multiplikatyvi, su kiekvienu
pirminiu skai£iumi p

∞∑
l=1

|bplj |
p

l
2

≤ cj < 1,

ir skai£iai α1, . . . , α2 yra algebri²kai nepriklausomi vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q. Visiems j =
1, . . . , r1, tegul Kj ⊂ D yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, ir tegul fj(s) yra tolydi nelygi
nuliui funkcija aib
eje Kj ir analizin
e aib
es Kj viduje. Visiems j = 1, . . . , r2, tegul K̂j ⊂ D yra
kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, ir tegul f̂j(s) yra tolydi funkcija aib
eje K̂j ir analizin
e
aib
es K̂j viduje. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

1≤j≤r1
sup
s∈Kj

|ζ(s+ iτ ; bj)− fj(s)| < ε,

sup
1≤j≤r2

sup
s∈K̂j

|ζ(s+ iτ, αj ; aj)− f̂2(s)| < ε

}
> 0.

Disertacijos 3 skyriuje apibendriname 2.1 teorem¡, prie funkciju� ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1; a1l1), . . . ,
ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr ) prid
edami Rymano dzeta funkcij¡ ζ(s).

3.1 teorema. Tarkime, kad skai£iai α1, . . . , αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² racionaliu�ju�
skai£iu� k	uno Q, rank(Bj) = lj, j = 1, . . . , r, o aib
es Kjl ir funkcijos fjl(s) yra tos pa£ios kaip ir 2.1
teoremoje. Tegul K ⊂ D yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu, ir tegul f(s) yra tolydi nelygi
nuliui funkcija aib
eje K ir analizin
e aib
es K viduje. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ)− f(s)| < ε,

sup
1≤j≤r

sup
1≤l≤lj

sup
s∈Kjl

|ζ(s+ iτ, αj ; ajl)− fjl(s)| < ε

}
> 0.

Disertacijos 4 skyriuje i�rodytos 3.1 teoremos analogas su funkcija ζ(s, F ) vietoje ζ(s). Tai yra
ºymiai sud
etingesnis atvejis, nes funkcijos ζ(s, F ) ir ζ(s, αj ; ajl) yra universalios skirtingose juostose
Dκ ir D. Primename, kad ζ(s, F ) yra normuotos svorio κ Hek
es tikrin
es formos F dzeta funkcija.

4.1 teorema. Tarkime, kad F yra normuota svorio κ Hek
es tikrin
e parabolin
e forma pilnosios
modulin
es grup
es atºvilgiu, skai£iai α1, . . . , αr yra algebri²kai nepriklausomi vir² racionaliu�ju� skai£iu�
k	uno Q, o rank(Bj) = lj, j = 1, . . . , r. Tegul K ⊂ Dκ yra kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu,
f(s) yra tolydi nelygi nuliui funkcija aib
eje Kκ ir analizin
e aib
es Kκ viduje, o visos aib
es Kjl ir
funkcijos fjl(s) yra tos pa£ios, kaip ir 2.1 teoremoje. Tada su kiekvienu ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|ζ(s+ iτ, F )− f(s)| < ε,

sup
1≤j≤r

sup
1≤l≤lj

sup
s∈Kjl

|ζ(s+ iτ, αj ; ajl)− fjl(s)| < ε

}
> 0.

Universalumo istorij¡ galima rasti labai informatyviame [5] straipsnyje, bei [30], [15], [24] darbuose.
Visi jungtinio universalumo teoremu� i�rodymai remiasi tikimybiniu metodu ir naudoja ribines teo-

remas apie silpn¡ji� tikimybiniu� matu� konvergavim¡ analiziniu� funkciju� erdv
eje bei ribinio mato atramu�
tose teoremose pavidal¡.
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I²vados.

1. Periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms ζ(s, α1; a1), . . . , ζ(s, αr; ar) su parametrais α1, . . . , αr,
kurioms aib
e L(α1, . . . , αr) = {log(m+αj) : m ∈ N0, j = 1, . . . , r} yra tiesi²kai nepriklausoma
vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q, yra teisinga jungtin
e universalumo teorema.

2. Periodin
ems Hurvico dzeta funkcijoms ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1; a1l1), . . . , ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr;
arlr ) su aibe L(α1, . . . , αr), tiesi²kai nepriklausoma vir² Q ir rango s¡lyga, susijusia tik su
parametru αj , j = 1, . . . , r, galioja jungtin
e universalumo teorema.

3. Rymano dzeta funkcijai ζ(s) ir periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� rinkiniui ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1;
a1l1), . . . , ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr ) su algebri²kai nepriklausomais vir²Q parametrais α1, . . . , αr
ir rango s¡lyga, susijusia tik su �ksuotu αj , j = 1, . . . , r, galioja jungtin
e universalumo teorema.

4. Normuotos Hek
es tikrin
es formos F pilnos modulin
es grup
es atºvilgiu dzeta funkcijai ζ(s, F ) ir
periodiniu� Hurvico dzeta funkciju� ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1; a1l1), . . . , ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr )
rinkiniui su algebri²kai nepriklausomais vir² k	uno Q parametrais α1, . . . , αr ir rango s¡lyga, susi-
jusia tik su �ksuotais αj , j = 1, . . . , r, galioja jungtin
e universalumo teorema.
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Summary

Let a =
{
am : m ∈ N ∪ {0}

}
be a periodic sequence of complex numbers. The periodic Hurwitz

zeta-function ζ(s, α; a), s = σ + it, with parameter α, 0 < α ≤ 1, is de�ned, for σ > 1, by the series

ζ(s, α; a) =

∞∑
m=0

am
(m+ α)s

,

and by analytic continuation elsewhere. Moreover, let ζ(s) denote the Riemann zeta-function, and let
ζ(s, F ) be the zeta-function attached to a normalized Hecke eigen cusp form of weight κ for the full
modular group.

In Chapter 1, the joint universality for periodic Hurwitz zeta-functions ζ(s, α1; a1), . . . , ζ(s, αr; ar)
with parameters α1, . . . , αr such that the set L(α1, . . . , αr) = {log(m+ αj) : m ∈ N0, j = 1, . . . , r}
is linearly independent over �eld of rational numbers Q is obtained.

In Chapter 2, the joint universality for periodic Hurwitz zeta-functions ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1; a1l1),
. . . , ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr ) with the set L(α1, . . . , αr) linearly independent over Q and a rank
condition related only to each �xed αj , j = 1, . . . , r, is proved.

In Chapter 3, the mixed joint universality for a collection ζ(s), ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1; a1l1), . . . , ζ(s,
αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr ) with algebraically independent over Q parameters α1, . . . , αr and a rank con-
dition related only to each �xed αj , j = 1, . . . , r, is obtained.

In Chapter 4, the mixed joint universality for a collection ζ(s, F ), ζ(s, α1; a11), . . . , ζ(s, α1; a1l1), . . . ,
ζ(s, αr; ar1), . . . , ζ(s, αr; arlr ) with algebraically independent over Q parameters α1, . . . , αr and a rank
condition related only to each �xed αj , j = 1, . . . , r, is proved.

All results of thesis are new. They improve or extend joint universality results for periodic Hurwitz
zeta-functions.
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