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Padékos
Dedikacija:

Skiriu §j darba savo téc¢iui Juozapui Andrikoniui, kuris noréjo
pabaigti doktorantura, taciau vietoj studijy pasirinko skirti dau-

giau laiko man, mano sesei ir broliui auginti.

Nuosirdziai dékoju visiems zmonéms, padéjusiems man siame darbe. Esu
nepaprastai dékingas savo daktaro darbo vadovui doc. habil. dr. Regiman-
tui Pliuskeviciui uz suteiktas zinias ir nuolatinj dalinimasi savo patirtimi.
Dékoju Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos instituto Pro-
gramy sistemy inzinerijos skyriaus Matematinés logikos sektoriaus mok-
slininkams ir savo kolegoms i§ Vilniaus Universiteto Matematikos ir infor-
matikos fakulteto uz vertingas diskusijas ir darbo tobulinimo pasitulymus.
Ypatingai noréciau padékoti disertacijos recenzentui dr. Romui Alonderiui
uz detalius atsiliepimus ir konsultacijas. Esu dékingas doc. dr. Stanislovui
Norgélai uz konstruktyvias pastabas ir dr. Adomui Birstunui uz pasidalini-
ma daktaro darbo gynimo patirtimi.

Nuolankiai dékoju savo seimai, be kurios Sis darbas buty buves nej-
manomas. Ypac¢ dékoju savo tévams Juozapui Andrikoniui ir Virginijai An-
drikonienei uz didziule moraline ir finansine parama. Esu be galo dékingas
savo zmonai Viktorijai ir dukrai Ievai uz supratinguma ir kantrybe, del

kuriy galéjau skirti laiko disertacijai.

Tyrimy sritis ir temos aktualumas

[vairios modalumo logikos placiai naudojamos informatikos ir dirbtinio in-
telekto uzdaviniams spresti. Viena is tokiy taikymo sri¢iy yra epistemo-
logija — mokslas apie zinias ir tikéjimg. Nors Ziniy modeliavimui daz-
niausiai naudojama modalumo logika S5, kai kuriose situacijose vietoj jos
pasirenkamos kitos modalumo logikos, pavyzdziui, S4. Yra sukurta daug
sistemy be pjuvio logikai S5, tac¢iau visos jos savaip pakeicia tipinj Gentzeno
tipo skai¢iavimg. Pavyzdziui, vienuose metoduose naudojami formuliy in-
deksai, kituose vietoje sekvencijy naudojami kitokie reiskiniai. Sios prob-
lemos nereikia spresti logikoje S4, kuriai yra sukurtas paprastas sekvenci-
nis skaic¢iavimas be pjuvio. Be to, yra zinoma, kad modalumo logika S5
gali buti trivialiai suvesta i 4, o jvykdomumo problema logikoje 5S4, yra
PSPACE-complete klasés. Pagrindiné siame daktaro darbe nagrinéjama
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logika yra S4, o gautieji rezultatai taip pat yra taikomi kitose episteminése
logikose K, Kj ir T.

Kaip bebuty, monomodalumo logikos S/ neuztenka, kad buty galima
modeliuoti daugelio agenty zinias, todél naudojamos multimodalumo logi-
kos. Taciau visavertei diskusijai apie daugiaagentes sistemas jy neuztenka,
nes jos neapraso skirtingy agenty ziniy saveikos. Siekiant modeliuoti sgveika
tarp agenty, logika 54, gali buti papildyta jvairiomis saveikos aksiomomis.
Pavyzdziui, [14] apraso galimus agenty Ziniy sarysius dviagentése sistemose.
Straipsnyje [13], analizuojama viena daugiaagenté sistema ir pasiuloma jai
pritaikyta aksioma. Keletas saveikos aksiomuy pateikiama [7]. Be to, [13][14]
apraso keleta daugiaagenciy sistemy agenty ziniy sagveikos scenarijy:

1. Sistema su centriniu apdorojimo jrenginiu. Sistemoje yra vienas agen-
tas (vadinamas centriniu, zymimas c¢), kuris zino viska, kas yra zi-
noma kitiems agentams. Siam scenarijui modeliuoti, j modalumo logika
jtraukiama aksioma (0,F D O.F'. Sioje disertacijoje ji vadinama cen-

trinio agento aksioma.

2. Sistema su skirtingos galios agentais. Agentai surusiuojami pagal ju
skaiciavimo pajégumus ir kiekvienas didesnio pajégumo agentas zino
viska, ka Zino ne toks pajéegus agentas. Sioje situacijoje modalumo
logika gali buti papildyta panasia aksioma 0;F D 0;F? kur i yra
mazesnio pajégumo agentas, negu j.

Sioje disertacijoje nagrinéjamas pirmasis atvejis. Pagrindinés to priezastys
yra dvi. Visy pirma, rezultatai pristatyti siame darbe gali buti pritaikyti
ir antrajam sgveikos atvejui. Antra, kaip parodyta disertacijoje, centrinio
agento modalumas modeliuoja paskirstyto zinojimo operatoriaus elgsena.
Paskirstyto zinojimo savoka pirma karta buvo panaudota straipsnyje [§] ir

yra placiai nagrinéjama.

Tyrimo tikslai

[vairiose logikose teiginiams iSvesti naudojami skirtingi metodai ir iSvedimo
paieskai palengvinti yra kuriamos ir naudojamos kompiuterinés programos.
Taciau, kad metoda galima buty perkelti | kompiutering programa, jis turi
buti algoritmiskas. Kitaip sakant, jis turi pasizymeéti dviem savybémis. Pir-

miausia, kiekviename zingsnyje turi buti numatytas vienintelis veiksmas,

1Jei agentas a zino F, tai centrinis agentas taip pat zino F.
2Jei agentas i zino I, tai agentas j taip pat zino F.



kurj reikia atlikti. Ir antra, iSvedimo paieska turi buti baigtiné abiem atve-
jais: jei iSvedimas sékmingas ir jei ne. Sio tyrimo pagrindinis tikslas —
sukurti tokj metoda nagriné¢jamai multimodalumo logikai S4,, su centrinio
agento aksioma.

Darbo tikslas ir uzduotys

Aprasant modalumo logika paprastai yra naudojami Hilberto tipo skaic¢iavi-
mai, kuriuose reikiamos logikos savybeés formuluojamos kaip skaic¢iavimo ak-
siomos ir kelios iSvedimo taisyklés. Nors tokj apibrézimo budg labai patogu
naudoti semantiniuose samprotavimuose, taciau isvedimo paieska naudo-
jant S] metoda kelia daug problemy. Todél Sioje disertacijoje naudojami
Gentzeno tipo skai¢iavimai (dar vadinami sekvenciniais skaic¢iavimais) ir
pirmoji uzduotis — sukonstruoti pilnus ir korektiskus sekvencinius skaicia-
vimus nagrinéjamoms logikoms. Kitas zingsnis — pakeisti sukonstruotus
skaic¢iavimus taip, kad jie buty algoritmiski. Siekiant jvykdyti sig uzduotj,
turi buti pasalintos visos nealgoritminés taisyklés (tokios, kaip pjuvis) ir
uztikrintas iSvedimo paieskos sekvenciniuose skaic¢iavimuose baigtinumas.
Nors pagrindinis disertacijos tikslas yra toks skaiciavimas multimodalumo
logikai 4, su centrinio agento aksioma, taciau tyrimo metu gauti panasus
rezultatai kitoms episteminems logikoms, tokioms kaip K,, T, ir K4, su
centrinio agento aksioma, todél jie taip pat yra pristatomi siame darbe.

Tiksliau, tyrimo metu buvo jvykdytos tokios uzduotys:

1. Sukurti pradiniai sekvenciniai skaic¢iavimai multimodalumo logikoms

K,, T,, K4, ir S4, su centrinio agento aksioma.
2. Sukurtiesiems skaic¢iavimams buvo jrodyta pjuvio eliminavimo teorema.

3. Irodytas sukurtyjuy bepjuviy skaiciavimy baigtinumas logikoms K, ir
T, su centrinio agento aksioma. Tuo tikslu logikos T, skaic¢iavimas

buvo nezymiai modifikuotas.

4. Sukurtas naujas isvedimo paieskos baigtinumo uztikrinimo metodas
tranzityvioms monomodalumo logikoms K/ ir S4. Gauti nauji baigtinés

iSvedimo paieskos sekvenciniai skai¢iavimai sioms logikoms.

5. Sukurtasis metodas pritaikytas tranzityvioms multimodalumo logikoms
K4, ir S4, su centrinio agento aksioma. Tokiu budu gauti nauji baig-

tinés isvedimo paieskos skaic¢iavimai sioms logikoms.
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Metodai

Pradiniai Gentzeno tipo skaiciavimai logikoms K,, T, K4, ir S4, su cen-
trinio agento aksioma yra isvesti i$ atitinkamy pilny ir korektisky Hilberto
tipo skaic¢iavimy. SkaiCiavimy pilnumas ir korektiskumas jrodytas, pa-
rodant Gentzeno tipo ir Hilberto tipo skai¢iavimy ekvivalentumg. Dau-
gumos skaic¢iavimo taisykliy apver¢iamumas ir silpninimo bei kartojimo
strukturiniy taisykliy leistinumas panaudotas pjuvio eliminavimo teoremos
irodyme. ISvedimo paieskos baigtinumas sukurtajame skaiciavime multimo-
dalumo logikai K, su centrinio agento aksioma jrodomas parodant sekven-
cijos ilgio mazéjimg einant iSvedimo paieskos medziu aukstyn.

Siekiant gauti baigtine iSvedimy paieska skaic¢iavimuose kitoms nagriné-
jamoms logikoms buvo sukurti nauji metodai panaudojant zZymes ir indek-
sus. Idéja naudoti zZymes ir indeksus sekvenciniuose skaiciavimuose buvo
naudota dar [I0]. Siame darbe siekiant apriboti refleksyvumo taisykliy
taikymus, naudojama zymé *x. To pakanka logikai T, su centrinio agento
aksioma. Kita vertus, tranzityvumo aksioma L F' D [];[]; F' sukelia daugiau
problemy ieskant, kurioje vietoje pabaigti iSvedimo paieska logikose K/, ir
S4, su centrinio agento aksioma. Todél be zZymés * naudojami indeksai,
kurie leidzia sekti kiekvieng modalumo jeitj, kuri gali tapti ciklo priezas-
timi. Be to indeksuoty modalumo jei¢iy zymeés rodo, kada tranzityvumo
taisyklé buvo taikyta tai paciai formulei paskutinj karta. Galiausiai, nau-
dojami formuliy numeriai, kurie zymi, kada formulé pirmg karta atsirado
iSvedime. Indeksai, Zymeés ir formuliy numeriai naudojami siekiant apriboti
tranzityvumo taisyklés taikyma.

Siekiant pademonstruoti, kad sukurtieji baigtinés iSvedimo paieskos skai-
¢iavimai yra pilni ir korektiski, jrodomas ekvivalentumas tarp bepjuvio ir
baigtinés iSvedimo paieskos sekvencinio skaiciavimo. Tai, kad iSvedimo
paieska skaiciavimuose visada yra baigtiné, jrodoma pademonstruojant, kad

kylant isvedimo medziu mazéja sutvarkyto rinkinio reiksme.

Mokslinis naujumas

Sioje disertacijoje pristatomi nauji sekvenciniai skai¢iavimai multimoda-
lumo logikoms K,, T,, K4, ir S4, su centrinio agento aksioma ir mono-
modalumo logikoms Kj ir S4. Logikai S4 yra sukurta daug skaiciavimuy,
kuriuose iSvedimo paieska yra baigtiné. Pavyzdziui, [9] pasiulytas naujas
istorijy metodas, Siuo metu ypac placiai naudojamas jvairiose episteminése
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logikose. Taciau kaip nurodyta straipsnyje, néra aisku, kaip sj metoda pri-
taikyti multimodalumo logikai S4,. Be to, autoriui néra zinomas baig-
tinés iSvedimo paieskos skaic¢iavimas multimodalumo logikai 54, su cen-
trinio agento aksioma. Nors jvairus skaiciavimai multimodalumo logikoms
su saveikos aksiomomis yra nagrinéjami, taciau baigtinés iSvedimo paieskos
skaiciavimas logikai S4,, su centrinio agento aksioma niekur néra pateiktas.
Pavyzdziui, yra sukurti baigtiniai skaiciavimai logikai KD/5,, su jvairiomis
saveikos aksiomomis. Taip pat yra pateikti bepjuviai sekvenciniai skai-
¢iavimai multimodalumo logikoms K,, T, ir S4, su paskirstyto zinojimo
operatoriumi, kuris, kaip jau minéta, yra analogiskas centrinio agento zi-
nojimo operatoriui. Pagal Siuos skaiciavimus nesunkiai galima sukonstruoti
bepjuvi skaic¢iavimg logikai K4, su centrinio agento aksioma. Taciau, miné-
tuose skaiciavimuose logikoms K4, ir 54, iSvedimo paieska ne visada yra
baigtine.

Svarbiausias disertacijos rezultatas yra sukurtas naujas zZymiy ir indeksy
metodas tranzityvioms monomodalumo ir multimodalumo logikoms, ku-
riame naudojami (1) modalumo jei¢iy indeksai, (2) indeksuoty modalumo
jei¢iy zymés, (3) zymés * ir (4) formuliy numeriai. Nors zymiy ir indeksy
panaudojimas néra nauja idéja, taciau siame darbe jos naudojamos nauju ir
originaliu biidu. Sis naujas metodas leidzia uztikrinti, kad isvedimo paieska
visada yra baigtiné. Disertacijoje naujasis metodas yra pritaikytas baigtinés
iSvedimo paieskos sekvenciniuose skaiciavimuose tranzityvioms monomoda-
lumo logikoms K4 ir S4, o taip pat tranzityvioms multimodalumo logikoms
K4, ir S4, su centrinio agento aksioma.

Galiausiai, siame darbe pristatyti rezultatai gali buti pritaikyti ir ki-
toms multimodalumo logikoms. Pirmiausia, pasalinus centrinj agenta, gau-
nami baigtinés iSvedimo paieskos skaic¢iavimus multimodalumo logikoms K,
T,, K4, ir S4,. Be to, naujasis iSvedimo baigtinumo uztikrinimo metodas
gali buti naudojamas kuriant Gentzeno tipo skaic¢iavimus minétoms mo-
nomodalumo logikoms su kitokiomis saveikos aksiomomis. Pvz., ji galima
buty pritaikyti sistemai su skirtingos galios agentais, aprasytai disertacijos

pradzioje.
Ginamieji teiginiai
Gynimui pateikiami Sie teiginiai:
1. Sukurtieji Gentzeno tipo skaic¢iavimai multimodalumo logikoms K,,, T},
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K4

agento aksiomg jterpti j sekvencinius skaiciavimus nesukeliant prob-

n ir 84, su centrinio agento aksioma demonstruoja kaip centrinio

lemy pjuvio eliminavime.

2. Sukurtas naujas metodas baigtinei iSvedimo paieskai gauti. Pritaikius
Si metoda sukurti nauji baigtinés isvedimo paieskos Gentzeno tipo skai-

¢iavimai tranzityvioms monomodalumo logikoms K4 ir S4.

3. Sis naujasis metodas yra prapléstas ir panaudotas sukurti naujus baig-
tinés iSvedimo paieskos Gentzeno tipo skaiciavimus tranzityvioms mul-
timodalumo logikoms K4, ir §4, su centrinio agento aksioma. Dalis
sio metodo idéjy yra panaudota sukurti tokj skaic¢iavimg logikai T}, su

centrinio agento aksioma.

Rezultaty aprobavimas

Disertacijos rezultatai pateikti 6 moksliniuose straipsniuose. 2 straipsniai
([2, [4]) yra leidiniuose, jtrauktuose i Scientific Master Journal (ISI) sarasa.
Kiti straipsniai ([I, 3,5, 6]) yra tarptautiniuose recenzuojamuose leidiniuose.

Tarpiniai rezultatai taip pat yra pristatyti 4 mokslinése konferencijose ir
Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos instituto Programy sis-
temy inzinerijos skyriaus Matematinés logikos sektoriaus organizuojamuose

seminaruose.

Disertacijos struktura

Pirmajame skyriuje pateikiami pradiniai Hilberto tipo ir Gentzeno tipo skai-
¢iavimai klasikinei, monomodalumo ir multimodalumo logikoms, apibreézia-
mi keli svarbus matai, o taip pat jrodoma keletas mineéety skaiciavimy savy-
biy. Vienos is svarbiausiy savybiy — tai daugumos sekvenciniy skaiciavimy
taisykliy apver¢iamumas ir silpninimo bei kartojimo strukturiniy taisykliy
leistinumas pateiktuose sekvenciniuose skai¢iavimuose.

Antrajame skyriuje pristatoma centrinio agento aksioma ir parodomas
centrinio agento ziniy rysSys su paskirstytomis ziniomis. Toliau pateikiami
Hilberto tipo skaiciavimai multimodalumo logikoms K,, T,, K4, ir S4,
su centrinio agento aksioma. IS pateiktyjy skaiciavimy iSvedami Gentzeno
tipo skaic¢iavimai ir jrodomas jy ekvivalentumas. Paskutiniame Sio skyriaus
poskyryje visiems nagrinéjamiems sekvenciniams skaiciavimams jrodoma

pjuvio eliminavimo teorema.



Treciajame skyriuje pateikiami baigtinés iSvedimo paieskos sekvenciniai
skaic¢iavimai visoms nagrinéjamoms logikoms ir jrodoma, kad iSvedimo pa-
ieska juose yra baigtiné. IS tiesy, iSvedimai bepjuviame skaic¢iavime logikai
K, su centrinio agento aksioma jau yra baigtiniai, o bepjuviame skaic¢iavi-
me logikai T, reikia tik nedideliy pakeitimy. Kad disertacija buty aiskesne,
pries nagringjant multimodalumo logikas K/, ir S4, su centrinio agento
aksioma, pristatomi baigtinés iSvedimo paieSkos skaiciavimai monomoda-
lumo logikoms K/ ir S4. Sitame skyriuje taip pat jrodomas visy naujujy
skaiciavimy pilnumas ir korektiskumas.

Disertacijos priede pateikiamas lemos apie keliy formuliy isvedamuma

Hilberto tipo skaic¢iavimuose jrodymas.

Pradiniai skaid¢iavimai

Siame skyriuje pristatomi apibrézimai ir lemos, kuriais bus remiamasi visoje
disertacijoje. Siame skyriuje pristatyti rezultatai néra gauti autoriaus.

Klasikinés teiginiy logikos (PC') formulé apibréziama tradiciniu rekur-
syviu budu naudojant operatorius — (neigimas), A (konjunkcija), V (dis-
junkcija) ir D (implikacija). Disertacijoje formulés Zymimos didZiosiomis
lotyniskos abécéleés raidémis (F, G, H, F1,...), propoziciniai kintamieji zy-
mimi mazosiomis lotyniskos abécélés raidémis (p, ¢, 7, p1, ... ).

Formulés F' tapatus teisingumas klasikinéje logikoje apibréziamas tradi-
ciskai naudojant interpretacijos funkcija, kuri priskiria formulés F' propo-
ziciniams kintamiesiems reikSme T (teisinga) arba L (neteisinga). Jei su
bet kuria interpretacija formulé teisinga, laikoma, kad ji tapaciai teisinga ir
Zymima Fpo F.

Tikrinti formulés tapac¢iam teisingumui yra naudojami jvairus metodai.
Siame darbe nagrinéjami Hilberto ir Gentzeno tipo skai¢iavimai.

Hilberto tipo skaic¢iavimas logikai PC' (zymimas HPC) apibréziamas taip,
kaip [II]. Jeigu imanoma sukonstruoti formulés F' iSvedima skaic¢iavime
HPC, sakoma, kad formulé F' yra iSvedama ir zymima Fgpo F'.

Sakoma, kad skaiciavimas C logikai £ yra korektiskas, jei bet kuriai for-
mulei F' teisinga, kad jei F¢ F, tai Fy F. Sakoma, kad skai¢iavimas C
logikai £ yra pilnas, jei bet kuriai formulei F' teisinga, kad jei F, F, tai
e F. Skaic¢iavimo HPC pilnumas ir korektiskumas parodytas [11].

Hilberto tipo skaiciavimai yra patogus semantinéje diskusijoje, taciau
sukonstruoti formules iSvedimo medj paprasciau yra Gentzeno tipo skaicia-
vimuose. Sie skai¢iavimai naudoja sekvencijas: reiskinj I' — A, kur ' ir A
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yra formuliy multiaibés, I' vadinama antecedentu, o A sukcedentu. Todél
Gentzeno tipo skai¢iavimai dar vadinami sekvenciniais skai¢iavimais. Siame
darbe sekvencijos bus zymimos raide S (su indeksu ar be jo), o multiaibés
— didziosiomis graikiskos abécélés raidémis (I', A, X, I'y).

Sekvencijai S ="' — A atitinkanti formulé Cor(S) yra lygi F' O G, kur
F yra visy I'" formuliy konjunkcija, o G — visy A formuliy disjunkcija.
Jei I' = @, tai Cor(S) = G, jei A = &, tai Cor(S) = —F. Sakoma, kad
sekvencija S yra tapaciai teisinga (rasoma FpcS), jei Fpc Cor(S).

Sioje disertacijoje naudojamas sekvencinis skai¢iavimas logikai PC' (Zy-
mimas GPC), kuris yra pateiktas [I0]. Sio skai¢iavimo taisyklés vadinamos
loginémis.

Sekvenciniame skaic¢iavime siekiant iSvesti sekvencija yra bandoma su-
konstruoti iSvedimo medj. Sekvencijos S isvedimo paieskos medis — tai
medis, kurio mazguose yra sekvencijos, Saknis (esanti apacioje) yra S, ir
jei mazgas, kuriame yra sekvencija S7 turi vaiky, tai S; yra kurios nors
skai¢iavimo taisyklés taikymo isvada, o visuose mazgo vaikuose yra visos
sio taikymo prielaidos. Jeigu visi sekvencijos S isSvedimo paieskos medzio
lapai yra skaiciavimo aksiomos, tai Sis medis vadinamas sekvencijos S is-
vedimo medziu. Jeigu sekvenciniame skaiciavime C egzistuoja sekvencijos
S iSvedimo medis, sakoma, kad sekvencija S yra iSvedama skaiciavime C ir
rasoma ¢ S.

Paprastai sekvenciniame skaiciavime sekvencijos S iSvedimo medzio pa-
ieska pradedama nuo sekvencijos S ir taikant skaiciavimo taisykles siekiama
gauti aksiomas, taigi Sioje disertacijoje sakoma, kad sekvencinio skai¢iavimo
taisykle yra taikoma isvadai ir gaunamos jos prielaidos.

Sakoma, kad sekvencinis skaic¢iavimas C logikai £ yra korektiskas, jei bet
kuriai sekvencijai S teisinga, kad jei ¢ .S, tai F,.S. Sakoma, kad sekvencinis
skaic¢iavimas C logikai £ yra pilnas, jei bet kuriai sekvencijai S teisinga, kad
jei Ep S, tai F¢ S. Skaiciavimo GPC pilnumas ir korektiskumas parodytas
[10].

Modalumo logika papildo klasikinés teiginiy logikos PC' formulés api-
brézimg butinumo modalumu 0. Galimumo modalumas ¢ iSreiskiamas
per [J: israiskag OQF turi ta pacig prasme kaip ir —[J—F. Norint api-
brézti modaliniy formuliy teisinguma yra naudojama Kripke struktura: tre-
jetas (W, R, ®), kuriame W yra pasauliy aibé, R yra dvinaris sarysis tarp
pasauliy, o ® yra interpretacijos funkcija, priskirianti kiekvienam formulés
propoziciniam kintamajam reikSme T arba L kiekviename pasaulyje. Krip-
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ke strukturos dvejetas (W, R) vadinamas freimu.

Hilberto tipo skai¢iavimas silpniausiai modalumo logikai K (Zymimas
HK) gaunamas prie HPC aksiomu prijungus aksioma (K): O(F O G) D
(OF D OG) ir taisykle NG: TFJ; . Skaic¢iavimai logikoms T, Kj ir S/
(atitinkamai HT, HK/ ir HS/) gaunami skai¢iavima HK papildzius viena
arba abiem i$ aksiomy (7): OF D F (refleksyvumas) ir (4): OF D OOF
(tranzityvumas). HT = HK + (T), HK} = HK + (4), HS{ = HT + (4) =
HK4+ (T).

Apibréziant formulés tapaty teisingumg modalumo logikose atsizvelgia-
ma j papildomus reikalavimus, kuriuos kelia aksiomos Kripke strukturos
freimams. Fx F, jei F' teisinga kiekviename bet kurios Kripke strukturos
pasaulyje. Fp F', jei F' teisinga kiekviename bet kurios Kripke strukturos
su refleksyviu freimu pasaulyje. Fg, F', jei F' teisinga kiekviename bet
kurios Kripke strukturos su tranzityviu freimu pasaulyje. Fg; F, jei F
teisinga kiekviename bet kurios Kripke strukturos su refleksyviu ir tranzi-
tyviu freimu pasaulyje.

Sekvenciniai skaic¢iavimai logikoms K, T, K4 ir S4 (atitinkamai GK, GT,
GKJ ir GS/) yra gaunami skaiciavima HPC papildzius modalinémis taisy-

klémis:
logikos K atveju taisykle:
I'y - F

O
.00, = AOF )
logikos K/ atveju taisykle:
FQ, DFQ — F (= )
Fl, 'y — A, UF
logikos T atveju taisyklémis:
FOFT — A Iy - F
) Y D |:|
FroA P IO, o Ao O
logikos S/ atveju taisyklémis:
FOFT — A Oy — F
Y 9 |:|
OFT 5 A ©7  T.0h, = AOF )

Skaic¢iavimuose GTir GS4 taisyklé (O —) vadinama refleksyvumo taisykle,
o skaic¢iavimuose GKJ ir GS4 taisyklé (» O) vadinama tranzityvumo taisykle.
Analizuojant daugelio agenty zinias, naudojama multimodalumo logika.
Tokiu atveju agento [ zinias zymi operatorius [J; ir klasikinés logikos for-
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mulés apibrézimas papildomas Siuo operatoriumi. Tokiu atveju kinta ir
Kripke strukturos apibrézimas: jei agenty yra n, tai Kripke struktura yra
rinkinys (W, Ry, ..., Ry, @), kur W yra pasauliy aibé, R;, yra i-ojo agento
dvinaris sarysis tarp pasauliy, o ® yra interpretacijos funkcija, priskirianti
kiekvienam formulés propoziciniam kintamajam reikSme¢ T arba L kiekvie-

name pasaulyje.

Formuliy tapatus teisingumas multimodalumo logikose K, T, K4, ir
S4, apibréziamas analogiskai kaip ir monomodalumo logikose. Hilberto
tipo skaiCiavimai multimodalumo logikoms K,, T,, K/, ir S4, (zymimi
HK,, HT,, HK/, ir HS4,) gaunami monomodaliniuose skai¢iavimuose HK,
HT, HK4 ir HS/ monomodalinj butinumo operatoriy [] pakeitus multi-
modaliniu [J;. Analogiskai iS monomodaliniy skaiciavimy GK, GT, GK4 ir
('S4 gaunami multimodaliniai sekvenciniai skai¢iavimai GK,,, GT,, GK},, ir
GS4,. Norint pabreézti, kad refleksyvumo (tranzityvumo) taisyklé taikoma
butent operatoriui [J;, §i taisyklé vadinama [-refleksyvumo (atitinkamai
[-tranzityvumo).

Isvedimo paieskos medzio aukstis apibréziamas tradiciskai rekursiskai.
Formulés ilgis yra loginiy operatoriy skaicius joje. Sekvencijos ilgis yra lygus
visy sekvencijos formuliy ilgiy sumai. TradiciSskai apibréziamos teigiamos
ir neigiamos formuliy, poformuliy ir operatoriy jeitys sekvencijoje. Sis api-
brézimas ir sekvencinio skaiciavimo taisykliy forma uztikrina, kad teigiama
(neigiama) poformulio jeitis savarankiska formule gali buti tik sukcedente

(atitinkamai antecedente).

Taisykleés leistinumas skaic¢iavime reiskia, kad bet kuri formulé yra iSveda-
ma skaiciavime su leistina taisykle tada ir tik tada kai ji yra iSvedama skai-
¢iavime be Sios taisyklés. Disertacijoje jrodomas keleto taisykliy leistinumas

Hilberto tipo skaic¢iavimuose ir silpninimo strukturiniy taisykliy:

I - A
I > A F

I - A

Fr oA ")

(= w)

leistinumas sekvenciniuose skaic¢iavimuose.

Tradiciniuose sekvenciniuose skai¢iavimuose vykdant iSvedimo paieska
yra butina grjzti ir patikrinti visus jmanomus taisykliy taikymus kiekvienai
sekvencijai. To iSvengti padeda apverciamos taisyklés. Taisyklé laikoma
apverciama, jeigu prielaida iSvedama tada ir tik tada, kai iSvedama isvada.
Disertacijoje parodoma, kad visos loginés ir refleksyvumo taisyklés visuo-
se apibréztuose sekvenciniuose skaiiavimuose yra apverciamos. Sis faktas
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panaudojamas jrodyti kartojimo strukturiniy taisykliy leistinumui:

FET A Do AFRF
FT > A ¢ I > AF

(=<

Taciau pagrindiné multimodalumo sekvenciniy skaic¢iavimy problema: is-
vedimo paieskos baigtinumas. Sakoma, kad skaic¢iavimas yra baigtinés is-
vedimo paieskos, jeigu bet kokiai formulei galima sukonstruoti tik baigtinj
skaiciy iSvedimo paieSkos medziy ir nejmanoma sukonstruoti né vieno be-
galinio iSvedimo paieskos medzio. Jei visi iSvedimo paieskos medzio lapai
yra arba skaic¢iavimo aksiomos, arba sekvencijos, kurioms nejmanoma pri-
taikyti jokios skaiciavimo taisyklés, sakoma, kad iSvedimo paieskos medis
yra baigtas. Baigtinés iSvedimo paieskos skaic¢iavimuose visada jmanoma
pasakyti, ar sekvencija iSvedama, ar ne. Tam uztenka patikrinti kiekvieng
baigta iSvedimo paieskos med;.

Nesunku parodyti, kad GPC, GK ir GK,, yra baigtinés iSvedimo paieskos
skaic¢iavimai.

Pradiniai skaiciavimai multimodalumo logikoms su sgveika

Saveika tarp agenty yra modeliuojama jvairiais budais. Sioje disertacijoje
nagrinéjama daugiaagenté sistema su centriniu agentu, kuris zino viska, kas
zinoma kitiems agentams. Tokia sistema yra prasminga tik jeigu yra trys
arba daugiau agenty: vienas centrinis ir du kiti.

Siame darbe centrinis agentas Zzymimas raide ¢, kiti agentai — raide
a, o bet kuris agentas (centrinis arba ne) — raide /. Cia nagrinéjama
saveikg atitinka centrinio agento aksioma (C): O,F D O.F. Zinoma §i ak-
sioma taip pat kelia papildomy reikalavimy multimodalumo logikos Kripke
strukturos freimams. Nesunku jsitikinti, kad Si aksioma teisinga bet ku-
rioje strukturoje su freimu (W, R., R1,. .., R,), kuris tenkina savybe R, C
Nae[1,n] Ra- Taciau sig savybe jmanoma dar labiau susiaurinti. Disertacijoje
jirodoma, kad formulé gali buti teisinga bet kurioje Kripke strukturoje su
freimu (W, R¢, R1, ..., Ra), kur Re C Naefi,n) Ra, tada ir tik tada, jei ji yra
teisinga bet kurioje Kripke strukturose su freimu <WI, R/C, R/l, e ,R;L>, kur
RIC = Nae[t,n] R; Savybeé R/C = Naeli,n] R/a darbe vadinama centrinio agento
savybe.

Hilberto tipo skai¢iavimai multimodalumo logikoms K,, T, K4, ir 54,
su centrinio agento aksioma (Sios logikos Zymimos atitinkamai K, T;, K/,
ir S4,) yra gaunami prie skaic¢iavimy HK,, HT,, HK4,, ir HS/,, pridéjus cen-
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trinio agento aksioma (C). Gautieji skaic¢iavimai zymimi HK;, HT,, HK/,
ir HS4,.

Kaip minéta, formuliy tapatus teisingumas multimodalumo logikose su
centrinio agento aksioma apibréziamas analogiskai, kaip ir atitinkamose
multimodalumo logikose be sgveikos, taciau Kripke struktury freimai pa-
pildomai turi tenkinti centrinio agento savybe.

IS tiesy centrinio agento zinojimo operatorius yra analogiskas paskirstyto
Zinojimo operatoriui D. [traukiant Sj operatoriy j Hilberto tipo skaiciavimus
pridedama aksioma ,F D DF'. Be to, taip pat pridedama aksioma (Kj),
kur operatorius [J; pakei¢iamas j D, ir kitos analogiskai pakeistos modalinés
aksiomos, galiojancios nagrinéjamoje logikoje. Formulés DF' apibrézimas
visiskai atitinka formulés (. F' apibrézimg, turint omenyje centrinio agento
savybe, kurig turi tenkinti Kripke strukturos freimas. Kadangi taip sudaryti
Hilberto tipo skaic¢iavimai logikoms K,,, T, K4, ir S4, su paskirstyto zino-
jimo operatoriumi yra pilni ir korektiski, galima daryti iSvada, kad skaicia-
vimai HK,, HT,, HK/, ir HS/, taip pat yra pilni ir korektiski.

Sekvenciniai skaiciavimai logikoms K, T;, K/, ir S4, (zymimi GK; cut,
GT,cut, GK4,cut iv GS4,cut) yra gaunami i$ analogisky multimodaliniy
sekvenciniy skaic¢iavimy GK,,, GT,, GK4, ir GS4,, pridéjus pjuvio taisykle:

I > AF  FII— A
I — ACA

(cut F)
Ir taisykles centrinio agento zinojimo operatoriui, priklausancias nuo logi-
kos:

skaiciavimy GK; cut ir GT cut atveju:

FQ — F
Fl, D*FQ — A, DCF

(= 0)

skaiciavimo GK4, cut atveju:

Ty, O, — F
Fl, U9 — A, . F

skai¢iavimo G54, atveju:

(= 1)

Uy — F
Fl, LIy — A, L F

Cia multiaibe O0,Ty = O, F,...,0, Fk, kur k > 0 ir I; yra bet koks
agentas visiems j € [1, k].

(=09
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Tradiciniu budu galima parodyti, kad silpninimo strukturiné taisyklé
yra leistina nagrinéjamuose multimodaliniuose skaiciavimuose su centrinio
agento aksioma. Naudojantis tuo, galima parodyti, kad visos Siy skaicia-
vimy taisykles, isskyrus (cut F), (- 0,) ir (- 0% yra apverciamos.

Taisykliy apverc¢iamumas yra naudojamas parodant skaiciavimy pilnuma.
Kadangi visos tapaciai teisingos logikos K, (715, K/,, S4.) formulés yra
iSvedamos Hilberto tipo skaiciavime HK (atitinkamai HT,, HK/,, HS4,)
— tai seka iS Siy skaic¢iavimy pilnumo, — vadinasi norint parodyti sekvenci-
nio skaiciavimo GKj cut (atitinkamai GT;, cut, GK4, cut, GS4, cut) pilnuma,
uztenka parodyti, kad visos formulés, kurios iSvedamos Hilberto tipo skai-
¢iavime, yra iSvedamos ir Gentzeno tipo skaidiavime. Sioje disertacijoje
tai jrodoma matematine indukcija pagal formulés isvedimo Hilberto tipo
skaic¢iavime aukstj.

IS tiesy, visos Hilberto tipo skaic¢iavimo aksiomos yra iSvedamos ana-
logiskuose Gentzeno tipo skaiciavimuose. Abiejy Hilberto tipo skaicia-
vimo taisykliy taikymai gali buti pakeisti analogisko sekvencinio skaicia-
vimo taisykliy taikymais. Taisyklés MP taikymas turint omenyje loginiy
taisykliy apver¢iamuma gali buti pakeistas pjuvio taisyklés taikymu:

— FDOG
d gDGi S F FoG up
— G

O taisykles NG, taikymas — sekvencinio skaic¢iavimo taisykles (- 0,) taiky-

mu.

F . — F O
0F b T SoF O™

To uztenka, norint parodyti Gentzeno tipy skaic¢iavimy GK; cut, GT cut,
GK/, cut ir GS4; cut pilnuma.

Irodant siy skaiciavimy korektiskumg, naudojamas panasus metodas:
irodoma, kad jei sekvencija iSvedama sekvenciniame skaic¢iavime, tai ja
atitinkanti formulé yra iSvedama ir atitinkamame Hilberto tipo skaic¢iavime.
Tokiu atveju is Hilberto tipo skaic¢iavimy korektiSkumo seka ir sekvenciniy
skaiciavimy korektiskumas. Nesunku parodyti, kad sekvencinio skaic¢iavimo
aksiomg atitinkanti formulé yra iSvedama nagrinéjamuose Hilberto tipo
skai¢iavimuose. Taciau sekvencinio skaiciavimo taisykliy taikymus reikia
keisti Hilberto tipo isvedimo fragmentais. Sie fragmentai yra pakankamai
ilgi, todél pirmiausia yra parodomas keliy taisykliy leistinumas ir keliy for-
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muliy iSvedamumas nagrinéjamuose Hilberto tipo skai¢iavimuose. Dalis Siy
irodymy yra perkelti j disertacijos prieda. Panaudojant siuos papildomus
rezultatus disertacijoje jirodomas skai¢iavimy GK cut, GT; cut, GK4; cut it
GS/, cut korektiskumas. Didzioji dalis Sio jrodymo yra bendra visiems ke-
turiems skaiciavimams, tac¢iau del skirtingy taisykliy butinumo operatoriui

irodymai siek tiek skiriasi.

Nors skaic¢iavimai GK| cut, GT, cut, GK/, cut ir GS4, cut yra pilni ir ko-
rektiski, taciau isvedimo paieska juose néra baigtiné. Taip yra visy pirma
dél pjuvio taisyklés: kadangi neribojama galimy pjuvio formuliy aibé, todél
bet kokiai sekvencijai Sig taisykle galima taikyti be galo daug karty renkan-
tis vis kitg pjuvio formule. Vienas iS sprendimy buty apriboti Sios taisykles
taikymus. Taciau dél to, kad sekvenciniuose skaiciavimuose multimodalumo
logikoms be saveikos GK,, GT,, GK/, ir GS4, pjuvio taisyklés néra, ir del
to, kad skaiciavimuy GK cut, GT,cut, GK4,cut ir GS4, cut taisyklé (— 0°)
yra panasi j taisykle (- 0,), pjuvio taisykle is siy skaic¢iavimy taip pat yra
imanoma eliminuoti. Sekvenciniai skai¢iavimai be pjuvio logikoms K, T

Ky, ir 84, zymimi GK,, GT,, GK4, ir GS4,.

Skaiciavimy GK,, GT,, GK{, ir GS4, korektiskumas akivaizdus ir seka
is skaiciavimy GK; cut, GT,cut, GK4,cut ir GS4, cut korektiskumo. Tuo
tarpu norint jrodyti pilnuma, tenka jrodinéti pjuvio eliminavimo teoremg.
Pries pradedant jrodyma, yra parodomas silpninimo strukturiniy taisykliy
leistinumas, loginiy ir refleksyvumo taisykliy apver¢iamumas ir kartojimo
struktiiriniy taisykliy leistinumas. Siais rezultatais yra naudojamasi pjiivio

eliminavimo teoremos jrodyme.

Pjuvio eliminavimo teoremoje yra nagrinéjami tik tie iSvedimo medziai,
kuriuose yra tik vienas pjuvio taisyklés taikymas, kuris yra pacioje iSvedimo
medzio apacioje. Veéliau indukcijos pagal pjuvio taisyklés taikymy kiekj pa-
galba siuos rezultatus galima pritaikyti bet kuriam isvedimo medziui. Teore-
mos jrodymui naudojama indukcija pagal sutvarkyta pora (1(F'), h), kur 1( F)
yra pjuvio formulés ilgis, o h — pjuvio taisyklés taikymo kairés ir desineés
prielaidy iSvedimo medziy auksciy suma. [rodymas taip pat priklauso nuo
logikos, taciau didelé jo dalis yra bendra visoms keturioms logikoms K, 7%
KJ; ir S4;. Disertacijoje pilnai pateikiamas pjuvio eliminavimo teoremos
irodymas logikai K|, o tada nurodoma, kokius pakeitimus Siame jrodyme
reikia padaryti, norint gauti jrodymus logikoms 7%, K4, ir S4.. Pjuvio

eliminavimo teorema jrodo bepjuviy skaiciavimy pilnuma.
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Baigtinés iSvedimo paieskos skaic¢iavimai multimodalumo logikoms su

saveika

I$ gautyju becikliy sekvenciniy skaiciavimuy GK;, GK4,, GT, ir GS4, is-
vedimo paieska yra baigtiné tik skai¢iavime GK®. Siame skyriuje tai yra
irodoma, o taip pat pateikiami nauji baigtinés iSvedimo paieskos skaiciavi-
mai logikoms T, K/, ir S4,.

Pirmiausia jrodoma, kad isvedimo paieska skai¢iavime GK| visada yra
baigtine. IS tiesy, nesunku jsitikinti, kad visose Sio skaiciavimo taisyk-
lése prielaidoje yra ne daugiau formuliy, negu isvadoje. Be to, pagrindi-
né formule, esanti iSvadoje turi bent vienu loginiu operatoriumi daugiau,
negu Soniné formulé taisyklés prielaidoje. Galiausiai, jokia skaic¢iavimo
taisykle negali buti pritaikyta sekvencijai, kurioje néra loginiy operatoriy
(tik propoziciniai kintamieji). Taigi, einant isvedimo paieskos medziu i3
apacios j virsy, sekvencijos ilgis visada mazeéja, tac¢iau jis negali buti mazes-
nis uz nulj. Taigi, bet koks iSvedimo paieskos medis Siame skaiciavime
yra baigtinis. Be to, kiekvienai sekvencijai jmanoma pritaikyti tik baigti-
nj taisykliy skaiciy, taigi galima daryti iSvada, kad skaiciavimas GK, yra
baigtinés iSvedimo paieskos skaiciavimas.

Kaip ten bebuty, skai¢iavime G T}, iSvedimo paieska nebutinai yra baigti-
né. Sio skai¢iavimo iSvedimo paieskos medziuose gali atsirasti cikly. Ciklas
— tai iSvedimo paieskos medzio sakos dalis tarp sekvencijy 57 ir Sy tokiy,
kad 59 yra auksciau medyje, negu Sy ir Sy galima gauti pritaikius kartojimo
strukturines taisykles sekvencijai S;. Jeigu jmanoma sukonstruoti viena
ciklg, vadinasi bus jmanoma sukonstruoti jy ir daugiau ir tokiu budu gauti
begalinj iSvedimo paieskos medj. Vienintelé cikly priezastis skaiciavime G T,
yra refleksyvumo taisyklé (0, —). Taikant Sig taisykle tai paciai formulei vél
ir vel galima gauti begalinj iSvedimo paieskos medj. Taciau tokig prob-
lema nesunku iSspresti: tereikia pasizymeéti, kuriai formulei Si taisykle jau
buvo taikyta. Sioje disertacijoje toks pazymeéjimas atlieckamas operatoriy OJ;
keiciant j [J;". Dél to keiciasi refleksyvumo taisykle. Be to, kadangi atsiranda
zvaigzdute zymeétos modalumo jeitys, keiciasi ir tranzityvumo bei centrinio
agento taisykliy forma. Taigi sekvencinis baigtinés iSvedimo paieskos skai-
¢iavimas modalumo logikai T}, (Zymimas G'T},) gaunamas skaic¢iavime GT;,
refleksyvumo, tranzityvumo ir centrinio agento taisykles pakeitus j:

F.FFT — A o
—
OFT = A

)*
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I'),I's — F
[0, 00y, 0T — A, F

FQ,Fg — F

0,)*
CE T AT, O = ALOLF

(— 09"

Cia O, = L Fa, ..o O By, kur k£ > 0 ir [ yra bet koks agentas visiems
j e[l k],odIs = DZGl, ceey DZnGm, kur m > 0 ir Z;- yra bet koks agentas
visiems j € [1,m].

Akivaizdu, kad Sis skaiciavimas yra korektiskas, nes is iSvedimo medzio
siame skaic¢iavime pasaline visas zvaigzdutes gausime iSvedimo med;j skaicia-
vime GT,,. [rodant skai¢iavimo G*T;, pilnuma naudojamas skaic¢iavimo G T,
pilnumas ir vienas tarpinis skai¢iavimas. Tarpiniame skaiciavime jvedamos
zvaigzdutes, taciau leidziamas refleksyvumo taisykly taikymas formuléms
Of F. Taigi visos skaic¢iavime GT, iSvedamos sekvencijos yra isvedamos
ir tarpiniame skaiciavime. Toliau naudojant indukcija pagal skaiciavimui
G*T;, netinkamy refleksyvumo taisykliy taikymuy skai¢iy jrodoma, kad iSve-
dimo medis tarpiniame skaic¢iavime gali buti transformuotas j iSvedimo med}
skaic¢iavime G'T;,. Pastarajame jrodyme naudojamas kartojimo strukturiniy

taisykliy leistinumas tarpiniame skaiciavime.

Irodant, kad iSvedimo paieska skai¢iavime G*T}, yra baigtiné, naudo-
jamas sekvencijos ilgis (Zymimas 1(5)), o taip pat apibréziami du papil-
domi dydziai: sekvencijos atvirasis modalumas (zZymimas om(S)) ir sekven-
cijos T,-galia (Zymima tp(S)). Sekvencijos ilgis riboja loginiy, atvirasis
modalumas — refleksyvumo, o T} -galia — tranzityvumo taisykliy taikymuy
kiekj. Siy dydziy apibréZimai panasis j tuos, kurie véliau naudojami tran-
zityviy logiky skaic¢iavimuose. Disertacijoje parodoma, kad einant isve-
dimo paieskos medziu i apacios j virsy skaiciavime G*T’ sutvarkyto trejeto
(tp(S),om(S5),1(9)) reikdmé mazéja, taciau ji negali mazéti amzinai. IS Sio
irodymo seka, kad isvedimy paieska skaiciavime G*T, visada yra baigtineé.

Pries pateikiant baigtines iSvedimo paieskos skaic¢iavimus logikoms K/,
ir S4;, pirmiausia yra pristatomas naujas metodas, uztikrinantis isvedimy
paieskos baigtinuma, sekvenciniuose skaiciavimuose monomodalumo logi-
koms K/ ir S4. Siame metode yra naudojamos jvairios Zymes ir indeksai.
Visy pirma, pritaikius refleksyvumo taisykle iSoriné pagrindinés formules
modalumo jeitis yra pazymimas zvaigzdute, kaip ir logikos G*T}, atveju. Be
to, kad buty iSvengta pertekliniy refleksyvumo taisykliy taikymy, zvaigz-
dute taip pat pazymimos visos pagrindinés formulés jeitys kitose formulése.

Kad galima buty tai padaryti, visos neigiamos [ jeitys yra indeksuojamos.

Siekiant pazymeéti, kurioje iSvedimo paieskos medzio vietoje formulé at-
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sirado sekvencijoje, naudojama formuliy numeracija. Formulé rasoma lauz-
tiniuose skliaustuose, o numeris — kaip virsutinis indeksas: [Op A ¢]*. 18
tiesy, svarbu zinoti, tik kurios formulés naujai atsirado po tranzityvumo
taisyklés taikymo, taigi naujas formuliy numeris iSvedimo paieskos medyje
atsiranda tik po tranzityvumo taisyklés taikymo.

Teigiamos [ jeitys taip pat yra indeksuojamos, nes reikia identifikuoti
visas galimas tranzityvumo taisyklés pagrindines formules, kad buty galima
patikrinti, ar $i taisyklé siai formulei buvo taikyta anksc¢iau. Taciau pakanka
indeksuoti tik tas [ jeitis, kurios patenka j neigiamos [ jeities veikimo
sritj, nes kitu atveju pagrindiné tranzityvumo taisyklés taikymo formulé
niekada daugiau iSvedimo paieskos medyje pasirodyti negali. Naturalus
skaic¢iai pradedant 1 naudojami indeksuoti tiek teigiamas tiek neigiamas
[J jeitis, taciau neigiamas indeksas pradedamas simboliu ©, pavyzdziui,
O, Ot

Galiausiai, naudojamos zymes, kurios rodo, ar Siai formulei buvo taikyta
tranzityvumo taisyklée ir jei taip, tai kurioje iSvedimo paieskos medzio vie-
toje. Zymes rasomos skliaustuose po indekso, pavyzdziui, [1°(3).

Sekvencija, kurios visos teigiamos [ jeitys, patenkancios j neigiamos []
jeities veikimo sritj, yra indeksuotos teigiamu indeksu, visos neigiamos []
leitys yra arba indeksuotos neigiamu indeksu arba pazymétos zvaigzdute,
o visos formulés yra numeruotos, vadinama logikai S/ pazyméta sekven-
cija. Be to, pradinei iSvedimy paieskos medzio sekvencijai taip pat turi buti
suteiktos pradinés zymés ir indeksai. Sekvencijos pazyméjimas logikai S4
— tai visy teigiamy [ jeiciy, kurios patenka ] neigiamos [ jeities veikimo
srit], indeksavimas skirtingais naturaliais skaiciais, visy neigiamy [ jei¢iy
indeksavimas skirtingais indeksais ©:¢ ir visy formuliy sunumeravimas 1.
Skaic¢iavimas, kuriame naudojamos zZymés ir indeksai, vadinamas zymétu
skaiciavimu. Tokiame skaic¢iavime visos sekvencijos yra pazymétos, o pra-
diné sekvencija gaunama pazymint paprastg sekvencijg. IS formulés F' pasa-
linus visas zZymes ir indeksus gaunama formulé, kuri vadinama F' projekcija
(Zymima Proj(F)).

Beciklis sekvencinis Zymétas skai¢iavimas logikai S/ (Zymimas G*S4) yra
gaunamas skaic¢iavime GS/ pakeitus refleksyvumo ir tranzityvumo taisykles
ir pridéjus prastinimo taisykle:

Pakeista refleksyvumo taisyklé:
[F]n’ [D*F]n, F@i* - A@i*
[O%F)" T — A

@ =)
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¢ia TO™ (AC™) gaunama i I' (atitinkamai A), pakeiciant visas [J©°
jeitis j [LJ*.
Pakeista tranzityvumo taisykle:

T, %) — X, OA, [0/ Flr-1
Cia X ir 29 yra arba tusti, arba sudaryti tik i propoziciniy kintamuyjy.
Jei' = [G1]™, ..., [GE]™, tada [[]" = [G1]", ..., [GE]". Jeii = @, tada
I['“" =T, 0 jei i # @, tada " gaunamas i$ I' pakeitus visas (/"™
jeitis § ¥,
Be to, tranzityvumo taisyklé gali buti taikoma tik jei (m) = @&, arba

(=09

multiaibéje (' galima rasti tokia formule [J*H]', kad m <[ < n — 1.
Nauja prastinimo taisykleé:

OF™, T — A

(O F|™, [OF]™, T - A

@ )

¢ia ny < na.

Jei jmanoma, prastinimo taisyklé turi buti taikoma pirmiausia.

Sio skai¢iavimo aksioma yra I, [F}]" — [F]", A, kur Proj(F}) = Proj(Fy).

Skai¢iavimo GS/ pilnumas, korektiskumas ir tai, kad iSvedimo paieska
jame yra baigtiné, jrodyta [4]. Be to, ten pat yra aprasyta, kaip Sis skaicia-
vimas buvo gautas i$ kito skai¢iavimo, pateikto [12].

Skai¢iavime GS4;, cikly problema yra i$ esmés tokia pati, kaip ir skaicia-
vime G54, taigi siekiant uztikrinti iSvedimy paieskos baigtinuma gali buti
taikomi panasus metodai. Skai¢iavime GS/, yra dvi panasios taisyklés —
(—» 0O (tranzityvumas) ir (- 0°) (centrinio agento taisyklé), todél toliau jos
bus vadinamos sukcedentinémis taisyklémis.

Neskaitant visy panasumy, skai¢iavimai GS4, ir GS4 turi viena reik-
Smingg skirtuma. Monomodaliniame skaic¢iavime, formulés, prasidedancios
modalumu, niekada nedingsta is sekvencijos antecedento. Kitaip sakant,
jei tokia formulé priklauso kokio nors taisyklés taikymo iSvados anteceden-
tui, tai ji priklausys ir visy sio taikymo prielaidy antecedentams. Taciau
tai negalioja multimodaliniame skaiciavime, kuriame taisyklés (- 0,) taiky-
mas iSbraukia is prielaidos antecedento visas iSvados antecedente esancias
formules, prasidedancias modalumo Uy, kur ! = 1, jeitimi.

Nepaisant Sio skirtumo, iSvedimo paieskos baigtinumui skai¢iavime GS/,,
gauti naudojamos tos pacios zymes ir indeksai, jy prasmeé yra panasi, taciau
taikymas kai kuriais atvejais Siek tiek skiriasi. Visy pirma, norint isvesti
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sekvencijg skaiCiavime GS4,, kartais gali tekti taikyti refleksyvumo taisykle
daugiau nei vieng kartg tai paciai formulei. Pavyzdziui, formulei [J;F' gali
tekti taikyti refleksyvumo taisykle kelis kartus, jei tarp siy taikymy yra
tranzityvumo taisyklés taikymas formulei O, G, kur ! # 1. Todél pri-
taikius refleksyvumo taisykle formulei D?iF visos neigiamo indekso ©i
jeitys yra pazymimos zvaigzdute, taciau, prieSingai nei skaiCiavime G*S/,
pats indeksas néra pasalinamas. Tokia zvaigzdute Zyméta neigiama indek-
suoto modalumo jeitis Zymima [Jf’. Zvaigzdutés yra prasmingos tik tol,
kol formulé (J}*F yra antecedente, taigi l,—tranzityvumo taisyklés taikymas
pakeicia visy agenty, iSskyrus [, zvaigzdute Zymeétas neigiamas modalumo
leitis atgal | paprastas neigiamai indeksuotas modalumo jeitis.

Zymiy naudojimas taip pat turi biiti pakeistas. Skaidiavime G*S4 zymiy
taikymas pagristas tuo, kad formulé, prasidedanti modalumu, niekada ne-
dingsta i$ sekvencijos antecedento. Multimodaliniu atveju, tai teisinga tik
formuléms [, F', kol taikoma [-tranzityvumo taisyklé, ir visoms formuléms,
prasidedanc¢ioms modalumu, kol taikoma centrinio agento taisykle. Taigi
modalumo [J; jei¢iy zymeés yra prasmingos tol, kol is tranzityvumo taisykliy
taikoma tik (- 0,). Taigi, po [-tranzityvumo taisyklés taikymo visy agenty,
isskyrus [, modalumo jei¢iy zZymes turi buti pasalintos. Tai negalioja cen-
trinio agento taisyklei.

Taip pat keiciasi teigiamy modalumo jeiciy, kurias reikia indeksuoti, aibeé.
Teigiama modalumo jeitis [, vadinama indeksuotina, jei ji yra neigiamos
modalumo [J, jeities veikimo srityje. Teigiama modalumo jeitis [J. yra
indeksuotina, jeigu ji yra neigiamos modalumo [J;, kuriam nors [, jeities
veikimo srityje. Taigi, sekvencija, kurios visos indeksuotinos teigiamos [J;
Jeitys, yra indeksuotos teigiamu indeksu, visos neigiamos []; jeitys yra arba
indeksuotos neigiamu indeksu arba pazymeétos zvaigzdute, o visos formulés
yra numeruotos, vadinama logikai S/, paZyméta sekvencija. Sekvencijos
pazyméjimas logikai S4, — tai visy indeksuotiny teigiamy [J; jei¢iy indek-
savimas skirtingais naturaliais skaiciais, visy neigiamy [J; jei¢iy indeksavi-
mas skirtingais indeksais ©i ir visy formuliy sunumeravimas 1.

Galiausiai, dvi sukcedentinés taisyklés kelia papildomy problemy. Teigia-
ma formules 0. F jeitis gali buti jy abiejy pagrindine formule. Siuo atveju
reikty zymeétis, ar anksc¢iau formulei buvo taikyta tranzityvumo, ar centrinio
agento taisyklé. Taciau Sios situacijos galima iSvengti, uzdraudus taikyti
c-tranzityvumo taisykle.

Taigi, beciklis sekvencinis zymétas skaiciavimas logikai S/, (zZymimas
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G"S4:) gaunamas skaiCiavime S/, pakeitus refleksyvumo ir sukcedentines

taisykles, ir pridéjus prastinimo taisykle.
Pakeista refleksyvumo taisyklé:

[F]n, [D?ZF]TL7 F@i* N A@i*
[OP'F]", T — A

()

Ga TO™ (A®™) yra gaunama i$ ' (atitinkamai A) pakeitus visas [’
jeitis j OJ7°.

Pakeista tranzityvumo taisykle:

{Iri=rp, ourgee - ()

DZFD D;CLF% Z1 — 227 D*A7 [Dz(m)F]nil

(— 02)

¢ia X1 ir Yo yra tusti, arba sudaryti tik iS propoziciniy kintamuyjy,
a # c. Sekvencija {S }#”}/’(/)/ gaunama i$ sekvencijos S pakeitus visas
D?j leitis ] Dlej ir visas D{ (m) leitis | D{ kiekvienam [ # a, kiekvienam
g ir kiekvienam m.

Be to, tranzityvumo taisyklé gali buti taikoma tik jeigu (m) = & arba
aibéje ;"1 yra bent viena formulé 0% H]™ kur m < n; < n — 1.

Pakeista centrinio agento taisyklé:

[Fien]n’DIFR—n - [F]n
O, %) — B9, O,A, [0 Fn-!

(— O

¢ia X1 ir Yo yra tusti, arba sudaryti tik iS propoziciniy kintamuyjy.
Tranzityvumo taisyklé taip pat gali buti taikoma tik jeigu (m) = @
arba aibéje [I:I" yra bent viena formulé [D}kj H|™, kokiam nors [, kur
m<ng <n—1L

Nauja prastinimo taisyklé:

(O F)™ T — A
[OriF)™, [OFF,T — A

@2 =)

kur n; < ns.
Jei jmanoma, prastinimo taisyklé turi buti taikoma pirmiausia.

Skai¢iavimo aksioma yra ', [F1|" — [F3|", A, kur Proj(F;) = Proj(Fy).

Skai¢iavimo G"S4;, korektiskumui parodyti naudojamas skaic¢iavimo GS/;,

n

korektiskumas. IS tiesy nesunku parodyti, kad bet kokj isvedimo medj
becikliame skai¢iavime galima pakeisti j iSvedimo medj skaiCiavime GS4,.
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Tereikia pasalinti visas zymes ir indeksus bei sukcedentiniy taisykliy taiky-
mus pakeisti G54, tipo sukcedentiniy taisykliy ir keleto refleksyvumo taisyk-
liy taikymais.

Tuo tarpu pilnumo jrodymas kelia zZymiai daugiau problemy. Tiesa, tam
taip pat naudojamas skaiCiavimo GS4, pilnumas, taciau siekiant aiskiau
irodyti kiekvieno beciklio skaiciavimo elemento butinuma, yra naudojami
septyni tarpiniai skai¢iavimai, kuriuose pakeitimai jvedami po viena. Siy
tarpiniy skaiciavimy pilnumui jrodyti yra naudojamas loginiy ir refleksyvu-
mo taisykliy apver¢iamumas, silpninimo ir kartojimo strukturiniy taisykliy
leistinumas, o taip pat skaiiavimui G"S4. budingos savybés. Visy pirma
tai, kad kiekvieno isvedimo paieskos medzio pradiné sekvencija yra gauta
pazyméjus paprasta sekvencija, taigi joje néra nei neigiamo modalumo jeiciy
indeksuoty zvaigzdute, nei teigiamo modalumo jeiciy su zyme. Be to, bet
kokios taisyklés (iSskyrus prastinimo) taikymo pagrindiné formulé turi di-
dziausig numerj visoje sekvencijoje. Prastinimo taisyklés atveju viena is
dviejy pagrindiniy formuliy turi didziausig numerj. Taip pat sukcedentinés
taisyklés taikymas prielaidoje jveda nauja numerj, kuris yra didesnis uz bet
kurj numerj, esantj iSvadoje. Ir galiausiai jei n yra didziausias numeris
sekvencijoje, tai visos jos formulés yra numeruotos n, iSskyrus antecedento
formules Of'F, kurios gali turéti maZesnius numerius. Panaudojant Sias
savybes gaunamas tarpiniy skaic¢iavimy pilnumas, is kurio seka beciklio skai-
¢iavimo G"S4; pilnumas.

Irodant, kad iSvedimo paieska skaic¢iavime G"S/, bet kuriuo atveju yra
baigtiné, naudojami jvairus dydziai. Visy pirma sekvencijos ilgis (1(S)) ri-
boja loginiy taisykliy taikymuy kiekj. Be to, taikant refleksyvumo taisykle,
mazéja zvaigzdute nezyméty neigiamo modalumo jeiciy. Tai zymima sm(.S).
Be to, tranzityvumo ir centrinio agento taisykliy taikymy kiekj riboja dy-
dziai, sioje disertacijoje vadinami atitinkamai galia (zZymima p(5)) ir cen-
trine galia (Zymima c(S)). Sie dydZiai i$ esmés parodo kiek liko skirtin-
gy budy pritaikyti sukcedentine taisykle. Tiesa, p(S) mazéja tik taikant
to pacio agento tranzityvumo taisykles. Taciau, jeigu po [-tranzityvumo
taisykliy taikymy yra taikoma [;-tranzityvumo taisyklée (I # [;) ir sekvenci-
jos galia nesumazéja, tada butinai sumazeéja skirtingy neigiamy modalumo
jeic¢iy kiekis (Zymimas nm(S)). Taigi iSvedimo paieskos baigtinumas skaicia-
vime G"S4;, parodomas jrodant, kad einant iSvedimo paieskos medziu auks-
tyn mazéja sutvarkyto penketo (nm(S), p(5), c(S),sm(S),1(S)) reikSmeé.

[Svedimo paieskos baigtinumas skaiciavimuose GK4 ir GKJ, gali buti
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gaunamas panaudojus tuos pacius metodus kaip ir skaiciavimy GS/ ir GS/,,
atveju. Pagrindinis skirtumas tarp siy skaiciavimy yra tai, kad pirmuo-
siuose néra refleksyvumo taisyklés. Taigi visy pirma becikliai skai¢iavimai
logikoms K/ ir K/, (Zymimi G*K/ ir G*K/4;,) skiriasi nuo skai¢iavimy G*S/ ir
G"S4. tuo, kad juose néra refleksyvumo taisyklés. Dél Sios priezasties, Siuo-
se skaiciavimuose nereikalingas neigiamy modalumo jei¢iy indeksavimas ir
néra naudojamos zvaigzdutés. Tai turi jtakos ir kity taisykliy formai. Vie-
nintelis kitas skirtumas yra tai, kad sukcedentiniy taisykliy salygoje nau-
dojamas apribojimas m < n; < n — 1 vietoje skai¢iavimuose G*S4 ir G*S/;,
esancio apribojimo m < ny < n — 1. Skaid¢iavimy G'K/ ir G'K/;, pilnumo,
korektiskumo ir iSvedimo paieskos baigtinumo jrodymai yra analogiski skai-
Ciavimy G%S4 ir G*S/;, atvejui.

ISvados

Disertacijoje pristatomi nauji sekvenciniai skaiciavimai multimodalumo lo-
gikoms K, TS, K/ ir S4¢ su centrinio agento aksioma. Sie skaiiavimai
gauti tradicinius sekvencinius skaic¢iavimus multimodalumo logikoms pa-
pildZius centrinio agento aksiomai reikalinga taisykle. Sios taisyklés panasu-
mas j taisykle (- 0,) leidzia be didesniy problemy jrodyti pjuvio eliminavimo
teorema. Si idéja gali biiti panaudota kuriant sekvencinius skaic¢iavimus ki-
toms multimodalumo logikoms su centrinio agento aksioma arba su aksioma,
kuri yra panasi | centrinio agento aksioma, pavyzdziui: U F' D U, F'.

Darbe pristatomas naujas metodas uztikrinti isvedimo paieskos baig-
tinuma. Jame naudojami indeksai, zymeés, zvaigzdutés ir formuliy nu-
meriai. Nors disertacijoje naujasis metodas yra pritaikomas tik sekven-
ciniams skaic¢iavimams monomodalumo logikoms K/ ir S/ bei multimoda-
lumo logikoms K/ ir 4, jis taip pat gali buti naudojamas ir kitais atvejais.
Visy pirma, ji nesunku pritaikyti Gentzeno tipo skai¢iavimuose multimoda-
lumo logikoms K4, ir S4,. Be to, §j metoda galima taikyti multimodalumo
logikose su kitokiomis saveikos aksiomomis. Tuo tarpu atskiros Sio metodo
idéjos gali buti naudojamos ir kitose logikose.

Galiausiai, kaip parodyta darbe, centrinio agento Zinios is tiesy yra kity
agenty paskirstytos zinios. Taigi visi disertacijoje pristatomi metodai gali
buti naudojami kuriant baigtinés iSvedimo paieskos sekvencinius skaiciavi-

mus modalumo logikoms su paskirstytu zinojimu.
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Summary of the Dissertation

The knowledge of agents is usually modelled using logic S5. However in
some cases it is preferable to use other modal logics, for example S/ or
even its multimodal variant S4,. Although multimodal epistemic logics
are capable of modelling knowledge of many different agents, they do not
include interaction between them. In this dissertation one particular form of
interaction is chosen: one of the agents is called the central agent, because
it knows everything that is known to other agents. This interaction is

essentially the same as distributed knowledge.

The main aim of this thesis is to present a sequent calculus for multi-
modal logic 54, with central agent axiom in which every derivation search
terminates. To achieve this task, a new method of obtaining termination
of derivation search is developed for monomodal logic S4, which is later ex-
tended to multimodal logic 54, with central agent axiom. This method uses
different kind of labels: positive and negative indexes of the modality, stars
of the negatively indexed modality, marks of the positively indexed modal-
ity and formula numbers. These labels are used to restrict the applications

of the rules, which causes loops in derivation search trees.

Moreover, during the research terminating sequent calculi for epistemic
logics K, T, and K4, are developed and they are presented here. Finally,
the proofs of soundness and completeness of the constructed calculi are
presented and the termination of every derivation search in the terminating

calculi is demonstrated.

Aim of the Work and Defending Statements

Hilbert-type calculus is a usual way to define a deduction system for modal
logic. In such system the needed properties of the logic are formulated as
axioms and several derivation rules. Although such definition is very conve-
nient for semantic discussion, however the derivation search process using
this technique causes a lot of problems. Therefore, in this thesis Gentzen-
type calculus (also known as sequent calculus) is used. The main aim of the
research is to develop a terminating sequent calculus for multimodal logic
S4, with central agent axiom. However, during the research similar results
for other epistemic logics such as K,,, T}, and K4, with central agent axiom
were obtained and they are also presented here.
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These statements are presented for defence:

1. New constructed Gentzen-type calculi for multimodal logics K,, T,
K4, and S4, with central agent axiom demonstrate how central agent
axiom can be modelled in sequent calculi without causing problems in

cut-elimination.

2. New method of obtaining finite derivation search is developed. This
method is applied to obtain new terminating Gentzen-type calculi for
transitive monomodal logics K/ and S4.

3. This new method is extended to obtain new terminating Gentzen-type
calculi for transitive multimodal logics K/, and S4, with central agent
axiom. Some ideas of this method are used to construct such calculus

for logic T, with central agent axiom.

The author’s research is documented in 6 articles. 2 articles (2, 4]) are
in the periodical journals, included in Scientific Master Journal List (ISI).
Other articles ([I, 3, B [6]) are in the international refereed journals.

The results are also presented in 4 conferences and in the seminars of
Mathematical Logic Sector at Software Engineering Department of Vilnius

University Institute of Mathematics and Informatics.

Outline of the Dissertation

In the first chapter of the dissertation initial Hilbert-type and Gentzen-type
calculi for classical, monomodal and multimodal logics are defined, some im-
portant measures are introduced as well as some properties of the mentioned
calculi are proved. Among the most important properties are invertibility
of most of the rules and admissibility of weakening and contraction in the
presented sequent calculi.

In the second chapter central agent axiom is presented and the relation
between central agent knowledge and distributed knowledge is described.
Next Hilbert-type calculi for multimodal logics K,,, T}, K4, and 54, with
central agent axiom are presented. From them Gentzen-type calculi are
derived and their equivalence is proved. In the final section of the chapter
the cut-elimination theorem for all the considered calculi is proved.

The third chapter presents terminating calculi for all the considered log-
ics and proves that every derivation search in the presented calculi termi-
nates. In fact, cut-free calculus for K, with central agent axiom is already

24



terminating and the one for T} with central agent axiom requires only mi-
nor changes. To make the dissertation clearer, the terminating calculi for
monomodal logics K4 and 5/ are presented before discussing the cases of
multimodal logics K/, and 54, with central agent axiom. The soundness
and completeness of all the newly introduced calculi are also proved in the
chapter.

The annex of the dissertation presents the proof of the lemma about the
derivability of some formulas in Hilbert-type calculi.
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