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Reziumeé

Disertacijos objektas — heterogeniniy agenty modelio tyrimas ir
taikymas stochastinéms NeSo ir Stakelbergo pusiausvyroms modeliuoti Monte
Karlo metodu.

Darbo tikslas — nustatyti heterogeniniy agenty jtakg ekonominio
burbulo susidarymui, sukurti ir istirti dviejy lygiy stochastinio programavimo
specialiy uzdaviniy bei stochastinés NeSo pusiausvyros paieskos Monte Karlo
algoritmus.

Netvariy biiseny (burbuly ir jy gritc¢iy) identifikavimas labai svarbus
ekonomikai bei finansams. Disertacijoje pateiktas burbulo pradzios
identifikavimo matematinis modelis, kurj taikant buvo iStirtas Lietuvos
nekilnojamojo turto burbulas.

Esant neapibréztumui, sprendimus daznai priima keli individai, kuriy
interesai nesutampa. Tokiose situacijose taikoma viena i$ pusiausvyros
koncepcijy, biitent, stochastiné NeSo pusiausvyra. Darbe istirta stochastiné
NeSo pusiausvyra ir pasidlytas jos gradientinés paieSkos algoritmas.
Stochastinés NeSo pusiausvyros gradientinés paieSkos algoritmas iStirtas
sprendZiant elektros rinkos su iSankstiniais sandoriais uzdavinj.

Kai sprendimai priimami hierarchiskai, tai situacijos modeliuojamos
daugelio lygiy modeliu. Dviejy lygiy modelis yra atskiras daugelio lygiy
modelio atvejis.

Optimizavimo uzdavinys, kurio tikslo funkcijoje ir ribojimuose yra
salyginés rizikos reikSmé (angl. Conditional Value at Risk — CVaR) yra dviejy
lygiy uzdavinys. Disertacijoje pasitilytas tokio uzdavinio sprendimo algoritmas
ir testiniu uzdaviniu iStirta jo elgsena.

Jei stochastinis dviejy etapy tiesinis uzdavinys sprendZiamas
reikSmingy iméiy metodu, tai irgi gaunamas dviejy lygiy uzdavinys.
Disertacijoje pasitilytas stochastinio dviejy etapy tiesinio uzdavinio sprendimo
reikSmingy iméiy algoritmas ir parodyta, kad jis leidZia sumazinti iteracijy
kiekj, reikalingg sprendiniui reikiamu tikslumu rasti.
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Abstract

The research subject of the dissertation is the analysis of the model of
heterogenous agents and its application for modelling stochastic Nash and
Stackelberg equilibriums, applying the Monte Carlo method.

The aim of the dissertation is to identify the impact of heterogeneous
agents on the formation of the economic bubble, to create and examine
algorithms for special bilevel stochastic programming problems and for search
of the stochastic Nash equilibrium, applying the Monte Carlo method.

Identification of unsustainable states (bubbles and their crashes) in
economics and finances is of major importance. The thesis offers a
mathematical model for identification of the beginning of the bubble. This
model has been applied for the analysis of the real estate bubble in Lithuania.

In cases of uncertainty, decisions are often made by several
individuals whose interests do not coincide. In such situations one of the
concepts of the equilibrium is the stochastic Nash equilibrium. The dissertation
examines the stochastic Nash equilibrium and offers the algorithm for gradient
search of this equilibrium. The algorithm for gradient search of the stochastic
Nash equilibrium was examined by solving the problem of electricity market
with precedent agreements.

The situations in which decisions are made hierarchically are
modelled employing the multilevel model. The bilevel model is a separate case
of the multilevel model.

The optimization problem where the objective function and
constraints contain conditional value at risk is a bilevel problem. The
dissertation offers the algorithm for solving such problem and by solving the
test problem the behaviour of the algorithm is investigated.

If we solve a two stage stochastic linear problem employing the
method of importance sampling, we also obtain the bilevel programming
problem. The dissertation proposes the algorithm for solving the two stage

stochastic linear problem, employing the method of importance sampling, and
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demonstrates that this algorithm enables to reduce the number of iterations,
which is necessary for finding the solution with proper accuracy.

The dissertation consists of five chapters, the list of references and the
appendix. The total volume of the dissertation is 113 pages, there are 19
figures and 12 tables.

The results of the dissertation were presented at international (3
papers) and national (4 papers) scientific conferences. Research results were
announced in scientific publications and in reviewed recognised international
data bases (the list approved by the Science Council of Lithuania): 2 articles
and 1 article accepted for printing in scientific journals which are included in
CEEOL and Index Copernicus, larticle in MatSciNet (Mathematical Reviews),
1 publication in International conference proceedings, included in the list of the
Institute of Scientific Information, 1 publication in reviewed Lithuanian

international conference proceedings.
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Zymenys ir santrumpos

N =(@2,...,n) —los¢jy (individy) aibe,

X; — i-tojo los¢jo galimy veiksmy aibé,

X =(X,..,X,) € X — veiksmy profilis, X =X;x...xX,,

u,: X > R — i-tojo loséjo naudingumo (i8losio) funkcija,

u = (Uy,...,u,) —loS¢jy naudingumo funkcijy rinkinys,

(N, X,u) —normalioji nekooperatinio lo§imo forma,

X, = X, — preferencijos sarysis, kai pirmenybé teikiama baigmei x, pries
baigme X, ,

X = (X, %,,---,X,) — strategijy vektorius,

x_; — kity loséjy be i-tojo loséjo kontroliuojama strategijy vektoriaus x dalis,
Xx=(X;,x;) — strategijy vektorius (i-tojo loSéjo strategijy vektoriaus
komponenté ir kity lo$éjy be i-tojo los¢jo strategijy vektoriaus x dalis),

P(A) arba Pr(A) —jvykio A tikimybg,

R — vienmaté Euklido erdvé,

R, — vienmates Euklido erdvés neneigiamas puserdvis,

R" —n matavimy Euklido erdvé,

Q — elementariyjy jvykiy aibe,

¥ —sigma algebra,

P, — tikimybinis matas, kurio tankio funkcija p:R"xQ >R,

(.=, P,) — tikimybiné erdve,

£ € Q — elementarusis jvykis tikimybinéje erdvéje (Q,Z,P, ),

E — matematinés viltis,

Z ~ p — z pasiskirstes pagal tikimybinj tankj p,

z~N(u,0°) — z pasiskirstes pagal normalyjj désnj, kurio vidurkis yra u, 0

standartinis nuokrypis o.
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Ef (X, X,y X, &) — funkcijos f:R" xQ — R vidurkis,

D, (z) — atsitiktinio dydzio z dispersija g atzvilgiu,

[t]" = max{0,t},

V — ribiné reikSme,

CVaR, [f(x,&)] — salyginé rizikos reik§mé praradimy funkcijai f(x,£) prie
a € (0,1) reik§mingumo lygmens,

N(u, %) — normalusis paskirstymo, kurio vidurkis g ir dispersija o, désnis,
27 (1,n) — y* pasiskirstymo x -kvantilis prie n laisvés laipsniy,

VF(x,) — funkcijos F(x) gradientas taske x,

VF(x,) — funkcijos F(x) gradiento jvertis taske x,,

NF — fundamentalisty skaicius,

NS — cartisty skaicius,

GNM — Govindan ir Wilson globalus Niutono metodas,

BP — dviejy lygiy programavimo uzdavinys (angl. — bilevel programing),
CVaR - salyginé rizikos reiksmé ( angl. — Conditional Value at Risk),

VaR - rizikos reiksmé (angl. — Value at Risk),

HAM - heterogeniniy agenty modelis.
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1. Ivadas
1.1. Tyrimy sritis

Pusiausvyros biisena ir Su ja susij¢ klausimai aktualtis daugeliui
ckonomikos, verslo bei finansy valdymo sri¢iy. Paprastai pusiausvyra yra kurio
nors dinaminio proceso iSdava. Svarbu nustatyti, 1) kurioms sglygoms esant
egzistuoja pusiausvyra ir jei ji egzistuoja, tai 2) ar ji yra vienintelé, kaip
pasiekiama pusiausvyra, 3) kiek yra stabili toji pusiausvyra. Pusiausvyros
paieska labai svarbi ekonominés analizés taikymams: prognozuojant baigme¢ ir
jvertinant tinkamas modelio parametry reikSmes, lyginant eksperimento
rezultatus su modelio prognozémis, testuojant suprojektuota mechanizma.
Taikomuosiuose uzdaviniuose daznai analizuojama NesSo pusiausvyra, kurioje
né vienas i§ lenktyniaujanciy individy (losé€jy), besielgianciy nekooperuotai,
neturi ketinimo (jam nenaudinga) vienpusiskai keisti savo strategija, kai Kiti
individai laikosi pusiausvyros strategijos. Jei los$éjai priima sprendimus
hierarchiskai, tai turime Stakelbergo pusiausvyrg. Daugelyje ekonomikos ir
finansy sriciy susiduriama su vienokios ar kitokios rusies duomeny
neapibréztumu, pavyzdziui, paklausa priklauso nuo tam tikry atsitiktiniy
dydziy arba kai kuriy parametry negalima tiksliai nustatyti ar iSmatuoti. Tokiu
atveju reikia nagrinéti stochasting pusiausvyrg.

Praktiniuose uzdaviniuose, kai esama daug skirtingy individy (lo$éjy),
tenka tirti jy elgsenos dinamika, nustatyti pastarosios ribinius atvejus bei rasti

parametry reikSmes, prie kuriy $i dinamika veda j pusiausvyra.

1.2. Problemos aktualumas

Jei, priimant sprendima, dalyvauja keletas loséjy, kuriy interesai
nesutampa ir jie negali kooperuotis, toks lo$imas vadinamas nekooperatiniu
losimu. Jame los¢jas, rinkdamasis i$ jam galimy strategijy, siekia maksimizuoti
(minimizuoti) savo tikslo funkcijg, kurios reik§mé priklauso ir nuo kity loséjy
strategijy. 1950 metais J. NeSas pasitilé nekooperatiniams loSimams

pusiausvyros koncepcija. Esant pusiausvyrai, pasak NeSo, né vienas lo$éjas
15



neturi ketinimo Keisti savo strategijos (jis tokiu atveju gauty tg patj arba
maziau), jei visi kiti lo§éjai laikoSi pusiausvyros strategijy.

Per keleta pastaryjy deSimtmeciy jvairiy Stochastinés NeSo
pusiausvyros modeliy su neapibréztais duomenimis buvo pasiiilyta
skirtingiems praktiniams uzdaviniams spresti.

Daugelis pusiausvyros situacijy modeliuojama dviejy lygiy sprendimo
priémimo modeliais, kuriuose svarbi sprendimo priémimo tvarka. Tie
modeliai, vadinami Stakelbergo losimais, kuriuose leistina strategijy aibé yra
nusakoma kito, parametrinio optimizavimo uzdavinio optimaliais sprendiniais.
Sio tipo modeliai taikomi jvairiose srityse, kur virSutiniame lygyje lyderis
maksimizuoja (minimizuoja) savo tikslo funkcijg, priklausancig tiek nuo jo,
tiek ir nuo pasekéjo strategijos, be to, pasirenka strategija, j kurig reaguojantis
pasekeéjas priima sprendimg apatiniame lygyje taip, kad maksimizuoty
(minimizuoty) savo tikslo funkcija.

Labai daznai reikia jvertinti ne tik iSlo§j ar praradima, kurie priklauso
nuo atsitiktiniy dydziy, bet ir rizika. Rizikos jvertinimo klausimai yra labai
svarbiis finansy rinkose. Tada | modelj reikia jtraukti kurj nors rizikos matg: tai
gali buiti rizikos reiksmé — VaR (angl. Value at Risk) ar sqlyginé rizikos reiksmé
— CVaR (angl. Conditional Value at Risk).

1.3. Tyrimy objektas

Disertacijos objektas — heterogeniniy agenty modelio tyrimas ir
taikymas stochastinés NeSo ir Stakelbergo pusiausvyry modeliavimui Monte

Karlo metodu.

1.4. Tyrimy tikslas ir uZdaviniai

Darbo tikslas — nustatyti heterogeniniy agenty jtaka ekonominio
burbulo susiformavimui, sSudaryti ir istirti dviejy lygiy stochastinio
programavimo specialiy uzdaviniy bei stochastinés NeSo pusiausvyros
paieskos Monte Karlo algoritmus. Siam tikslui jgyvendinti numatyti tokie
uzdaviniai:
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Sukonstruoti ekonominio burbulo ir jo griGties matematinj modelj bei
pritaikyti jj Lietuvos nekilnojamojo turto burbului istirti.

Sudaryti Monte Karlo algoritmg salyginei rizikai optimizuoti, esant
ribojimuose salyginei rizikai.

Atlikti reikSmingy im¢iy metodo tyrimg ir ji pritaikyti tiesinio dviejy etapy
stochastinio programavimo uzdaviniui spresti.

Atlikti stochastinés NeSo pusiausvyros tyrimg ir sudaryti algoritmg tos

pusiausvyros paieSkai, jvertinti §io algoritmo elgsena.

1.5. Mokslinis naujumas

Nauji atlikto tyrimo rezultatai:
Pasitilytas ekonominio burbulo ir jo gritities matematinis modelis, j kurj
jitraukti dviejy skirtingy tipy agentai.
Sudarytas ir iStirtas stochastinio programavimo uzdavinio, kurio tikslo
funkcijoje ir ribojimuose yra salyginé rizikos reiksmé, sprendimo Monte
Karlo algoritmas.
Sudarytas ir istirtas reikSmingy imciy algoritmas, pritaikytas dviejy etapy
tiesinio stochastinio programavimo uzdaviniui spresti.
Sudarytas ir iStirtas stochastinés NeSo pusiausvyros paieSkos Monte Karlo

algoritmas, jo stabdymui pritaikant statistinius kriterijus.

1.6. Praktiné darbo reikS§me

Praktiniai darbo rezultatai:
Pasiiilytas netvarios biisenos (burbulo ir jo gritities) matematinis modelis,
kuris pritaikytas Lietuvos nekilnojamojo turto burbulo tyrimui.
Sudarytas Monte Karlo algoritmas salyginei rizikos reik§mei optimizuoti,
kai esama ribojimy salyginei rizikos reikSmei; algoritmas istirtas,
sprendziant sugeneruotus testinius uzdavinius.
Sudarytas dviejy etapy tiesinio stochastinio programavimo reikSmingy

iméiy algoritmas, kuris istirtas sprendziant testinj uzdavinj.
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4. Sudarytas algoritmas stochastinés NeSo pusiausvyros paieskai; jis

pritaikytas elektros tiekimo su iSankstiniais sandoriais uzdaviniui spresti.

1.7. Ginamieji teiginiali

1. | ekonominio burbulo matematinj model; jtraukus dviejy skirtingy tipy
agentus (Cartistus ir fundamentalistus), gaunamas tikslesnis burbulo
pradzios ir jo griiities nustatymas.

2. Stochastinés NeSo arba Stakelbergo pusiausvyros nuoseklios Monte
Karlo paieskos algoritmai pasizymi geru konvergavimu ir leidzia
nustatyti pusiausvyros strategija norimu tikslumu, stabdant algoritma

pagal statistinj kriterijy.

1.8. Darbo rezultaty aprobavimas

Tyrimy rezultatai buvo pristatyti ir aptarti:

1. Ponzi modelling of the real estate market, Knowledge-based
technologies and OR methodologies for strategic decisions of
sustainabled development : 5th international Vilnius conference,
EURO-mini conference KORSD-2009, September 30—-October 3, 2009

2. Finansiniy burbuly tyrimas, LMD LI konferencija, 2010 06 17-18,
Siauliai.

3. The mathematical definition of the financial bubbles and crashes, 3-ioji
Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencija: Operacijy tyrimai verslui ir
socialiniams procesams, LOTD — 2010, Vilnius.

4. Salyginés rizikos (CVaR), esant ribojimams, stochastinis optimizavimo
algoritmas, LMD LIII konferencija, 2012 06 11-12, Klaipéda.

5. Salyginé rizika dviejy lygiy uzdaviniui, 10th EUROPT Workshop on
Advances in Continuous Optimization (EUROPT-2012), 5-7 07 2012,
Siauliai.

6. On Risk Aversion Optimization by Monte — Carlo Method, International
Workshop “Stochastic Programming for Implementation and Advanced
Applications” (STOPROG -2012), July 3-6, 2012, Neringa.
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7. Stochastinés NesSo pusiausvyros paieskos algoritmas, 16-o0ji moksliné
kompiuterininky konferencija ,,Kompiuterininky dienos 2013, Siauliai:

SU, 2013 m. rugsé¢jo 19-21 d.

1.9. Darbo rezultaty publikavimas

Tyrimo rezultatai publikuoti §iuose mokslo leidiniuose:

1. V. Dumskis. (2004) Reduced game and its solutions, Lietuvos
matematikos rinkinys, t. 44, spec. nr., p. 609-611, ISSN 0132-2818.

2. V. Dumskis, L. Sakalauskas (2009). Ponzi modelling of the real estate
market, Knowledge-based technologies and OR methodologies for
strategic decisions of sustainabled development : 5th international
Vilnius conference, EURO-mini conference, September 30—October 3,
2009 : Selected papers, edited by M. Grasserbauer, L. Sakalauskas, E.
K. Zavadskas, Vilnius, p. 538-543, ISBN 978-9955-28-482-6.

3. V. Dumskis, L. Sakalauskas. (2012). The mathematical definition of the
bubbles and crashes, Jaunyjy mokslininky darbai, 4 (37), p. 212-217,
ISSN 1648-8776.

4. V. Dumskis, V. Guigues, L. Sakalauskas. (2012). On Risk Aversion
Optimization by Monte — Carlo Method, International Workshop
“Stochastic ~ Programming for Implementation and Advanced
Applications” (STOPROG -2012), Proceedings, July 3-6, 2012,
Neringa, p. 19-23, ISBN 978-609-95241-4-6.

5. V. Dumskis, L. Sakalauskas. (2013). Reik§mingy im¢iy metodas dviejy
etapy stochastiniam tiesiniam uzdaviniui, Jaunyjy mokslininky darbai,
Nr. 2 (40), p. 120-124, ISSN 1648-8776.

6. V. Dumskis, L. Sakalauskas. (2014). Stochastinés NeSo pusiausvyros
paieskos algoritmas, Jaunyjy mokslininky darbai, Nr. 1(41), priimtas
spaudai, ISSN 1648-8776.
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1.10. Disertacijos struktiira

Disertacija sudaro penki skyriai, literatiiros sarasas ir priedas

1-asis skyrius — jvadas.

2-ame skyriuje formuluojami pusiausvyros paieskos uzdaviniai:
heterogeniniy agenty modelis, dviejy lygiy stochastinio programavimo
uzdavinys, NeSo pusiausvyros modelis ir atliekamas analitinis jy tyrimas.

3-iame skyriuje pristatomi rinkos finansiniy burbuly ir jy griaéiy
tyrimai, taikant Ponzi schemg ir pasiiilyta finansiniy burbuly ir jy gritciy
matematinj modelj bei heterogeniniy agenty model;.

4-ame skyriuje pristatomi dviejy lygiy stochastinio programavimo
uzdaviniai (uzdavinys, kurio tikslo funkcijoje ir ribojimuose yra CVaR, dviejy
etapy stochastinio tiesinio programavimo uZzdavinio sprendimas reikSmingy
im¢iy metodu).

5-ame skyriuje pristatomi stochastinés NeSo pusiausvyros paieskos
algoritmo bei jo taikymo tyrimo rezultatai.

Darbo pabaigoje suformuluotos isvados, pateikta literatiira ir priedas.
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2 skyrius. Pusiausvyros paieSkos uzdaviniai

Siame skyriuje pateikiama bendros pusiausvyros paieskos uZzdaviniy
analitinis tyrimas, biitent, nekooperatinio loSimo modelis, dviejy lygiy
programavimo uzdavinys, heterogeniniy agenty modelis, kurie yra
panaudojami kituose skyriuose stochastinés pusiausvyros paieSkos metodams
ir algoritmams sudaryti. Apibréziama NeSo pusiausvyros sgvoka
nekooperatiniams loSimams ir apzvelgiama deterministinés pusiausvyros
paieSkos algoritmai. Stakelbergo pusiausvyra, kuri daZnai pasitaiko
nekooperatiniuvose loSimuose yra nagriné¢jama dviejy lygiy programavimo
pozitriu. Kadangi stochastinés pusiausvyros paieskos sritis yra labai plati, jos
stochastiniy NeSo ir Stakelbergo pusiausvyry paieskos uzdaviniai. Sudaryti
stochastinés pusiausvyros paieskos metodai bei algoritmai iStirti pritaikius
darbe sudarytag Monte Karlo metodika, kuri pateikiama Siame skyriuje.

J. Nash (1951) pasitlé kooperatiniy ir nekooperatiniy loSimy teorijy
suvienodinimg, vadinamgja NeSo programa, t. y. kooperatin] lo§img nagrinéti
kaip tam tikra nekooperatin] lo§img. Pagal NeSo programg galima rasti tokj
nekooperatinj lo§ima, kuriame kuri nors NeSo pusiausvyra gali buti sprendinys
duotam kooperatiniam lo§imui. ToS programos rezultatai apzvelgti R. Serrano
darbe (2005). Kooperatinj loSimg galima nagrinéti ir kitu poziiriu, t. y. duoto
kooperatinio loSimo loséjus padaliname ] dvi dalis, apibrézdami duotam
loSimui redukuotg loSima, t. y. tokj loSimg, kuriame viena dalis loSéjy
dalyvauja, o kita — ne. B. Peleg (1986) nustaté, kaip redukuoto loSimo
savybémis apibrézti pradinio loSimo sprendinius. V. Dumskis (2004) pateiké

redukuoto kooperatinio lo§imo kitg variantg ir iStyré jo savybes.

2.1. Pusiausvyros savoka

Savoka ,,pusiausvyra“ (angliskas atitikmuo equilibrium) yra Kilusi i$
lotyny kalbos ir reigkia lygus (equal) + balansas (libra). Sis terminas reiskia,
kad sistema, veikiama konkuruojanciy veiksniy, yra subalansuota. Fizikos
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mokslo aspektu tai reiksty, kad kiinas yra ramybés blisenos arba juda tolygiai,
kai visy jj veikian€iy jégy atstojamoji yra lygi nuliui. Chemijos mokslas tuo
terminu nusakyty biiseng, kai reakcijy greitis ir joms atvirkStiniy reakcijy
greitis yra tas pats. Ekonomikos moksle tai apibiidinty situacijg (baigme),
kurioje ekonomingés jégos, tokios kaip pasitila ir paklausa, yra subalansuotos ir,
jei néra poveikio i§ iSorés, nesikeiia ekonominiy kintamyjy reikSmés.
Pavyzdziui, sakoma, kad rinkoje yra pusiausvyra, jei kaina nustatoma taip, kad
prekiy ir paslaugy kiekis, kurj; parduoda pardavejai, lygus kainy ir paslaugy
kiekiui, kurj perka pirkéjai. Tokia kaina vadinama konkurencine kaina.

Paskirstymo tinkly vadovas, paslaugy teikéjas komunikacijos rinkoje,
tiekéjas tiekimo grandyje veikia kaip lyderis ir priima sprendimg pirmas. Tada
pasekejai — ty tinkly vartotojai, perpardavéjai renkasi savo strategija
vadovaudamiesi lyderio priimtu sprendimu. Daugelio lygiy programavime ir
loSimy teorijoje tokios rusies hierarchinio sprendimo priémimo uzdaviniai yra
nagrinéjami, stengiantis surasti Stakelbergo (pusiausvyros) sprendinius.

Jei nekooperatiniame loSime nuo kity lo$éjy strategijy priklauso ne tik
duoto loséjo iSlosio funkcija, bet ir jam leistinos strategijos, tai turime
apibendrintg NeSo pusiausvyros uzdavinj. L. Sun (2012) pateiké specialy
dviejy lygiy su daugeliu pasekéjy programavimo uZzdavinj, 1 kur]
transformuojamas apibendrintas NeSo pusiausvyros uzdavinys.

Kaip teigia M. Patriksson ir L. Wynter (1997), neapibréZtumas
budingas beveik visy hierarchiniy uzdaviniy taikymams ir jo nepaisymas ar
supaprastinimas gali brangiai kainuoti. Skirtingi autoriai nevienodai jtraukia
neapibréztumg j taikymus. M. Sakawa ir H. Katagiri nagrinéja dviejy lygiy
tiesinio programavimo uzdavinius su atsitiktiniais koeficientais, taikydami
interaktyvy nerySky (angl. fuzzy) programavimg (2010). C. Cromvik ir M.
Patriksson pristato hierarchinio optimizavimo uzdaviniy su neapibréztais
duomenimis taikymus (2010). O. Ozaltin ir kt., imdami tiktai baigtinj scenarijy

kiekj, formuluoja dviejy lygiy kuprinés uzdavinio stochastinj praplétima,
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kuriame lyderio 0 — 1 sprendimo pasirinkimas sukelia neapibréztuma pasekéjo
kuprinés talpai, (2010).

A. De Kok ir G. Muratore modeliuoja tiekimo grandies, kurioje prekiy
paklausa yra stochastiné, koordinavimg ir optimizavima, kaip dviejy lygiy
uzdavinj (2010). J. Ryu ir kt. nagrinéja dviejy lygiy, esant neapibréztumui,
sprendimo priémimo uzdavinj, kuriame pirmame lygyje sprendimas pritmamas
dél paskirstymo, 0 antrame lygyje sprendimas priimamas dél gamybos (2004).
Jie pateikia tokio uzdavinio sprendimo algoritma, kuris paremtas parametriniu
programavimu. E. Roghanian ir kt. tiria tg patj uzdavinj, bet jie neapibréztuma
traktuoja kaip ribojimy tikimybinj atvejj, kur ribojimai gali biiti nepatenkinti
daugiausia su tam tikra tikimybe (2007). V. Kalashnikov ir kt. pateikia dviejy
lygiy daugelio etapy stochastinj optimizavimo modelj, skirta dujy tiekimo
grandies kuro apimciai subalansuoti paskirstymo tinkle, esant atsitiktinéms
vieneto kainoms ir atsitiktinei paklausai (2010). Tame modelyje dujy tiekimo
firma yra lyderis, 0 vamzdyno operatorius — pasekéjas. L. Cheng ir kt. pateikia
dviejy lygiy kainy formavimo ir uzsakymy tarp gamintojo ir perpardavéjo
modelj, esant tolygiai pasiskirs¢iusiai paklausai (2009). Siuo atveju jie
nagriné¢ja CVaR Kkaip perpardavéjo tikslo funkcija. Kad buity galima rasti
optimalias neilgalaikiy prekiy kainas, esant ribotiems pajégumams, reikalingi
Iplauky administravimo modeliai, pavyzdziui, vieSbuciy, masiny nuomos,
avialinijy, koncertiniy organizacijy administravimui. Visapusiskas kainy
formavimo modelis privalo biiti sudarytas i§ Stochastiniy, dinaminiy ir lo§imo

teorijos elementy.

2.2. Heterogeniniuy agenty modelis (HAM)

Rinkos kainy dinamikos paaiSkinimas ir prognozé daZniausiai remiasi
tam tikrais fundamentaliais faktoriais. Tie faktoriai gali biiti duomenys apie
prekiy atsargas, gamybos pajégumus, ekonoming prognoze ir tada, remiantis
siais faktoriais, galima prognozuoti ateities kainas. Tai padeda gerai paaiskinti
realig paklausg ir pasitilg. Taciau kai kuriose rinkose veikia ir investavimo

faktorius, kuris duoda patrauklia grazg. Taigi, fundamentaliais faktoriais
23



pagristais modeliais negalima paaiSkinti kainy dinamikos, kurig nulemia
spekuliuotojai, nes jy jtakos negalima paaiskinti fundamentaliais faktoriais.
Ekonominés realybés modeliavimo metu yra priimamos tradicinés ir gerai
zinomos prielaidos: racionaliy liikes¢iy hipotezé, efektyvios rinkos hipoteze ir
tipiSko agento (individo) koncepcija. Bet buvo parodyta (Homes, 2006), kad
tos prielaidos yra logiskai nesuderinamos ir kad pagal modelius gauti
duomenys nesutampa su empiriniais duomenimis. Racionaliy lukesciy
hipotezé, pasikliaujant ja (Friedman, 1953; Lucas, 1971) buvo taikoma
ekonomikos teorijoje. Racionaliy liikesCiy hipotezé postuluoja, kad visi
investuotojai be sisteminés klaidos jvertina ateities kainas. M. Friedman
argumentuoja  (1953), kad iracionallis investuotojai (spekuliuotojai)
neisgyventy konkurencingje rinkoje, taciau C. Homes parodé (2006), kad pagal
racionaliy likesCiy teorijg negali biiti jokiy sandoriy: jei vienas individas turi
daugiau informacijos ir nori parduoti, tai potencialus pirkéjas numanys apie
vertés sumazgjimg ir nepirks. Kita efektyvios rinkos hipotezé, arba
informatyviai efektyvios rinkos hipotezé (Fama, 1965), teigia, kad prekyba
suteikia visg informacija per kaing. Prekés kainos pasikeitimg lemia
fundamentaltis ekonominiai faktoriai: paklausa ir pasitla. Bet, pavyzdziui,
(Shiller, 2000) pastebimas kainos pasikeitimo neatitikimas akcijy ir obligacijy

fundamentalioms reikSmémes.

2.3. Dviejy lygiy programavimas (Bilevel programming — BP)
Dviejy lygiy programavimo uzdaviniai (BP) daznai nagrinéjami kaip
hierarchiniai modeliai, arba Stakelbergo loSimai, kuriuose vienas lo$¢jas
(lyderis) turi privilegija losti pirmas ir jis paskelbia savo sprendimg kitam
los¢jui (pasekejui) arba kitiems loS¢jams (pasekéjams). BP uZzdaviniuose
sprendimo kintamasis yra suskaidytas j du vektorius x ir y. Pirmo lygio
sprendimo priéméjas (lyderis) kontroliuoja vektoriy xe9R™, 0 antro lygio

sprendimo priéméjas (pasekéjas) kontroliuoja vektoriy y e R".
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Jei norima sumodeliuoti hierarchinio sprendimo priémimo proceso
neapibréztumus, tai biitina nagrinéti stochastinius dviejy lygiy programavimo
uzdavinius. Tada turime (2.1) — (2.2) uzdavinj:

(virsutinis lygis) min E(F(X,y,w)), (2.1)
X,y

kai tenkinamos salygos G(x,y,0) <0, ¢ia y yra tokio
uzdavinio sprendinys
(apatinis lygis) minE, (f(x,y,)), (2.2)
kai tenkinamos sglygos g(x,y,@) <0, Gia XeR™,y e R",
weQ yra elementarusis jvykis tikimybingje erdvéje (Q.Z,P,), funkcijos
FIR"XxQo>R T R"'xQ>R, GIR"XR"xQ->R", g:R"xR"xQ—>R®
tenkina tam tikras integruotinumo, diferencijuotinumo bei iSkilumo salygas,
matas P, yra absoliuciai tolydus ir gali priklausyti nuo x, t. y. jis yra
apibréziamas jvedus tankio funkcijg p:R"xQ—>R,, E, yra matematinés
vilties pagal atsitiktinj dydj « simbolis. (2.1) — (2.2) uzdavinio atskiri atvejai
tiriami 4 skyriuje.
Kai antro (apatinio) lygio uzdavinys pakei¢iamas jo KKT (Karush—
Kuhn—Tucker) (Karush, 1939; Kuhn ir Tucker, 1951) optimalumo sglygomis,
tada (2.1)—(2.2) uzdaviniui turime ekvivalenty vieno lygio uzdavinj:

mir/lI E, (F(X,y,®)), kai tenkinamos salygos
XY,

G(x,Yy,) <0, VE (f(xy, @)+ A"V, g(x y,0) =0,

2.3
g(x,y,w) <0, 20,(%,Y,@)=0, 4 20,i=1,..,5, &3

¢ia 1eR® yra Lagranzo daugikliai.

Dviejy lygiy programavimo uzdavinio apibendrinimas yra matematinio
programavimo su ribojimais pusiausvyrai uzdavinys, kuriame kito uzdavinio
pirmos eilés optimalumo sglygos yra ribojimuose.

Dviejy lygiy programavimo uzdavinys gaunamas kaip hierarchinio
(dviejy lygiy) modelio, arba Stakelbergo loSimy (Stackelberg, 1934), kuriuose

vienas los¢jas (lyderis) turi privilegijg pirmas paskelbti savo sprendimg pries
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kita loSéja (pasekéja), matematiné formuluote. AiSku, ¢ia gali biti atskiry Sio
uzdavinio atvejy, pavyzdziui, virSutinio lygio ribojimuose g@ali nebiiti
atsitiktinio dydzio . Funkcijos F,G,f,g gali buti specialaus pavidalo,
pavyzdziui, tiesinés.

Jei atsitiktiniai dydziai yra diskretieji ir turi baigtin} reikSmiy skaiCiy,
tai (2.1)—(2.2) uzdavinj galima performuluoti kaip determinuotg, galbiit, labai
didelj.

Dabartiniu metu stochastinio programavimo modeliai yra placiai
naudojami, kai norima realaus reiSkinio jvairius neapibréztumus jtraukti j
kuriamg modelj. Daugelyje Sios riisies modeliy ] tikslo funkcijg jtraukiami
atsitiktiniy dydziy vidurkiai. Taciau tokioje formuluotéje galima nepastebéti ir
nenustatyti  ekstremaliy efekty, kurie gaunami minimizuojant ar
maksimizuojant vidurkius, nes c¢ia laukiamo vidurkio minimumas ar
maksimumas vargu ar gali biiti garantuotas, esant jvairiems reik§mingumo
lygiams. Todé¢l reikalinga nagrinéti neapibréztumg ir rizikos kontrole kartu.
Vadinasi, | model; reikia jtraukti ne tik tikslo funkcijos reik§més optimizavima,

bet ir tam tikro rizikos mato optimizavimg.

2.4. Nekooperatiniai loSimai

2.4.1. Nekooperatinio losimo modelis

LoSimy teorijoje nagrinéjami modeliai, kuriais modeliuojamos
situacijos, kai nepriklausomi, sau naudos ieSkantys individai (lo$éjai)
strategiskai sgveikauja tarpusavyje. Taikant modelius, galima tirti, jvairiy
sri¢iy — ekonomikos (Cia istoriSkai yra daugiausia taikymy), politikos,
biologijos, psichologijos, lingvistikos, telekomunikacijos ir kt. — situacijas.
LoSimy teorijoje yra dvi placios tyrimy sritys: kooperatiniai loSimai ir
nekooperatiniai loSimai. Nekooperatiniy loSimy sgvokos nereikéty suprasti
tiesmukai, t. y. kad ¢ia modeliuojamos tik tos situacijos, kuriose konfliktuoja
skirtingy individy interesai. Taip néra, nors nekooperatiniy loSimy teorijoje

daugiausia tiriamos, bitent, tokios situacijos. Kartu reikia pazyméti, kad
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kooperatiniai lo$imai, kitaip dar vadinami koaliciniais loSimais, nagrinéja ir tas
situacijas, kuriose individy interesai nebiitinai sutampa. Esminis Siy dviejy
rasiy modeliy skirtumas — nekooperatiniuose modeliuose pagrindinis modelio
elementas yra individas (los¢jas) su jo viltimis, preferencijomis ir galimais jo
veiksmais, o kooperatiniuose loSimuose pagrindinis modelio elementas yra
grupé (koalicija).

Optimizavimo teorija jos statinéje formuluotéje (tiesinis ir netiesinis
programavimas) ar dinaminéje formuluotéje (optimalus valdymas ar variacinis
skai¢iavimas) gali biiti nagrinéjama kaip specialiis nenulinés sumos statiniai ir
dinaminiai loSimai, kuriuose yra tik vienas loséjas.

Nekooperatinis loSimas gali biiti pateikiamas jvairiomis formomis.
Viena i§ jy yra normalioji forma, t. y. kiekvieno lo$é¢jo naudingumas
pateikiamas kiekvienai biisenai. Atskiru atveju ta busena priklauso tik nuo
loséjy veiksmy rinkinio. Tiesa, buisena gali papildomai priklausyti ir nuo tam
tikro atsitiktinio veiksnio. Kadangi daugelis kity nekooperatinio loSimo
pateikimo formy gali biti suvestos j normaligjg forma, tai ji yra viena i$
fundamentaliyjy loSimy teorijoje.

Apibrézimas. (Normalioji loSimo forma). Baigtinis n loSéjy
normaliosios formos lo$imas yra trejetas (N, X,u), kuriame

e N yra baigtiné los¢jy, kurie indeksuoti i, aibé;

o X=X;x.xX,,¢la X, yra baigtiné¢ i los¢jo galimy veiksmy
aibé, kiekvienas vektorius x=(x,...,.x,)e X Vvadinamas
veiksmy profiliu;

e u=(u,..,U,), ¢ia u,: X ->R reali i-ojo 1o$¢jo naudingumo
(i8losio) funkcija.

Tokios formos loSimai gali biiti vaizduojami n matavimy matrica. Kai
aibés X, yra baigtinés, tai loSimas vadinamas baigtiniu, prieSingu atveju —

begaliniu.
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Paprasta strategija yra misrios strategijos, kurioje paprasta strategija
pasirenkama su tikimybe lygia 1, atskiras atvejis. Jei kiekvienam veiksmui
priskiriama nenuliné tikimybé, tai turime visiSkai misrias strategijas.

Loséjai daznai turi priimti sprendimus neapibréztumo saglygomis, nes
jie yra:

e netikri dé¢l aplinkos objektyviy parametry,
¢ ne visiSkai informuoti apie jvykius loSime,
o netikri dél kity loséjy veiksmy, kurie néra determinuoti,

e netikri del kity loséjy racionalumo.

2.4.2. Pusiausvyros sqvoka nekooperatiniuose loSimuose

J. Neumann ir O. Morgenstern kooperatinius loSimus laiké daug
svarbesniais, todél trys ketvirtadaliai jy monografijos (Neumann, Morgenstern,
1944) yra skirti butent kooperatiniams lo§imams. Dabartiniu metu prieSingai —
svarbiausiose knygose daugiau vietos uzima NeSo pusiausvyros sgvoka —
nekooperatiniy losimy savoka (Fudenberg ir Tirole, 1991; Myerson, 1991,
Osborne ir Rubinstein, 1994). Yra trys priezastys:

1. Kooperatiniy loSimy teorijoje ignoruojama isoré, t. y. kad
koalicija gali buati veikiama jai nepriklausanciy loséjy
veiksmais.

2. Kooperatiniy loSimy teorijoje daroma prielaida, kad Pareto
efektyvi baigme yra pasiekiama.

3. Kooperatiniy loSimy teorijoje daroma prielaida, kad didzioji
koalicija (visy loséjy koalicija) gali susiformuoti.

1 atvejis susiklosté todel, kad kooperatiniai lo§imai paprastai aprasomi
charakteringos funkcijos forma, kurioje bet kurios koalicijos iSloSiai gali biti
gauti nepriklausomai nuo koalicijai nepriklausanciy lo$éjy.

2 atvejis susijes SU | sprendinio koncepcija jtraukiamais efektyvumo
aksiomy reikalavimais.

3 atvejis gaunamas todél, kad reikalaujama superadityviy losSimy (kurie

daugiausia ir nagrinéjami literatiiroje) efektyvumo.
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Sie kooperatiniy lo§imy bruozai yra problemiski, nes daugeliui lo§imy
teorijos taikymy ekonomikoje iSoré yra svarbi, Pareto efektyvumo néra ir
didzioji koalicija nesusiformuoja. Pakanka perzitréti klasikinj Cournot
duopolijos modelj.

Nekooperatiniy lo§imy teorijoje Neso pusiausvyros sgvoka yra esminé.
Neso pusiausvyroje kuris nors loséjas, vienpusisSkai nukrypdamas nuo jos, kai
Kiti laikosi pusiausvyros strategijy, iSloSia maziau arba tiek pat. Taigi, né
vienas lo$éjas neturi Kketinimo nukrypti nuo NeSo pusiausvyros. NeSo
pusiausvyros savoka, kaip sprendinio koncepcija, veiksminga, nes ji yra
logiskai nuosekli (koherentiné). Tai koncepcija, kurioje suderinta:

a) tikétino iSloSio maksimizavimas (racionalus elgesys),

b) korektiska lo$éjy prognozé apie kity loSéjy elgesj (racionaliis
lukesciai).

Be to, nustatyta, kad tai leidzia prognozuoti elgesj prognoze
eksperimenty metu, bent jau kai subjektai turi pakankamg nagrinéjamo loSimo
patirtj.

Taciau NeSo pusiausvyra turi ir keletg trikumy. Daugelis lo§imy turi
nemaza tokiy pusiausvyry ir losé¢jams neaisku, kurig i§ jy pasirinkti. Jei loséjai
turi saglygas komunikuoti pries pradédami losti, jie gali pasirinkti pusiausvyra
derybomis (dél to NeSo pusiausvyra dar vadinama ,saves privertimo
susitarimu®, angl. ,,Self-enforcing agreement®). Bet ne visada pakanka deryby
jvairovei pasalinti. Tiesa, ir be komunikavimo, daug pusiausvyry daznai
nesukuria problemos. Tai biina tuo atveju, kai viena pusiausvyra visiems yra
Zymiai geresné. Deja, ne visi loSimai turi vienokig ar kitokig pusiausvyra, j
kuriag los$éjai naturaliai orientuojasi. Netgi, kai NeSo pusiausvyra téra
vienintel¢, lo§€jy racionalumas pats savaime negarantuoja, kad pusiausvyra bus
pasiekta, nes lo$¢jo mintijimas, ka kiti los¢jai darys, gali tik i§ dalies atitikti
veiksmy eigg.

Viena 1§ nekooperatiniy loSimy teorijos sri¢iy yra mechanizmo

projektavimas (angl. mechanism design). Mechanizmo projektavimo teorija yra
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ekonomikos teorijos ,,inzinerijos* dalis. Veiksmo pradzia — tam tikro tikslo
siekis. Tada tiriama, aiSkinamasi, koks mechanizmas, t. y. loSimas, turéty bati
sukonstruotas, kad tikslas biity pasiektas pusiausvyroje (tuo atveju sakoma, kad
loSimas realizuoja tikslg). Kitais zodziais, loSimas yra pasirenkamas, o ne
duotas.

Priimantys sprendimus lo$éjai pagal savo preferencijas vertina galimas
baigmes, kurios gaunamos priklausomai nuo jy priimamy veiksmy.
Preferencija gali buti nusakoma tikslo funkcija, kurig los$éjas siekia
maksimizuoti (Siuo atveju tikslo funkcija vadinama naudingumo arba pelno
funkcija), arba siekia minimizuoti (Siuo atveju tikslo funkcija vadinama kasty
arba nuostolio funkcija). Jei loSimas néra trivialus, tai los¢jo tikslo funkcijos
reikSmeé priklauso maziausiai nuo vieno kito loS¢jo veiksmy (sprendimo
kintamojo), bendru atveju — nuo visy loséjy. Todél loséjas negali savo tikslo
funkcijos optimizuoti nepriklausomai nuo kity loséjy veiksmy. Taigi, turime
los¢jy galimy veiksmy rinkinius ir sprendimo priémimas vyksta be
kooperacijos.

Tradiciniuose loSimy teorijos taikymuose siekiama surasti loSimo
pusiausvyra, t. y. strategijy, kuriy lo$¢jai neturi ketinimo keisti, aibe. Zinomos
keletas iSvystyty pusiausvyros koncepcijy. Gerai zinoma NeSo pusiausvyra
(Nash, 1951), Stakelbergo pusiausvyra (Stackelberg, 1934), ir Pareto
pusiausvyra (Wang, 1993). Siy pusiausvyros koncepcijy taikymas skirtingai
motyvuojamas priklausomai nuo taikymao srities, nors jos kartais persidengia ar
sutampa. Neso pusiausvyros n loséjy losimui definicija siejama su strategijy
rinkinio vektoriumi x=(x,X,.....x,), kurj patogu uzradyti taip: x=(x,x_ ). Cia
x_; yra kity loséjy, be i-tojo los¢jo, kontroliuojama vektoriaus x dalis.

Apibrézimas. LoSime (N, X,u) vektorius x" e X yra NeSo pusiausvyra,
jei vi,ieN,

u (¢ x> u (%, x5, Ix e X, ir (x,x) e X. (2.4)

Sis Nego pusiausvyros apibrézimas tinka tam atvejui, kai loséjy tikslas
yra maksimizuoti savo naudingumo (iSloSio) funkcija. Jei loséjy tikslas —
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minimizuoti savo naudingumo (praradimy) funkcija, tai (2.4) nelygybé
kei¢iama j prieSingg.

Modernios organizacijos ir inzinerinés sistemos turi daug individy,
priimanciy sprendimus. Kiekvienas i§ jy, priimdamas sprendima, siekia savo
tiksly. Labai daznai individai yra nesusikooperave ir jy sprendimai tarpusavyje
kertasi. Tai sukelia biitinybg rasti NeSo pusiausvyrg. Tokios decentralizuoto
sprendimo priémimo problemos vis dazniau domina ekonomistus, operacijy
tyrimo specialistus, inZinierius, kadangi tokie uZdaviniai placiai taikomi
ekonomikoje ir inZinerijoje.

Dalis Lietuvos mokslininky pateiké svariy pasitilymy loSimy teorijai
plétoti ir gilinti. Disertacijos kontekste ypa¢ aktualts darbai, kurie skirti
nekooperatiniams loSimams ir Kurie susije su nagrinéjama tema. Vienas i
tokiy mokslininky, biatent, E. Vilkas (1963) sukiiré aksiomy sistema,
charakterizuojan¢ia matriciniy loSimy pusiausvyrg. Savo idéja, t. .
aksiomomis apibrézti nekooperatinio baigtinio loSimo pusiausvyros taskus, jis
pratesé vélesniame darbe (Vilkas, 1968). Aksiomos formuluojamos
funkcionalui - vektoriui f, apibréztam visy los¢jy iSlosiy funkcijy aibéje.
Aksiomy sistemoje yra trys konstruktyvaus tipo aksiomos: monotoniskumo,
dominavimo, objektyvumo. Tokj funkcionalg galima interpretuoti, kaip los¢jy
iSlosiy vektoriy, kai visi lo$¢jai loSia ,,optimaliai“. Tada monotoniSkumo
aksiomai galima suteikti tokig prasmg¢: jei du loSimai turi sutampancias partijas
(situacijas) ir kiekvienoje jy loséjui i baigmé viename lo§ime yra geresné negu
kitame loSime, tai dalyvavimas pirmajame jam yra rezultatyvesnis uz
dalyvavimg kitame loSime (kai loS$¢jai elgiasi ,,optimaliai®). Dominavimo
aksioma teigia, kad loSéjas, nepatirdamas jokio nuostolio, gali nesirinkti
akivaizdziai blogos strategijos. Objektyvumo aksioma reikalauja, kad loséjo
1SloSio matavimo skalé sutapty su jo naudingumo matavimo skale. Kadangi Cia
lyginamos skirtingy loSimy pusiausvyros situacijos, tai apibiidinama, kurias
pusiausvyros situacijas laikyti panasiomis ir kuriuos lo§imus — panasiais. Cia

taip pat iSskiriami ,sunkiis“ loSimai, t. y. tokie, Kuriuose yra Kkelios
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nedominuojamos pusiausvyros situacijos. Esant tokiems ,,sunkiems* loSimams,
maxmin principo nebepakanka norint iSspresti tokius loSimus. Todél loséjy
elgesio prognozavimui, reikia atsizvelgti j jy psichologinius, socialinius ir
kitokius faktorius. J. Harsanyi (1964) pirmasis pavartojo rizikos dominavimo
sgvoka (ji nepriklauso loSimo teorijai), apibrézdamas nekooperatinio loSimo
bendraji sprendinj. E. Vilkas (1968) daro prielaida, kad bet kurio ,,sunkaus*
loSimo atveju kiekvienas loSéjas i Zzino apriorines (subjektyvias) situacijy
pasiskirstymo tikimybes ir jrodo teoremg, kad jo pasitlyty trijy aksiomy
sistema yra suderinta ir pilna. Tg funkcionalg — vektoriy E. Vilkas vadina
lo§imo reik§me. Zinoma, tokios lo§imo reik§més savybés i§ esmés priklauso
nuo los¢jy subjektyviy tikimybiy apie situacijy pasiskirstyma.

Bendry resursy pasidalijimo loSimas pirma karta buvo suformuluotas
1957 metais. Sis lo§imas yra sudétingas, kadangi daZniausiai jis neturi Nego
pusiausvyros, bet intuityviai aisku, kad egzistuoja stabilus racionalus loséjy
elgesys. Tokiam losimui M. B. Iskakov (2008) apibrézia saugiy strategijy
pusiausvyros sgvoka. Ji yra platesné¢ uz NeSo pusiausvyros sampratg. M. B.
Iskakov apibrézta pusiausvyra labai panasi | E. Vilko (1990) kooperatiniams
loSimams apibrezta V—sprendinj, kuris apibréZiamas, vartojant grasinimy ir
kontragrasinimy sgvokas. V—sprendinj sudaro tokios baigmés, kuriy né viena
koalicija nenori atsisakyti arba, jei ir noréty atmesti, to ji negali padaryti.

Duotojo losimo savybés labai priklauso nuo jame dalyvaujanciy loséjy
skaiCiaus. Pavyzdziui, trijy lo$éjy loSimo tyrimas i§ esmés skirsis nuo dviejy
asmeny loSimo analizés. Nattralus klausimas: kaip bus toliau, kai loséjy bus
daugiau negu trys. V. Bubelis (1979) savo moksliniame darbe jrodé teorema,
kad n lo$éjy loSimg galima suvesti | trijy asmeny loSimg. Nors ta
transformacija sudétinga, taciau i§ esmés pagal tg teoremg pakanka iSnagrinéti

trijy asmeny loSimus.

2.4.3. Stochastiné NeSo pusiausvyra

Praktinése decentralizuoto sprendimo priémimo sistemose daznai

figliruoja  neapibréztumas. Pavyzdziui, ekonominése sistemose kastai,
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paklausa ir daugelis kity elementy yra nepastoviis ir juos iSmatuoti Sunku.
Tokios situacijos reikalauja ] modelius jtraukti neapibréztumg. Todél
prasminga nagrinéti NeSo pusiausvyra, esant neapibréZztumui. Pagal
nevienodus sprendimo priémimo kriterijus galima skirtingai apibrézti
stochasting NeSo pusiausvyra.

Tarkime, kad neapibrézti sistemos parametrai yra nepriklausomi
stochastiniai kintamieji, tada bendra stochastiné¢ decentralizuoto sprendimo

priémimo sistema nusakoma taip:

e i=12..,n —sprendimg priimantys individai,
e X — i-tojo sprendimg priimanciojo individo kontroliuojamas vektorius,
® U (X, Xy, X,, &) — 1-tojo sprendimg priimanciojo individo naudingumo

(tikslo) funkcija (¢ia & — atsitiktinis vektorius, nusakantis tam tikrus

parametrus),
o g.(X,%X,.X,,&) — 1-tojo sprendimg priimanciojo individo ribojimy
funkcija.

Kadangi sistemos parametrai yra stochastiniai, tai tikslo funkcija ir
ribojimai — irgi stochastiniai. Skirtingiems valdymo tikslams pasiekti taikoma
atitinkama NeSo pusiausvyra. Bendru atveju sprendimg priimantys individai
siekia optimizuoti savo tikslo funkcijos matemating viltj, esant kity funkcijy
matematiniy vil¢iy tam tikriems ribojimams. Taigi, turime tokj modelj:
max E[u, (X, X, . X, &),

kai (2.5)
E[9. (X, X, X, &) L0
Aisku, kad i-tojo individo sprendimas priklauso nuo kity individy sprendimo,
kurj Zymésime
X = (X ey Xi gy Xipggeeey X)) -
Siuo atveju NeSo pusiausvyra yra apibréZziama (2.6).

Apibrézimas. Leistinas  sprendinys  (X.,X,,.., X')  vadinamas Neso

pusiausvyra, jei jis tenkina
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E[ui(XI7X;7""X:1’X|’ |+1’ " n’é)]

X (2.6)
SE[Ui(Xl,XZ, ,Xll,XI,XHl, ) n’é:)] vi

ir bet kuriam leistinam (X, , X5 e X; 15 X;, Xi g yeery X3 )-

Tarkime, kad i-asis individas zino kity individy strategija X_,, tada jo
optimali reakcija gali buti pateikta atvaizdavimu X, =r,(x_,& ). Akivaizdu,
kad n loséjy Neso pusiausvyra bus (2.7) lygéiy sistemos sprendinys.

X, =r(x,,&),1=12,..,n (2.7)

Kitaip tariant, NeSo pusiausvyra yra vektorinés funkcijos
r(X;, X,y X,) = (1, 1,,..., I,) nejudamas taskas.

Tarkime, R(X,X,,..,X,,&) = Z||x ri(xfi,é)”. Nagrinésime  tokj
Minimizavimo uzdavinj:

min  R(X;, X, ..., X,, &)

X1 Xg 10X

(X, X, X ) € (D, (2.8)
i=1

¢ia D, yra i-ojo los¢jo leistiny sprendiniy modelyje (2.5) Jei optimalus

sprendinys (X;,X,..., X_) tenkina lygtj R(X{,X;,..., X ,&) =0, tai x =r (X)),

o Xos
i=12,..,n. Vadinasi, (X,X,...,X ) turi biiti NeSo pusiausvyra. Jei skaitinio
sprendimo procese gauname, kad (x;,X,,..., X') tenkina R(X,,X;,..., X.,&) <&,
(Cia ¢ yra mazas teigiamas skaiGius), tai vektoriy (X;,X,,...,X ) galima
traktuoti kaip NeSo pusiausvyra. PrieSingu atveju, (2.7) lygciy sistema
nesuderinama ir NeSo pusiausvyros néra. (2.6) NeSo pusiausvyra (2.5)

uzdavinio konkreciam atvejui tiriama 5 skyriuje.

2.4.4. NeSo pusiausvyros egzistencija ir tos pusiausvyros paieskos metodai
Siame poskyryje pateikiami kai kurie NeSo pusiausvyros
nekooperatiniuose loSimuose egzistencijos teiginiai ir aptariami tOS
pusiausvyros paieSkos algoritmai, kurie gali biiti taikomi stochastinés
pusiausvyros strategijoms nustatyti. Normaliosios formos nekooperatinio
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losimo modelj galima wuzrasSyti, vartojant naudingumo funkcijas arba
preferencijos  sgrySius. NeSo pusiausvyros egzistencijos teoremose
nekooperatiniam loSimui, pirmu atveju salygos formuluojamos naudingumo
funkcijoms, o antru atveju — preferencijoms. Nekooperatinio loSimo modelis
pirmu atveju yra G={X;,u,,i=1..,N}, ¢ia i=1..,N yra lo$¢jai, X; yra loséjy
strategijy aibés, o u;, yra lo§¢jy naudingumo funkcijos. Nekooperatinio lo§imo
modelis antru atveju yra G={X;,5,,i=1..,N}, ¢ia =, yra los¢jy preferencijos.

Jeigu loséjy preferencijos tenkina tam tikras aksiomas, tai, remiantis Neuman ir
Morgenstern teorema egzistuoja naudingumo funkcijos u;:X —[01], ¢cia
X =X, x X, x..x X . Jei strategijos yra parenkamos su tam tikra tikimybe, tai
turime misrigsias strategijas. J. NeSo teorema baigtiniui nekooperatiniui
loSimui yra tokia.

1 teorema. (Nash). Kiekvienas baigtinis loSimas turi misriy strategijy Neso
pusiausvyrg.

Paprasty strategijy NeSo pusiausvyros egzistencija yra svarbesné nei

misriy strategijy NeSo pusiausvyros egzistencija. Pirma, paprasty strategijy
atveju nereikalaujama loS¢jy preferencijy loterijy aibg¢je. Antra, miSriy
strategijy pusiausvyros egzistencija daznai yra kaip iSvada i§ paprasty
strategijy pusiausvyros egzistencijos. Galima suformuluoti egzistencijos
teorema, kai strategijy aibés yra begalinés, t. y. loSimas néra baigtinis.
2 teorema. (Debreu, Glicksberg, Fan). Tarkime, duotas nekooperatinis
lo§imas G ={X,,u;,i=1..,N} ir Vi X, yra netu$¢ia, kompakting¢ ir i3kila metrinés
erdvés aibé, u,(x,X,,....xy) yra tolydi pagal (x;,x,,...,.xy) ir igaubta pagal x.Tada
duotame loSime egzistuoja bent viena paprasty strategijy NeSo pusiausvyra.

2 teorema remiamasi 5 skyriuje. 2 teoremoje strategijy aibiy iskilumo
ir iSlosiy jgaubtumo reikalavimai yra esminiai. Be to, 2 teoremoje vietoje
funkcijy jgaubtumo pakakty reikalauti kvazi jgaubtumo (Reny, 2008).

Pirmas NeSo teoremos jrodymas remiasi nejudamo tasko Brauerio
teorema ir néra konstruktyvus, t. y. jrodymo procese nesukonstruojamas pats

pusiausvyros taskas. Taigi, turint pusiausvyros egzistavimo jrodyma, privalu
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dar rasti buda, kaip ta pusiausvyros taskg identifikuoti. C. E. Lemke ir J. T.
Howson (1964) pasiilé algoritmg NeSo pusiausvyrai rasti bimatricinio lo§imo
atveju. Veliau Sis algoritmas buvo prapléstas n loSéjy nekooperatiniams
loSimams. Yra zinoma, kad nekooperatinio dviejy asmeny loSimo NeSo
pusiausvyros paieSka asimptotiSkai yra ne lengvesné uz NeSo pusiausvyros
paieska n loséjy losime (Chen ir kt., 2009). Tai kiek netikéta, nes loséjo isloSis
misriy strategijy atveju dviejy asmeny loSime yra tiesinis kito los¢jo atzvilgiu,
prieSingai nei n loS¢jy loSime. Atliekant skai¢iavimus pasitelkus geriausius
dabar zinomus sprendiklius, minétas tiesiSkumas leidzia lengviau rasti
sprendinj praktiniams dviejy nei n asmeny loSimams. Taigi, asimptotinis
sudétingumas tas pats, o empiriné elgsena skiriasi. C. E. Lemke ir J. T.
Howson taiko tiesinés algebros operacijas NeSo pusiausvyrai surasti. 1972
metais J. T. Howson praplété §j algoritma polimatriciniui lo§imui, kuris taip pat
turi tiesing struktiirg. Kitiems loSimams turi buti taikomi bendresnio pobudzio
algoritmai, pavyzdziui, S. Govindan ir R. Wilson (2003) globalus Niutono
metodas (GNM). GNM yra C. E. Lemke ir J. T. Howson metodas
apibendrintas ta prasme, kad dviem duotiems lo$¢jams ir atitinkamai parinktam
starto taSkui iteracijos strategijy erdvéje vyks ta pacia trajektorija. Taciau
GNM veikia ne taip efektyviai, nes naudojama trajektorijos, o ne tasko
skai¢iavimo technika. Tai yra didelis skirtumas praktiniame pritaikyme,
pavyzdziui, S. Govindan ir R. Wilson (2004) pasitlé spresti daugelj
polimatriciniy lo§imy, surandant GNM gerg starto taSkg. Anksciau neZinota,
kaip panaudoti teorinj ekvivalentuma tarp dviejy loséjy ir n asmeny losimy, nes
n asmeny loSimo redukcija j dviejy asmeny loSimg yra nekonstruktyvi. Taciau
U. Feige ir I. Talgam-Cohen (2010) pateiké tiesioging n asmeny loSimo
redukcijg 1 dviejy asmeny loSimg per polimatricinius loSimus. Tai leidzia
efektyvinti pusiausvyros paieskos n asmeny loSime algoritma. Pirma, loSimas
paver¢iamas ,.tiesiniu®, taikant konstruktyvia redukcija, o tada gautam loSimui

pritaikomas algoritmas (Wright ir kt., 2011).
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Brauerio teoremos Siuolaikinis jrodymas, kuris remiasi Spernerio lema,
pateikia biidg aproksimuotam Brauerio teoremos nejudamam taSkui (tokKiu
biidu ir NeSo pusiausvyrai) surasti, nors tas algoritmas ir yra eksponentinio

sudétingumo.

2.5. Monte Karlo metodas

Daug inZinerijos, ekonomikos ir kity moksly taikomyjy uzZdaviniy yra
sprendziami kompiuteriu sugeneravus tam tikras statistines imtis. Jei minétu
btudu sprendziamas uzdavinys, tai sakoma, kad tai atlickama Monte Karlo
metodu. Monte Karlo metodai gali biiti vartojami, kai norima:

e stebéti objekty ir procesy elgseng (generuojami atsitiktiniai objektai
Ir procesai),

e jvertinti sudétingas analitines iSraiSkas  (pvz., | kurias jeina
daugialypiai integralai, sudétingos matricinés iSraiskos ir pan.),

e iSspresti sudétingg lygciy sistema .

2.5.1. Monte Karlo metodas objekty ir procesy elgsenai tirti

Bet kurio Monte Karlo metodo pagrindas yra tolygiai pasiskirs¢iusiy
atsitiktiniy skaiciy generatorius, t. y. procediira, kuri generuoja intervale (0,1)
atsitiktiniy  skai¢iy z',z°%,...,z",.. begaling seka. Jei reikia sugeneruoti
atsitiktinj kintamajj, pasiskirs¢iusj pagal kurj nors (nebitinai tolygyji) désnj, tai
galima atlikti transformacijos arba priémimo ir atmetimo metodu (Rubinstein ir

Kroese, 2007).

Vektorius z=(z',...,z"), kurio komponentés yra atsitiktiniai dydZiai,
vadinamas atsitiktiniu vektoriumi. Bendresniu atveju, atsitiktiniy kintamyjy
rinkiniui {z'} jvardyti, vartojamas atsitiktinio proceso terminas. Atsitiktiniy

procesy sugeneravimo technika skiriasi tiek, kiek skiriasi patys atsitiktiniai

procesai (Kroese ir kt., 2011).
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2.5.2. Monte Karlo metodas jverc¢iams gauti

Svarbu i$siaiSkinti, kaip yra taikomas Monte Karlo metodas, kai
siekiama jvertinti skaitines reikSmes, pavyzdziui, matemating vilt], iSreiSkiamag
daugialypiu integralu. Tarkime, kad eksperimento imitacijos duomenys

7', 7%

., 2" yra nepriklausomi ir pasiskirste pagal ta patj désnj, kurio tankio
funkcija yra p. Tarkime, kad reikia jvertinti vidurkj: 1 =E(f(2)), ¢ia z~ p.

Tarsime, kad |1 <« . Tada vidurkio jvertis iméiai {z'} yra
Fz%i'jzlf(z‘). (2.9)
Tarkime, kad dydzio f(z) dispersija yra baigtiné ir lygi . Tada
pakankamai dideliems N atsitiktinis dydis f yra apytikriai pasiskirstes pagal
N(l,o°/N) désnj (tai iSplaukia i§ centrinés ribinés teoremos). Jei dispersija
o? yra nezinoma, tai ji gali buti jvertinta imties dispersija

1 i N\2
mg(f(z )—1)7, (2.10)

D? =

kuri pagal didziyjy skai¢iy désnj artéja j o®, kai N — co. Galima jvertinti 1-«
reikSmingumu vidurkio | pasikliovimo intervalg

~ D
(f =70 W

¢ia 7, yra pasiskirstymo N(0,) y-kvantilis. Vietoje pasikliovimo intervalo

~

), (2.11)

galima imti standartinés paklaidos jvertj D/+/N arba santykinés paklaidos
jvertj D/fJN. Jvertinimo procediira, kuri vadinama paprastu Monte Karlo
(angl. crude Monte Carlo — CMC) metodu, yra:
e sugeneruoti z',z°,..,z" ~ p (pavyzdziui, atlikus nepriklausomas
imitacijas,
e apskaiciuoti vidurkio | jvertj fir pasikliovimo intervala.
Skaitiniy dydziy jvertinimas Monte Karlo imitacijoje gali biti atliktas

efektyviau, vartojant Zinomga informacijg apie imitacijos modelj. Galima taikyti
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dispersijos sumazinimo budus, t. y. reikSmingy im¢iy metodg ar sluoksniuoty
iméiy metodg (Zr. Kroese, 2011).

Vienas dazniausiai taikomy dispersijos sumazinimo budy — tai
reik§mingy imc¢iy metodas, kuris ypac parankus mazoms tikimybéms jvertinti.
Tarkime, reikia jvertinti dydj |=E_ H(z)=[H(z)p(z)dz. Cia H yra reali
funkcija ir p yra atsitiktinio vektoriaus z tikimybinis tankis, kuris vadinamas
nominaliu tankiu. Indeksas p prie matematinés vilties operatoriaus E rodo,
kad jis yra skai¢iuojamas p atzvilgiu. Tarkime, ¢ yra kitas tikimybinis tankis

toks, kad Hp yra dominuojamas g, t. y. ¢(z) =0= H(z)p(z) =0. Naudojant
tankj g, | galima iSreiksti taip: | :jH(Z)@gD(Z)dZ = EwH(Z)@. Taigi,
»(2) ()

jei z*,..., 2" ~ o, tai

A_i’\‘ K f(zk)
| = N kzz‘,lH (z )(p(Zk) (2.12)

yra | jvertis. Tankiy santykis W(z) = f(z)/¢(z) yra vadinamas tikétinumy
santykiu. Reik§mingy im¢iy metodo algoritmas yra toks:
1. Pasirinkti reikSmingy im¢iy tankj g, kuris dominuoja Hf .
2. Sugeneruoti  z*,..z" ~¢ ir rasti Y'=H(Z)f (') e(z),
i=1..,N.

3. Jvertinti |, t.y. rasti | bei rasti 1-« reik§mingumu | pasikliovimo

~ ~

: - D - D, .. T
intervala (I -7, W’I S/ W)’ C¢ia 17, Zymi pasiskirstymo

N(0,1) y—kvantili, o D yra standartinis nuokrypis iméiai z*,..., z".

Sunkiausia, taikant reikSmingy imciy metodg, yra surasti
reik§mingy im¢iy pasiskirstyma. Jei blogai parinktas tankis ¢, tai jis lems

pasikliovimo intervalo jvertinimo tiksluma. Teori§kai optimalus ¢
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(@),

minimizuoja | dispersija ir tokiu biidu yra uzdavinio min IS(/)[H(Z) )
@ o\Z

sprendinys, Cia D , yradispersija ¢ atzvilgiu.

2.5.3. Monte Karlo metodas optimizavimui

Darbe apsiribota uzdaviniais, kuriuose tikslo funkcija ir ribojimy
funkcijos yra vieno ekstremumo ir glodZiai diferencijuojamos, iSreiSkiamos
atsitiktiniy funkcijy, tenkinan€iy LipSico salyga, matematine viltimi. Kaip
zinoma, tikimybinis matas turi tris dedamagsias: diskrecigja, singuliarigjg ir
absoliuciai tolydzigja. Jei tikimybinis matas diskretusis, tai matematineé viltis
iSreiSkiama svorine funkcija su svoriais, kurie lygiis diskreCiyjy jvykiy
tikimybéms. Tokiais atvejais optimizavimo ar pusiausvyros paiesSkos uzdavinys
suvedamas ] determinuotg optimizavimo uzdavinj. Reikia pazyméti, kad mato
singuliarumas (tikimybinis matas pasiskirstes nulinio Borelio mato, taciau
kontinuumo galios aib¢je) praktiniuose uzdaviniuose pasitaiko retai. Taciau jei
matas yra absoliuciai tolydus, t. y. nusakomas tankio funkcija, tai matematiné
viltis i8reiSkiama daugialypiu integralu, kuris analitiSkai apskaiciuojamas tik
labai retais atvejais. Taciau funkcijos, kurios iSreiSkiamos matematine Vviltimi,
kai matas yra absoliuciai tolydus, yra glodziai diferencijuojamos, nors
glodinamos funkcijos tenkina tik LipSico salyga, t. y. bendru atveju néra
diferencijuojamos (Shapiro, 2000, Rubinstein ir Melamed, 1998, Bartkuté ir
Sakalauskas, 2007). Uzdavinius, kai matas yra absoliuciai tolydus, praktiskai
nejmanoma spresti determinuotais optimizavimo metodais. Taciau funkcijos
iSreiSkiamos matematine viltimi, kai matas yra absoliuciai tolydus, gali biiti
aproksimuojamos statistinio modeliavimo biidu (Monte Karlo metodu). Kita
vertus, galima pasinaudoti stochastinio diferencijavimo metodais ir jvertinti
tokiy funkcijy gradientus arba iSvestines taip pat statistinio modeliavimo buidu.
Disertacijoje nagrin¢jami stochastinés pusiausvyros uzdaviniai, kai loS¢jy
atsitiktinés tikslo arba ribojimy funkcijos tenkina tik LipSico salyga, taciau

galimy aplinkos, kurioje veikia loS¢jai, scenarijai yra pasiskirste pagal
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absoliuciai tolygyji matg. Tokiems uZdaviniams sprgsti tatkomi stochastinés
aproksimacijos, vidinio taSko (angl. interior point), imties vidurkio
aproksimacijos (angl. Sample Average Approximation - SAA) arba nuoseklios
paieskos metodai. Stochastinés aproksimacijos metodai buvo bene pirmieji
pasiiilyti spresti stochastiniams uzdaviniams, taciau Sie metodai néra placiai
taitkomi praktikoje, nes jie susij¢ su optimizavimo zZingsnio reguliavimu, kuris
ne visada yra aiskus praktiSkai, néra Zinomi patikimi $iy algoritmy stabdymo
budai. Vidinio tasko metodai susij¢ su sudétingais matriciniais skaiiavimais ir
dar néra gerai iSplétoti. SAA metodai sékmingai taikomi stochastiniam
tiesiniam keliy etapy programavimui, taciau Siy metody taikymas netiesiniam
stochastiniam programavimui yra susijes su sudétingu skaitmeniniy algoritmy
taikymu. Todél stochastinés pusiausvyros paieskoje Sie metodai néra placiai
taikomi. Stochastinés pusiausvyros paieskos uzdaviniai tiriami daugiau
teoriSkai, praktiniame taikyme yra daug atviry klausimy. Mokslingje
literatliroje yra Zinomos jvairiy stochastinés paieSkos uzdaviniy matematinés
formuluotés, taciau skaitmeniniy stochastinés paieskos algoritmy kairimas tik
pradin¢je stadijoje, pavyzdziui, Xu ir Zhang (2013) pateiké imties vidurkio
aproksimacijos (SAA) metodo apraSyma ir jj iSband¢ labai paprastam
uzdaviniui. Siekiant sukurti skaitmeninius stochastinés pusiausvyros paieskos
metodus, galima pasinaudoti patirtimi, kuri yra sukaupta, kuriant ir plétojant
skaliarinio stochastinio programavimo metodus bei algoritmus.

Disertacijoje yra kuriami ir plétojami nuoseklios Monte Karlo paieSkos
(Bairaksan ir Morton, 2011, Cairoli ir Dalang, 1996, Homem-di-Mello ir
Shapiro, 1998, Sakalauskas, 2000, 2004) metodai stochastinés pusiausvyros
paieskos uzdaviniams spresti, pasinaudojant §iy metody plétote stochastiniame
programavime. Nuoseklios Monte Karlo algoritmy esme¢ sudaro kintamo tiirio
Monte Karlo imciy serijy generavimas, siekiant rasti uzdavinio sprendinj
reikiamu tikslumu, kuris yra interpretuojamas statistiskai, t. y. apskai¢iuojami
tikslo funkcijos ir ribojimy pasikliautinieji intervalai bei tikrinama statistiné

hipoteze apie gauto sprendinio optimaluma.
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Skyriaus iSvados

1. Stochastinés pusiausvyros paieSkos uzdaviniai, daznai pasiZymintys
hierarchine struktiira, biidingi jvairioms mokslo sritims — inzinerijai,
ekonomikai, finansams, logistikai, taciau juos galima formuluoti kaip
pusiausvyros paieskos uzdavinius su iSkilomis, tenkinancioms LipSico
salygas, iSlosio funkcijomis ir atsitiktiniais aplinkos scenarijais,
pasiskirsCiusiais pagal diskretyjj ar tolydyjj tikimybinj désn;.

2. Daugelis sprendimy yra priimami decentralizuotai de¢l didelio
nepriklausomai  sprendimus priiman¢iy individy (jie gali bati
heterogeniniai) skaiciaus.

3. Stochastinés pusiausvyros paieSka su diskreciaisiais pasiskirstymais
gali buti suvedama | deterministinj uzdavinj. Stochastinés pusiausvyros
paieskos uzdaviniy su tolydziaisiais pasiskirstymais sprendimo algoritmai
gali buti kuriami, pritaikant Monte Karlo metodg ir statistiniy iSvady

teorija.
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3 skyrius. Finansiniy kriziy pusiausvyros modeliy tyrimas

Siame skyriuje finansiniai burbulai nagrinéjami Ponzi schemos bei K.
Watanabe ir kt. (2007) pasitlyto metodo pozitriu. K. Watanabe ir kt. metodas
leidzia identifikuoti finansinio burbulo pradzig pagal kainos divergavimg nuo
bazinés linijos. Lietuvos nekilnojamojo turto burbulo atveju, kai burbulas
trumpam nustojo augti, buvo pastebéta, kad pagal §j metodg divergavimo
nebéra. Todél darbe pasitlyta j finansinio burbulo modelj jtraukti
heterogeninius agentus (fundamentalistus ir Cartistus).

Skyriaus rezultatai publikuoti V.Dumskis, L. Sakalauskas (2009, 2012)
darbuose, jie buvo pristatyti ir aptarti KORSD - 2009, LMD LI, LOTD - 2010

konferencijose.

3.1. Finansiniai burbulai ir jy griatys

Pusiausvyros salygy paieska ir tyrimas taikomi modeliuoti daugeliui
ekonominiy procesy. Nesant ekonomikos pusiausvyros, ji tampa netvari, t. y.
pakilimus lydi nuosmukiai. Siy pakilimy ir nuosmukiy chaotiskas vystymasis
dazniausiai susijes su finansiniais burbulais.

Realiose rinkose kartais galima pastebéti finansiniy piramidZiy
elementy. 1720 metais Izaokas Niutonas, prarades 20 tikstanciy svary
sterlingy, pasaké: ,,AS galiu apskaiciuoti dangaus kiiny jud¢jima, bet ne Zmoniy
pamisima“. Sia didziule (tais laikais) sumg jis prarado viename i§ pirmyjy
Europos burbuly — ,,Piety jiiry bendrovés® burbule. Pirmasis labiausiai zinomas
Europos spekuliatyvusis burbulas jvyko Olandijoje (angl. Tulpenmanie —
Tulpiy manija) pirmoje XVII a. pusé¢je.

Daznai struktiriniai ekonomikos pasikeitimai nesamprotaujancius
investuotojus gali privesti prie klaidingos minties apie ,,nauja ekonomika®,
kuriai budingas nenutriikstamas augimas, zinoma, kartu ir nepaliaujamas kainy
augimas. Tokie investuotojai elgiasi kaip banda (Banerjee, 1992).

Nagrinéjant ekonominiy burbuly reiskinius, galima tirti schemas, pagal

kurias grgzos investuotojams mokamos 1§ jy paciy arba 1§ sekanciy

43



investuotojy pinigy. Tokios schemos vadinamos Ponzi schemomis, nes jos
siejamos su Ch. Ponzi, kuris 1920 metais panaudojo §ig technologijg. Ch.
Ponzi schema — tai sukéiavimo schema, esanti uz jstatymo riby. Paskutinis
zinomiausias Ch. Ponzi schemos pritaikymo atvejis buvo JAV, kai
investuotojai prarado 18 milijardy doleriy. Tos schemos architektas 2009
metais Bernard Madoff buvo jkalintas 150 mety kal¢jimo.

Esant dabartiniam globalizacijos lygiui, netvarios situacijos palieté ir
informacijos technologijy sritf — 2000 mety pabaigoje sprogo interneto
burbulas, o 2007 metais JAV nekilnojamojo turto burbulo sprogimo banga
palieté visy pasaulio Saliy ekonomikas. S. Girdzijauskas ir kt., remdamiesi
logistine kapitalo valdymo teorija, identifikuoja netvarias ekonomines
situacijas, sitilo metodus, kaip tas situacijas suvaldyti. Jie teigia, kad rinkos
ribotumas yra pagrindiné salyga netvarioms ekonominéms situacijoms
susidaryti, ir nurodo, kad logistinés vidinés grazos normos elastingumas
ribiniam kapitalui yra pagrindinis rodiklis, kuris parodo burbulo formavimosi
intensyvumg (Girdzijauskas ir Moskaliova, 2003, 2005; Girdzijauskas ir kt.,
2008, 2009).

Nagrinésime modelius, aprasancius finansinius burbulus ir jy grittis, t.
y. Ponzi schemg, K. Watanabe ir kt. modelj bei pasiiilyta Sio modelio

modifikacijg.

3.2. Ponzi schema

Nagrinéjant nekilnojamojo turto rinkg Ponzi schemos pozitiriu, galima
pasinaudoti modeliu, apraSytu D. Abreu ir M. K. Brunnermeier (2003).
Tarkime, samprotaujantys investuotojai pradeda jsitikinti, kad augimas
baigiasi, bet tg suvokia ne visi iSkart. Kol samprotaujanciy investuotojy
dauguma investuoja, kaina auga dideliu grei¢iu (tokia yra prielaida). Misy
atveju ,,burbulas® = dauguma samprotaujanciy investuotojy Zino, kad augimo
nebéra, bet ir toliau dar investuoja. Bet, kai tik samprotaujanciy individy
dauguma parduoda turta, tada naiviis investuotojai supranta savo klaidg ir

burbulas sprogsta. Tarkime, tokioje situacijoje jus esate investuotojas. Masés
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tiki, kad kaina augs dideliu greiiu nenutriikstamai. Bet jus jsitikinate, kad
firmos turtas nieckam tik¢s. Ar jas neparduosite firmos akcijy tuctuojau?!
Imkime ,,burbulo lo$ima, kuriame yra 60 000 loséjy (naiviy — 50 0000,
samprotaujanciy — 10 000). Yra 20 periody, kuriy metu sprendziama — pirkti ar
parduoti. Po ty 20 periody kaina yra lygi tikrajai prekés vertei. Kainos
formavimosi procesas toks: kaina = verté = 4000 loSimo pradzioje, toliau kaina
auga 5% kiekviename periode, kol 5000 ar daugiau samprotaujanciy loséjy
parduoda turtg. Loséjy islosiai: jeigu pardavé, tai gauna esama kaing; jeigu dar
nerealizavo, kai 5000 kity jau tai padaré, tai gauna esama vertg. Kiekviename
periode galima mesti moneta, norint nuspéti, ar kainos augimas baigési.
Pavyzdziui, jei augimas baigsis po 3 periodo, tai pirmyjy trijy periody kaina —
4000, 4200, 4410, bet visuose perioduose T >3 verté iSlieka ta pati, bitent,
4410, nors kaina dar gali augti. Kada burbulas sprogsta, tada kaina nukrenta
atgal iki 4410. Informacinis procesas — jei kainos augimas baigési, vienas
atsitiktinai paimtas naivus loSéjas tuctuojau supranta, kad augimas baigési.
Kitame periode antras naivus lo$¢jas tg supranta ir t. t. Iki tol, kol nesupratote,
kad augimas baigési, jiis nezinote, kelintas (antras ar paskutinis) esate suprates,
kad augimas baigesi. Tarkime, kad visi kiti elgiasi pagal tokig strategija:
tuctuojau parduoda turta, kai supranta, kad kainos augimas baigési, bet ne
anksCiau. Ar jus tuétuojau parduosite, kai suvoksite pasibaigusj kainos
augima? Samprotaujantys loséjai elgiasi pagal Ponzi schemga. Skirtumai tarp
kainos ir vertés sumuojami pagal lo8¢jus, o sumos yra normalizuojamos, jas

logaritmuojant M (M =4000) pagrindu. Siy normalizuoty sumy kaita

pavaizduota 3.1 pav.
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3.1 pav. Normalizuotos skirtumy sumos
Taigi, burbulai gali egzistuoti net ir gausaus samprotaujanciy loséjy
skaiCiaus atveju. Kainos ir vertés skirtumy normalizuotos sumos nuo pradinio
periodo stabilizuojasi (samprotaujantiems investuotojams — astuntame periode,
0 naiviems investuotojams — vienuoliktame periode). Vadinasi, kiekvienas nori
parduoti, bet ne pirkti. Burbulas gali testis, kol yra lo$¢jy, nezinanciy, kada kKiti
loséjai ketina parduoti. Netgi menka informacija ar naujiena gali suveikti kaip

stimulas parduoti turta.

3.3. Matematiné finansiniy burbuly ir jy grituciy apibréztis
3.3.1. Burbuly ir griuciy matematinis apibrézimas

Nuo tada, kada pasirodé D. Sornette ir kt. mokslininky straipsnis
(1996), kuriame teoriskai nustatytos keliy ekonominiy griti¢iy jvairiose rinkose
periodinés struktiros, daugybe tyrimy nustatytos analogiSkos struktiiros
finansy rinkose. D. Sornette teigé (2003), kad burbulas pries pat jo grititj gali
buti charakterizuojamas logaritminiu-periodiniu energijos désniu ir kad juo
galima prognozuoti, kada akcijy rinka patirs krachg. D. Sornette ir W.-X. Zhou
(2006) sukaré burbuly pabaigos matematinj modelj kaip spontaniSka
singuliarumg prie prielaidos, kad grittis jvyksta po ekonominiy rodikliy
spartaus augimo, kuris yra greitesnis nei eksponentinis. Sis metodas praktigkai
naudingas burbulo pabaigos prognozei, bet juo nekonstatuojama burbulo

pradzia.
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K. Watanabe ir kt. (2007) pasitilé metoda kaip nustatyti burbulo
pradzia. Siuo metodu buvo istirtas Lietuvos nekilnojamojo turto rinkos
burbulas ir grittis. Taciau pasirodé: jei burbulas kuriais nors periodais nustoja
augti, tai, vertinant situacijag K. Watanabe metodu, tiems periodams gaunami
tokie patys jvertinimai kaip ir nesant burbului. Minétam trikumui pasSalinti
sitlloma K. Watanabe metoda modifikuoti (tai ir daroma Siame darbe),
jtraukiant ] modelj dviejy tipy investuotojus.

Pastaraisiais metais investuotojy démesio centre — pasaulio
nekilnojamojo turto rinky burbulai ir jy grititys. Makroekonominiu pozitiriu
nekilnojamojo turto sektorius yra pirmaeilis aspektas holistiniame ekonomikos
elgsenos suvokime. Taciau politikai, atrodo, neturi jrankio, kuriuo biity galima
suvaldyti nekilnojamojo turto burbulus. Tiesa sakant, jy iStikimybé
ortodoksinei politikai (paprasta monetariné politika arba Zema paltikany norma
recesijai iSvengti) gali situacijg tik pabloginti.

Nagrin¢jant nekilnojamojo turto kainy burbulus, daugiausia démesio
skiriama kainy ir pajamy ar nuomos santykio diagramoms. Tradiciskai akcijy
rinkose jau seniai nagrinéjami kainy burbuly modeliai. Jie taikomi ir
burbulams nustatyti nekilnojamojo turto rinkose. Burbulo nustatymo
metodologijos gali bti dviejy rasiy. Pirmoji apima metodus, sukurtus tariamos
fundamentalios vertés ir faktinés kainos pokyCiams palyginti. Jei faktinés
kainos kintamumas yra reik§mingai didesnis nei tariamos fundamentalios
vertés kintamumas, tvirtinama, kad kainy burbulas nustatytas netiesiogiai.
Pagal antrgja metodologijos rGi§j burbulai nustatomi tiesioginiais testais,
tikrinant hipoteze, kad néra burbulo, ekonometriniais metodais (vieneto Saknies
testas ar kointegracijos testas). Jei kainos santykis su pajamomis ar nuomos
kaina yra stacionarus arba kaina yra kointegruota su fundamentalia kaina, tai
hipotez¢, kad burbulo néra, negali biiti atmesta.

,Burbulo® apibrézimas, kurj pateiké C. P. Kindleberger (1992), dabar
visuotinai priimtas: ,,Burbulas gali biiti apibréztas apytiksliai kaip staigus

aktyvo kainos pakilimas... tolydziame procese, kuriame yra pradinis pakilimas,
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generuojantis lukesCius apie tolesnj kilimg ir pritraukiantis naujus pirkéjus —
daugiausia spekuliuotojus, kurie atlikdami sandorius siekia daugiau pelno nei
naudoti nupirktg aktyva. Pakilimg paprastai lydi atvirksStiniai liokesciai ir
staigus kainos kritimas, daznai sukeliantis finansine krize.“ Burbulas yra
didelis kainos kilimas, po kurio seka griatis. Spekuliatyviis burbulai turi
18skirtinj bruoza: kainy nukrypimas nuo fundamentaliy verciy did¢ja ir Sis
reiskinys stebimas kaip sisteminis ir pastovus.

Tarkime, kad kaina periode t yra P(t), 0 Py(T,) ir w(T) yra
vienareik§miSkai apibrézti parametrai pagal ankstesnius duomenis taskuose T,
taip, kad Saknis 1§ vidutinés kvadratinés paklaidos (RMSE - root-mean-square
of error) F(t) (3.7) pasiekia minimuma.

P) - P(t-1) = (W) -D(P{t—-1) - R(T)) + F () (3.1)

Kainos kinta trimis budais, priklausomai nuo w(T,) reikSmés:

1. Jeiw(T,)>1, tai kainos eksponentiskai didéja arba mazéja, o P, (T;) Yyra
eksponentinio divergavimo baziné linija.

2. Jei w(T;)=1, tai kainos kinta atsitiktinai.

3. Jel w(T;) <1, tai kainos konverguoja j P,(T;) (bazing linijg).

Kainy burbulo susiformavimui jtakos nedaro tolimos praeities kainos,
todél modeliuojant kainy burbulg pakanka imti netolimy periody kainas
(Shiller R. J., 2000). Ta galima iSreiksti ,trumpos atminties* terminu.
Nagrin¢jant nekilnojamojo turto rinka, Sis faktas tampa dar svarbesniu.
Nekilnojamojo turto rinkos kainos paprastai yra jvertinamos kas ménesj ar kas
ketvirtj. Be to, yra tam tikras paklausos reakcijos vélavimas | pasitla, nes
Ziemos ménesiais statyby apimtys sumazéja, vasaros ménesiais statyby apimtys
iSauga. Kadangi nekilnojamojo turto rinkose burbulai yra atskirti dideliais laiko
intervalais, o per tuos laiko intervalus i$ esmés keiciasi statyby technologijos ir
noriniy jsigyti blista jprociai bei poreikiai, tad burbulai, jvyke praeityje,
neturi tiesioginés jtakos esamam burbului (Shiller R. J., 2000). Todél $io darbo

burbulo modelyje buvo paimtos nedidelés laiko eilutes.
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Pritaikysime (3.1) lygtj Lietuvos nekilnojamojo turto burbulo duomenims
tirti. Duomenys yra paimti i§ OberHaus jmonés pateikiamy ataskaity, kity
sistemingy Lietuvos nekilnojamojo turto duomeny néra. (http://www.ober-
aus.lt/files/It/files/apzvalgos/OHBI apzvalga 2013 liepa.pdf, 2014). Sie

duomenys pateikti priedo 1 lenteléje ir pavaizduoti 3.2 pav .

Kai%iéldeksas
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2003-04
2003-11
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2005-08
2006-03
2006-10
2007-05
2007-12
2008-07
2009-02
2009-09

3.2 pav. Nekilnojamojo turto kainy indeksas nuo 2000 05 iki 2009 12
Pirma reikia nustatyti optimaly stebéjimo perioda, t. y. fiksuoti T,. Tuo

tikslu nagrinétinas jprastas autoregresinis modelis (3.2), kurio parametrai a;

bei paklaidos f(t) yra susij¢ pagal formulg:
N
P(t)=>a;Pt—j)+f(t) (3.2)
=1

Optimalus stebéjimy intervalas yra maziausia laiko skalés reikSme,
kuriai dél (3.2) laiko eilutés (3.1) lygtyje néra w(T,) >1, kai lagas N =5, (lagas
parinktas pagal K. Watanabe ir kt., 2007). Priedo 1 lentelés duomenims T,

reikSmé yra 12 ménesiy. Nagrinésime eksponenting trendo kreive (3.3).
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I:)trend (t) = W(Ti ) Ptrend (t _1) + (1_ W(Ti ))PO (T|) (33)
Kiekvieno konvergavimo ir divergavimo intervalui eksponentiné

trendo kreivé pavaizduota 3.3 pav.
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Kaina Baziné linjja — — Trendas

3.3 pav. Kaina ir eksponentiné trendo kreive, baziné linija
3.3 pav. yra matyti konvergavimo (3, 4, 6, 9) ir divergavimo intervalai
(1, 2, 5, 7, 8), kuriy rezultatai atitinka K. Watanabe ir kt. (2007) tyrimy
modelj. Burbula ir jo gritt; galima identifikuoti pagal divergavimo intervalus.
Is 3.3 pav. matyti, kad 6 intervale burbulas tik nustojo augti ir jau turime
konvergavimo intervalg. Divergavimui iSlaikyti, kai burbulas nustojo augti, K.

Watanabe modelj modifikuosime, jtraukdami j jj dviejy tipy individus.
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3.3.2. Burbuly ir griiities matematinis apibréZimas, esant dviejy tipy
individams

Dabar nagrinésime K. Watanabe ir kt. (2007) pasitlyto metodo (jo
korektisSkumas atskleistas anksciau), pritaikyma dviejy skirtingy individy tipy,
t. y. Cartisty ir fundamentalisty, atvejui.

Fundamentalistai: tarsime, kad yra NF fundamentalisty, jsitikinusiy,
kad kaina galy gale konverguoja | fundamentalig vertg.

Cartistai: tarsime, kad turime NS ¢artisty, kurie elgiasi pagal kainos
trenda.

Kadangi tyrimg atliksime remdamiesi tais paciais duomenimis, tai T,
yra lygus 12 (kurj jau nustatéme ankscCiau). w(T;) Ir Py(T;) turi ta pacig prasme¢
kaip ir anks¢iau, o N =5. Dabar modifikuosime (3.1) lygti i (3.4).

NS s

P~ P(-1) = 3 S wTIP() - P(j -2+

(3.4)

NF  nF
+mh§1[|3(t =1 P, (T)]a(T) + F(t)

Cia — q(T,) ir w(T,) fundamentalisty ir Gartisty prisiderinimo prie kainos
greiiai. Kadangi jtraukti du individy tipai, tai jy kiekiai jvertinti (3.4).
Analogiskai apibréziamas ir trendas (3.5).
Prena (1) = W(T; ) Rreng (t —1) + A= a(T; ))Rrena (t —1) (3.5)
Cia — P(T,),q(T,), w(T,), NS ir NF yra parametrai, pagal ankstesnius T,
duomenis vienareikSmiskai apibréziami taip, kad Saknis i§ vidutinés
kvadratinés paklaidos (angl. root-mean-square-error - RMSE) F(t) (3.4)
pasiekia minimuma.
E. C. Hui ir kt. (2010) burbuly susidarymui ir jy griG¢iai pasiilé
nusakyti kitokig traktuotg, jtraukdami ; modelj P(t-2). Kaip ir miisy atveju, jy
modelyje yra du parametrai w, ir w, vietoje (3.1) lygties vieno parametrow.

Jy tyrimo tikslas nustatyti, kada w, +w, yra maziau, lygu ar daugiau uz viena.
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3.4 pav. pavaizduota (3.5) eksponentiné trendo kreivé, baziné linija bei
kaina kiekvienam periodui. 3.4 pav. skiriasi nuo 3.3 pav. 6 intervale, Kkai
burbulas nustoja augti. Pagal 3.4 pav. 6 intervalas yra divergavimo intervalas,

t.y. burbulas dar tebéra.
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3.4 pav. Kaina ir eksponentiné trendo kreivé, baziné linija (du individy tipai)
Jei (3.4) lygtyje P = 100 (priedo 1 lenteléje pateiktas bazinis kainos
indeksas buvo apskaiciuotas tariant, kad: kaina 1994 01 lygi 100), ir jei ta
reiksmé yra nekilnojamojo turto fundamentali verté, kai w=q=0.0001, tai
fundamentalisty ir Cartisty skaiciy galima jvertinti pasinaudojus (3.4) lygtimi.
Intervalas, kaip ir ankséiau, lygus 12 ménesiy. 3.5 pav. pavaizduoti kainos
santykis intervalo pabaigoje ir pradzioje bei Ccartisty ir fundamentalisty

santykis.
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3.5 pav. Kainos intervalo pabaigoje ir pradzioje bei NS ir NF santykiai

Kadangi ¢ia intervalas (12 mén) trunka ilgai, palyginus su ménesiniais
kainy svyravimais, tai Cartisty ir fundamentalisty santykKis kinta 1étai. Bet jei
intervalas biity trumpesnis, tai pokyciai bty rySkesni. Jei imsime judantj
intervalg, t. y. perstumsime intervalo pradzig ir pabaiga per tam tikra ménesiy
skaiéiy, tai artisty ir fundamentalisty santykis keisis ne taip staigiai. Cartisty ir
fundamentalisty kiekiy pokytj galima interpretuoti kaip vieno tipo individy
tapsma kito tipo individais. Nagrin¢jamame modelyje toks pasikeitimas
nenumatytas. Be to, Kkiekvienas individas gali keisti savo lukescius
fundamentalios vertés aspektu. Siame modelyje j individy likesé¢iy pasikeitima

néra atsizvelgta.

3.3.3. Paprastas heterogeniniy agenty modelis (HAM)
Siame poskyryje nagrinéjamas modelis, taip pat turintis du individy su

savo liikesCiais tipus bei individy persijungimo i§ vieno tipo | kitg taisykle.
Bitina aprasyti tradicinj heterogeniniy agenty modelj (HAM) (Zwinkels ir kt.,
2010) ir istirti agenty elgseng. Pagrindiné modelio prielaida tokia: yra dviejy

tipy individai — fundamentalistai ir artistai, turintys heterogeninius likescius.
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Fundamentalisty paklausa isreiksta kainos laiko momentu t ir
laukiamos kainos laiko momentu t+1 skirtumu
Df =a" (Ef (P.1)~P) - (3.6)
Cia: aFyra teigiamas parametras, E — yra matematinés vilties operatorius.
Fundamentalisty paklausa didés, jei jie tikésis, kad biisima kaina bus didesné
nei esama ir atvirksciai. Fundamentalistai tikisi, kad pervertinty aktyvy kaina
mazeés, o nuvertinty aktyvy kaina didés iki tokio laipsnio, kol aktyvy kaina
atspindés fundamentalig verte. Tai iSreiskiama (3.7) formule.
Ef (Py1) =P +bf (P, —F)" +b5(P —F)~ (3.7)
(3.7) formuléje F, yra periodo t fundamentali verté. Jei P,-F >0, tai
(R,-R)" =P,—F, prieSingu atveju lygu 0. Jei P -R<0, tai (R,-FR) =P -F,
priesingu atveju lygu 0.
Cartisty paklausa apibréziama (3.8) formule.
Df =a’(Ef (R.1)-R)) (3.8)
Cia — EC(R)=R+b’(R-R.,) +b;(R-R.) 39
Fundamentalistus ir Cartistus galima apibuidinti kaip j individus, kurie
naudoja skirtingas strategijas rinkai jvertinti ir sprendimams priimti. Individai

renkasi savo strategija, jverting tam tikra prognozing strategija, t. y.

K
AL =D MEC 1 (Po) Pl (3.10)
k=1
K
AY == IEC 1 Poi) Pk (3.11)
k=1

Cia: K = 4 ménesiai, AT ir AS — fundamentalisty ir &artisty prognozés.
Remiantis (3.10) ir (3.11) galima apibrézti persijungimo (i§ Cartisto j
fundamentalistg ir atvirkséiai) (3.12) taisykle:

F_ aAC
W, = [+ exp(f LA (3.12)

Al + AT
Reali paklausa (3.13) yra egzogeninio ir endogeninio komponenty

funkcija (neigiama kainos funkcija).
DR =aR —bRp, (3.13)
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Tarsime, kad pasiiila (3.14) yra tiesin¢ kainos funkcija:
S, =a°+b°P,
Bendra paklausa:
D' =Df +W,Df +(1—W,)Df
Kaina kinta pagal (3.16):
P =P +8(D"-S,)

Cia fundamentali kaina yra judantis kainos vidurkis kai M=3.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Anksciau pateiktos formulés leidzia nustatyti kainos pokytj (3.17).

AP =a+bR +W (g (P - F)" +a, (P, —F)7)+
+(L-W)(B(P, -Py)" +B,(P—P)")

Cia a=0@@"%"-a%), b=05(b"-b®),

Oll :&.Fbllz,
o :é‘acblciﬂz Zéacbzc- a, ay, B B

poveikj kainai.

(3.17)

ir

— nusako fundamentalisty ir Cartisty

Maziausiy kvadraty metodu nustatoma, kad o,,a,,f,,3, I ab,y su

reikSmémis — o, =-0,012, «,=-3275, p, =0,003646,

a=0,0002173, b =0,954, y =0,625 — atitinka realius duomenis.

S, =0,0002336,
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3.6 pav. Kaina pagal HAM ir reali kaina
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HAM modelyje nustatytos fundamentalisty ir cartisty dalys
populiacijoje, randamas santykis Ns/NF . Sie rezultatai pavaizduoti atitinkamai

3.7 pav., 3.8 pav. ir 3.9 pav.
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3.9 pav. Cartisty ir fundamentalisty daliy santykis
Rezultaty pagal (3.4) lygti ir pagal HAM modelj palyginimui pakanka

pazitréti j 3.5 pav. ir 3.9 pav. Matyti, kad darbe sudarytame modelyje néra

persijungiama is cartisty j fundamentalistus, ir atvirksciai. Tai paaiSkinama tuo,

kad (3.4) lygtyje fundamentalisty ir Cartisty skaitiniai dydziai jvertinami pagal

kainos pokytj intervalo gale ir pradzioje, o intervalo ilgis yra didelis (12 mén.).

HAM modelyje numatyta taisyklé, kaip vieno tipo individas tampa Kito tipo

individu. Remiantis (3.4) lygtimi aprasytu modeliu galima nustatyti burbulo

pradzig, taciau Siame modelyje triiksta atitinkamos dinamikos. IS HAM

modelio aiSkéja, kad burbulo pradzioje staigiai iSauga Cartisty skaicius.

Skyriaus iSvados

1.

Darbe pasiiilytas ekonominio burbulo matematinis modelis apima
dviejy tipy individus — fundamentalistus ir Cartistus. Siuo modeliu
istirtas Lietuvos nekilnojamojo turto burbulas.

Pagal § modelj ekonominis burbulas identifikuotas kainos
divergavimu nuo bazinés linijos. Jei burbulas trumpam nustoja augti, tai
minétas divergavimas iSlieka. Nagrinétas paprastas HAM modelis,
kuriame taip pat yra dviejy tipy individai. Juo nustatyta, kad burbulo
pradzia pasizymi staigiu Cartisty skaiciaus padidéjimu.
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4 skyrius. Dviejuy lygiuy stochastiniai uZdaviniai

Dviejy lygiy uzdavinys daznai pasitaiko versle bei inzinerijoje, kai
sprendimai priimami hierarchiskai. Siame skyriuje nagrin¢jami du stochastiniai
dviejy lygiy programavimo uzdaviniai. Sio darbo 4.1 poskyryje analizuojamas
dviejy lygiy stochastinis programavimo uzdavinys, 1 kuri suvedamas
stochastinio programavimo uzdavinys, kai CVaR patenka j tikslo funkcijg ir
ribojimus. Sudarytas 4.1 algoritmas $io uzdavinio sprendimui. Sis algoritmas
iStirtas, sprendziant testinj uzdavinj.

4.2 poskyryje tiriamas reik§mingy im¢iy metodo taikymas dviejy etapy
stochastiniam tiesiniam uzdaviniui. Reik§mingy im¢iy metodo taikymas Siam
uzdaviniui susiveda ] dviejy lygiy uzdavinio sprendimg. Sukurtas 4.2
algoritmas §iam uzdaviniui spresti. Siuo algoritmu sprestas uzdavinys, kurio
sprendinys buvo pateiktas tarptautinéje duomeny bazéje. (Sakalauskas ir
Zilinskas, 2008) Nustatyta, kad reik§mingy imé&iy metodas leidzia sumazinti
iteracijy skaiciy, reikalinga duoto tikslumo sprendiniui surasti.

Skyriaus rezultatai publikuoti V. Dumskis, V. Guigues, L. Sakalauskas
(2012), V. Dumskis, L. Sakalauskas (2012) straipsniuose. Sie rezultatai buvo
pristatyti ir aptarti nacionalinéje — LMD LII ir tarptautinése — EUROPT —
2012, STOTPROG — 2012 konferencijose.

4.1. Stochastinis programavimas, kai CVaR patenka j tikslo funkcijg
ir ribojimus
4.1.1. VaR ir CVaR rizikos matai

Realiame gyvenime sprendimai daznai priimami esant neapibréztumui.
Taigi, susiduriama su tam tikra rizika. Yra daug rizikos maty. Dispersija ir
vidutinis kvadratinis nuokrypis tapo tradiciniais rizikos matais ekonomikoje ir
finansuose nuo to laiko, kai pasirodé H. Markowitz mokslinis darbas (1952).
1990 metais buvo pasitilytas kitas rizikos matas — VaR (angl. Value at Risk —
rizikos reiksmé), kuris dabar labai populiarus bankininkystéje ir finansuose
(Guldimann, 2000). VaR taikymo esmé tokia: atlickama jau turimy duomeny
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statistiné analizé ir vertinama, ar duoto portfelio praradimai virSys tam tikrg
dydj. VaR placiai naudojamas kaip rizikos matas, jvertinant finansiniy aktyvy
portfelio praradimus tiek finansy matematikoje, tiek finansy rizikos vadyboje.
VaR yra jtrauktas ir ] banky prieziiros Europos Sajungoje susitarimo
dokumentg ,,Basel II Capital Accord“ (Basel Committee on Banking
Supervision, 2005).

Tarkime, yra duotas reik§Smingumo lygmuo «<(0,) ir praradimo
funkcija f (x,¢):R"xR™ - R. Cia: x sprendimo priémimo kintamasis, o ¢
reiSkia neapibréztumo faktorius, kurie apibrézti tikimybinéje erdveéje (Q, F,P).
Tada VaR apibréziamas kaip funkcijos f «-kvantilis, bitent,

VaR, (x) = min {y|P(f (x,£) <v) > a} (4.1)
Cia P() zymi tikimybe. Ta¢iau VaR , kuri yra sprendimo priémimo kintamojo
x funkcija, bendru atveju yra neiskila ir sunkiai apskai¢iuojama, tod¢l VaR
optimizavimo uZzdaviniai sunkiai sprendziami. D¢l tos ir kity priezasCiy
dabartinéje mokslinéje literatiiroje nagrinéjamas Kitas rizikos matas — CVaR
(angl. Conditional Value at Risk — sglyginé rizikos reiksmé).

Tarkime, xeR" ir atsitiktinio dydzio Z = f(x,{) pasiskirstymo
funkcija yra F(x,.). Duotam reikSmingumo lygmeniui «<(01) CVaR yra
apibréziamas taip — CVaR =E_ ;[Z], ¢ia E Zymi matemating viltj. Atsitiktinio
dydzio Z pasiskirstymo « —tail funkcija yra tokios formos:

0, jJei v<VaR, (x),

F,(Xx,v)=P(Z <v)= F(>1<,v)—a’ i vEVaR (0 (4.2)
-

Nors CVaR apibréztas kaip f(X,¢) matematiné viltis, ta¢iau patogiau
yra vartoti kita CVaR apibrézima, kurj pateiké R. T. Rockafelar ir S. Uryasev
(Rockafelar ir Uryasev, 2002):

CVaR,, (x) = min{p(x,v, @)V € R} (4.3)

Cia funkcija (X, v, @) yra:
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PV, ) =V + — E[ (%, &) V], (4.4)
l-«

kai [t]” = max{0,t},

Jei rizikos matas tenkina monotoniskumo, subadityvumo, teigiamo
homogeniskumo ir perkélimo invariantiSkumo savybes, tai toks rizikos matas
vadinamas koherentisku.

Populiarus rizikos matas VaR turi trikumy — jis néra subadityvus ir
néra jgaubtas (Artzner ir kt. 1997, 1999). Apskritai, VaR néra koherentiskas.
VaR yra koherentiskas tiktai tuo atveju, kai praradimai turi normalyjj
pasiskirstymg (Artzner ir kt, 1999). Kad CVaR yra koherentiskas rizikos
matas, pirmasis tg fakta jrodé G. Pflug (2000). CVaR tenkina dar ir papildomas
savybes: jis yra tolydus reikSmingumo lygmens « atzvilgiu, yra iskilas pagal
a ir x, jel praradimy funkcija yra iskila pagal x (Rockafelar ir Uryasev,
2002).

CVaR turi stabilius statistinius jvercius, lyginant su VaR. Jei
praradimy pasiskirstymas yra tolydus, tai CVaR yra praradimy, kurie vir$ija
VaR lygj, salyginé matematiné viltis. Sis faktas labai svarbus, valdant rizika,
nes CVaR suteikia informacijos ne tik apie tam tikrg praradimy lygj, bet ir apie
praradimy pasiskirstymo uodegg. Taciau dél prieziliros ir kontrolés
reikalavimy - Basel Il ir Solvency Il (EU Directive, 2009) VaR islicka
standartu ir yra placiai taikomas portfeliui planuoti.

Rizikos jvertinimo, jos optimizavimo uzdaviniai labai aktualiis finansy
rinkose. R. T. Rockafellar ir S. Uryasev (2000) pasitlé sglyginés rizikos
reik§més optimizavimo metoda, t. y. jie parodé, kad tiesinis programavimas
gali buti panaudotas CVaR optimizuoti. Gali bati, kad CVaR yra ir
ribojimuose. Paprasta metoda Sio tipo uzdaviniams spresti galima rasti S.
Uryasev moksliniame darbe (2000). ISsamig apzvalgg apie VaR ir CVaR
optimizavima pateikia A. Prékopa (2003) bei P. Kall ir J. Mayer (2011). P.
Krokhmal su bendraautoriais (2002) buvo pirmieji, nagrinéj¢ uzdavinius,

kuriuose CVaR yra ribojimuose. D. Roman ir kt. (2007) pasitlé metoda, kaip
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minimizuoti dispersija, esant ribojimams pelnui ir CVaR, — tokio pobtdzio
ribojimai yra geriau nei ribojimai dispersijai, nes minimizuoti grieztai iskila
tikslo funkcijg yra patogiau skai¢iavimy pozitiriu. Nenoras rizikuoti gali buti
nusakytas svorine funkcija, kai svoris @ suteikiamas funkcijai, kurig norime
optimizuoti, o svoris (1-6) suteikiamas rizikos matui (0<6<1).

Apskritai, optimizavimo uzdavinys, kai CVaR yra tikslo funkcijoje ir
ribojimuose, yra dviejy lygiy stochastinj programavimo uZdavinys (zr. (2.1) —

(2.2)), nes ribojimai — kito uzdavinio optimalus sprendinys.

4.1.2. UZdavinio formuluoté, Monte Karlo jverciai

Nagrinékime rizikos lygio optimizavimo uzdavinj su daugeliu ribojimy

CVaR:
F,(x)=0-E[f,(x,&)]+(1-6)-CVaR, [f,(x,{)]— min

F.(x)=CVaR, [f(x,{)1<4, i=12..,m, X (4:5)

Cia salyginé rizikos reik§mé (CVaR) pagal (4.3)—(4.4) yra
CVaR, (x) = min (V+LE[f(X,§)—V]+j (4.6)
ven l-a

0<e, <1,i=012,...m, {eQ, (Q,Z, PX) yra tikimybiné erdveé,
fR"®Q—>NR, i=0L..,m. Tarkime, kad atsitiktinés (glodinamos)

funkcijos  f,:R"®Q—>R,i=0L2..m yra LipSico funkcijos, o
neapibréztumas nusakomas absoliuciai tolydziu tikimybiniu matu, kurio tankio
funkcijayra p(x,):R"™ >R,
Taigi, (4.5) galima wuzraSyti kaip dviejy lygiy stochastinio
programavimo uzdavinj:
F,(x) = 9~F£ f (x,2)- p(x,2)dz+
+ (1—9).(v0 +ai. Rjl(fo(x, Z)-V, )+ ) p(x.z)dzJ - rplv? (4.7)

0

F.(x) = min (vi . J(f,(x,2)=v,)" - p(x, z)dzj <¢,i=12,..,m
v;ieR ai R!
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Pastebésime, kad dél (4.5) Lagranzo funkcija yra Fy(x)+ > 4 - F(x) ir,

i1
norint ja apskaiCiuoti, reikia spresti antro lygio uzdavinj (4.6). ISpléstiné
Lagranzo funkcija (LF) apibréziama taip:
L(x,4,v) =El(x,4,v,{) =
=¢9-RII f (% 2)- p(x,z)dz+

(4.8)
+ iﬁ‘i '(Vi -9 +i' I(fi()(’z)_\/i )+ - p(x, Z)dZJ,
i=0 o, R
Ribojimy ispléstiniy funkcijy (CF) apibréztis:
4.9

L (V) = BN ) =, g+ [ (£,(0,2),) - p(x, 2z
ai R"

LF funkcija galima traktuoti kaip stochastinés Lagranzo funkcijos —

fi(x.)-Vv )+ (4.10)
a

I(X’ﬂ“’\hg):e' fo(x’é/)_’__iﬂi'(vi _¢i +(

vidurkj, o CF — kaip ribojimy atsitiktiniy funkeijy —
(f,(x0)-v)' (4.11)
a.

LW, =V, ¢ +

vidurkius. Cia 1=(4, A4, A,), 4, 20,i=12,...m, 4, =1-6, ¢, =0,
V=(Vy,Vyyery V. ).

Butina atkreipti démesj, kad 1(x,4,v,&) ir L(x,v,{),i=12,...,m
tenkina LipSico salyga pagal x ir v, todél egzistuoja jy subgradientai (Clarke,
1983), kuriuos galima traktuoti kaip stochastinius gradientus. Kadangi
neapibréztumas nusakomas absoliuciai tolydZiu matu, tai matematinés viltys,
nurodytos auksc¢iau esanéiose formulése, yra glodziai diferencijuojamos
funkcijos (Rubinstein ir Melamed, 1998; Bartkute ir Sakalauskas, 2007). Jei
tikimybinis tankis p turi ir LipSico savybg, tai tikimybiné tikslo funkcija
dukart glodziai diferencijuojama (Bartkuté ir Sakalauskas, 2007). Taigi,
iSpléstiné Lagranzo funkcija L(X,4,V) ir iSpléstinés ribojimy funkcijos L, (X,V)

yra glodziai diferencijuojamos ir jy gradientus galima isreiks$ti matematinémis
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viltimis. Pazymékime LF gradienta G(X,A4,v)=Eg(x,4,v,{) ir CF gradienta
G, (x,v) =Eg;(x,v,¢), i=12,...,m.
Tarkime, kad x" eR" yra (4.5) stochastinio programavimo uzdavinio

sprendinys. Remiantis Karush—Kuhn—Tucker teorema (Bertsekas, 1982) ir

CVaR diferencijavimo taisyklémis (Rockafellar ir Uryasev, 2002) egzistuoja

tokie 4 >0, v, >0,i=01,...,m, kad
G(x*,/i*,v*)EVFo(x*)+§/17-Gi(x*,v*)=o,
AL V)-4)=0, i=12..,m, (4.12)
Pr(fi(x*,g)ZVi”):ai, i=01..,m.

Jei atsitiktinés tikslo funkcijos f,(x,¢),i=04...m yra tiesinés, tai
duota uZzdavinj; galima transformuoti j didelj tiesinio programavimo (LP)
uzdavinj ir jj spresti imties vidurkio aproksimacijos metodu (angl. Sample
Average Approximation — SAA) metodu. Taciau gautas LP uzdavinys gali biiti
labai didelis ir jo sprendimas pareikalauty nemazy skaiciavimo resursy (Kall ir
Mayer, 2011). Be to, kai kurios funkcijos f(x",¢), i=04..m gali biti
netiesinés, tada duoto uzdavinio transformacija i LP nebetinka. Taigi,
modeliavimo Monte Karlo iméiy sekomis metodas gali biiti naudingas (zr. 2.5
poskyrj).

Tarkime, kad kuriam x e R" galima generuoti Monte Karlo imtis

Z=(z72,.,7"), (4.13)

¢ia z' yra nepriklausomi vektoriai, vienodai pasiskirste pagal tankio funkcija

p(x,):Q—R,. Tada, remiantis, (2.9) galima apskai¢iuoti atitinkamus Monte

Karlo jvercius:

~ N : — N :
Fo(x,v)zize- fo(x,z‘)+ﬂ > f(xzY),
N, i< N o 5,
(4.14)
~ 1 N :
F(xv)=— % f(x12'),
N, f(j:lj,)
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¢ia N, yra jvykiy {vi : f, (x,2") ZVi}, i=01,...,m., kurie pasirodo (4.13) imtyje,

dazniai. Remiantis (2.10) galima apibrézti atitinkamas im¢iy dispersijas:

2

0-f,(x,z2')+
~ l N _
DZ(X,V)=—7Y N v ¥) -
o (V) N, = +(1—«9)'[v0+(f°(x’;r) vo) J—Fo(x)
’ (4.15)
|5f(X,V):Ni ¥ (fwz)-Ff, i=1..m
. j=1,
! fi()J(,zj)>vi
Monte Karlo jvertis iSpléstinei Lagranzo funkcijai yra:
L(x,A,V) = F,(x,V) + 34 - F,(X,V) (4.16)
i=1

Tikslo funkcijos gradienta ir ribojimy funkcijy gradientus galima
aproksimuoti stochastiniais gradientais (Sakalauskas, 2002). Tarkime, kad
atsitiktiniy funkeijy L(X,4,v) ir L, (x,v) stochastiniai gradientai yra tokie
vektoriai  G,(x,z'), kuriems EG,(x,¢)=Vf (x), i=01..,m Pavyzdziui,
stochastinis gradientas gali buti gautas kaip atsitiktinés funkcijos
subgradientas: G;(x,¢) =0F (x,¢), i=01...,m. Remiantis (2.9), tikslo funkcijos
ir ribojimy funkcijy stochastiniy gradienty jverciai yra tokie:

'g'o(x,v)=Ni%(e-Go(x,sz%-Gﬁ(x,v,z")}

0 0

1 (4.17)
N _

N_i zj:16i#(x,v,z'),

¢ia G'(x,v,2') =G, (x,2"), jei f.(x,2')>vV,, priesingu atveju G/ (x,v,z')=0,
i1=04...,m.

Lagranzo funkcijos stochastinio gradiento jvertis:

a(x, 4,v) = g, (x,v) + gﬁi -0, (x,v) = % %Q(x,ﬂ,,v, zh), (4.18)
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¢ia imties LagranZo gradientas yra:

Q(x,4,v,2') = G-Go(x,zj)+(1—9)-Gf(x,v,z")+§1/1i -G/ (x,v,2').
Zinoma, EQ(x,4,Vv,¢) = Eq(x,4,v) =V, L(X,4,V).
Atitinkama imties kovariacijos matrica yra:

A(X, A,V) = % %(Q(x, v,z —q(x, l,v))- (Q(x, Av, 2 —q(x, ﬁ,,v))T (4.19)

4.1.3. Stochastinis optimizavimo algoritmas

(4.5) ar (4.12) uzdaviniy sprendiniams rasti gali buti panaudoti (4.14)—
(4.19) jverciai. Vietoje grei¢iausio nusileidimo Monte Karlo serijomis metodo,
kuris iSvystytas L. Sakalausko darbe (2002) stochastinio netiesinio
optimizavimo uzdaviniams (Sis metodas 1étai konverguoja funkcijoms, kurioms
hesianas yra beveik iSsigimes) taikytinas stochastinis kintamos metrikos
metodas (angl. Stochastic Variable Metric — SVM), uztikrina spartesnj
konvergavimg (Uryasev, 1992).

Tarkime, kad duoti pradinis taskas x° e R" ir vektoriai A°,v° e RT ir
kad (4.13) tam tikro pradinio dydZzio N° atsitiktiné imtis sugeneruota Siame
taske ir Monte Karlo jverciai (4.14)—(4.19) yra apskai¢iuoti. Tada taikoma
tokia stochastiné SVM procediira:

X" =x"—(A)"-q(x', 2 ,Vv")
A =max{ 0,4+, (L, (x',v) + a1, - D,(x', V)], i =1,2,..., m, 4.20)

i a.

Pr. .
Vit =V 471, -(—'—lj, i=01,...,m.
Cia 7, >0, 7z, >0 yra normalizavimo daugikliai, u, yra standartinio normaliojo

pasiskirstymo g-kvantilis. (4.19) kovariacijos matrica vartojama optimizavimo
metrikai keisti.

Monte Karlo (4.20) jverciai, apskritai, yra atsitiktiniai. Pastebésime,

kad sprendinio paieskos pradzioje nebiitina generuoti didelio ttrio (4.13) imtis.
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Daug svarbiau turéti didelio torio (4.13) imtis tiktai optimumo nustatymo
momentu. Dél to imties dydis, uZztikrinantis konvergavimag, gali biti

parenkamas pagal tokig taisykle (Sakalauskas, 2002):

t1 )(2(0)’ n)
N @) -(AY (@)’ (421)

Cia w yra y? pasiskirstymo kvantilis prie n laisvés laipsniy.

Algoritmo stabdymg galima atlikti statistiniu biidu, t. y. patikrinus
hipoteze¢ apie Lagranzo funkcijos gradiento lygybe nuliui ir (4.12) salygy
i$pildyma. Vadinasi, optimalumo hipotez¢ gali bti priimta tam tikrame taSke

x su reikSmingumu g, jei teisinga tokia nelygybé:
(N=n)-(V,L)- A" (V,L) < 7° (). (4.22)

Cia x%(u,n) yra »? pasiskirstymo s -kvantilis prie n laisvés laipsniy;
V,L=V, L(x,A) yra LF gradiento jvertis; A — normalizavimo matrica (4.19)
taske (x,4), N — (4.13) imties dydis. Algoritmas gali buti stabdomas, jei
optimalumo hipotezé neatmetama pagal (4.22), o ribojimy salygos (4.23) artéja
j nulj su duota tikimybe 3, t.y:

Izi(x,v)+uﬁl -I5i(x,v)/\/W£0, i=12,...,m, (4.23)
tikslo funkcijos ir ribojimy jvertinti pasikliovimo intervaly (zr. (2.11)) ilgiai
nevirsija duoto tikslumo &, :

27, -D,(xV)/JVN <&, i=01..,m, (4.24)

1, Yrastandartinio normaliojo pasiskirstymo g, kvantilis, v parametrai gerai

parinkti CVVaR Monte Karlo jverciui:

Pr-cf<n, - |PEEEPDisi2 m (4.25)

Jei (4.22)—(4.25) salygos jvykdytos, tai optimizavimg galima stabdyti
ir teigti, kad leistino tikslumo optimumas surastas. Jei bent viena i$ Siy salygy
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neispildyta, tai turi biiti sugeneruota kita imtis ir optimizavimas tesiamas.
Nagrin¢jamo uzdavinio sprendimo eiga nurodoma 4.1 algoritmu.

4.1 lentelé. Salyginés rizikos optimizavimo algoritmas

4.1 algoritmas. Salyginés rizikos (CVaR) optimizavimas

Tikslas: rasti tikslo funkcijos, j kurig jeina CVaR, reikSme, kai yra ribojimai
CVaR.

Pradinés salygos: Tikslo funkcijos ir ribojimy formalizuotas apraSymas.
Galinés salygos: Sprendinio vektoriai X™ = (X ,.., X,), V' =(V;,..,V,), tikslo
funkcijos reiksmé F,(x",v").

1. Fiksuoti uzdavinj apibiidinan¢ius parametrus: kintamyjy skaic¢iy n,
ribojimy skai¢iy m, svorj €, Monte Karlo imties pradinj ilgj N°,
tikslo funkcijos ir ribojimy funkcijy tikslumus ¢;,i=01,...,m, CVaR
reik§mingumo lygmenis ¢«,,i=0,1,...,m, pasikliautinojo intervalo
tikimybe [, optimalumo hipotezés tikimybe¢ 4, normalizavimo
daugiklius y;,7,, maksimaly iteracijy skaiciy iter.

2. Nustatyti pradinj nuoseklios paieskos taska X’ =(X,...,X;),

VO

=(V,..,V°), pradinj parametry vektoriy 2° =(A,..., A ), nustatyti
iteracijy skaitliukg t=0.
3. While iteracijy skai¢ius t nevirsija iter Do
3.1 Generuoti Monte Karlo imtj Z = (z%,22,..,2"") (4.13).
3.2 Apskaigiuoti jvykiy ¥ : f,(x,z') = v!} daznius N, i=0.1,..,m.
3.3 Apskaitivoti tikslo funkcijos F,(x',v'), ribojimy funkcijy
F (X', V) jverdiusir Pr.=N./N (4.14).
3.4 Apskaitivoti tikslo funkcijos dispersijos jverti D2(x',v'),
ribojimy funkcijy dispersijy jverdius DZ(x',v'), i=1..,m
(4.15).

3.5 Apskaitiuoti Lagranzo funkcijos L(x, A,v') jvertj (4.16).
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4.1 algoritmas. Salyginés rizikos (CVaR) optimizavimas

3.6 Apskaiciuoti tikslo funkcijos ir ribojimy funkcijy gradienty
iverGius  g,(x',v'), g, (x',v') (4.17), Lagranzo funkcijos
gradiento jvertj q(x", A.v') (4.18),
(V,L(x,4,v) =q(x', 2 v")).

3.7 Apskaic¢iuoti kovariacijos matricg A(X',A',Vv') (4.19).

3.8 Apskaiciuoti gradiento statistika T2

3.9 Patikrinti stabdymo salyga:
If (4.22) & (4.23) &(4.24) & (4.25) Then grazinti uzdavinio

sprendinj X = X' =(X ., X)), V =V'=(v;,.,V,), tikslo

funkcijos reik§me F,(x',v').
Else
nustatyti t=t+1 ir rasti kitg taskg x"*, A, v'"" (4.20)

bei Monte Karlo imties ilgj N (4.21.).
4. Done.

4.1.4. Algoritmo testavimas

Poskyryje 4.1.3 pateiktg algoritmg tirsime, jvede (4.26) testines

funkcijas
f.(x,4) =Q§é(a"vk +J-Z::aj'k (X +§j)j, 0<i<m, (4.26)
kurios yra atkarpomis tiesinés funkcijos, ¢ia funkcijy f;(x,¢) iSraiSkose
esantys koeficientai A ir a, generuojami atsitiktinai:
1 K
a, = a'j'k_k_n.glalj’k , @e=9 a,=1+3-9, a,, =29, a, =9 1<k<k,,

m=01, 4 yra standartinis normalusis dydis (imties dydis M =100). CVaR
reikSmingumo lygmuo «, =, =01, CVaR ribojimy reikSmeés ¢, yra duotos

4.2 lenteléje. Nagrinéjami atvejai, kai kintamyjy skai¢ius n = 2, 5, 10, 20, 50.
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4.2 lentelé. Testiniy funkcijy duomenys ir optimizavimo rezultatai

Minimalus | Maksimalus | Vidutinis
n Vo \ ¢1 & k iteracijy iteracijy iteracijy
n
skaicius skaiéius skaiéius
2 3,34 3,46 45 0,015 5 8 16 9,4
5 4,93 6,82 7 0,1 11 8 22 12,46
10 8,33 8,63 9 0,1 21 6 14 7,7
20 12,42 9,59 11,5 0,075 31 14 53 26,6
50 20,84 14,01 15 0,1 76 44 88 59,9

Reikty pazyméti, kad pasirinkta testiniy funkcijy klasé yra gana
universali, nes bet kurig i18kilg funkcijg galima aproksimuoti (4.26) pavidalo
funkcijomis paémus pakankamai didelj skaic¢iy k, ir atitinkamai parinkus
koeficientus a;, .

(4.7) uzdavinys su (4.26) tikslo ir ribojimy funkcijomis buvo iSsprestas
taikant 4.1 algoritmg, kai Kintamieji ¢; pasiskirste¢ pagal normalyjj désnj
N(0,0.5). 4.1 algoritmo stabdymo salygos tikrintos su tikimybe 0,95. Siekiant
dideliy (4.21)

generavimas budavo nutraukiamas, kai tik pasikliovimo intervalai (4.24),

iSvengti imties tlirio, generuojamo pagal svyravimy,
(4.25) buidavo jvertinami reikiamu tikslumu ¢, nurodytu 4.2 lenteléje.

Suvidurkinti (uzdavinys sprestas 100 karty) optimizavimo rezultatai
pateikti 4.3 lenteléje, kai kurie taip pat nurodyti 4.2 lenteléje.

4.3 lentel¢je pateiktos suvidurkintos sprendziamo uzdavinio
charakteristiky priklausomybés nuo iteracijy skai¢iaus (vidurkinimas atliktas,
kartojant uzdavinio sprendimg 100 karty). Joje pateiktos vidutiniy tikslo
funkcijos ir CVaR tikimybiy priklausomybés nuo iteracijy skaiciaus,
iliustruojancios pasiiilytos procediiros konvergavima. Pavyzdziui, visi testiniai
uzdaviniai buvo i8spresti reikiamu tikslumu ¢ (nurodytu 4.2 lentel¢je), t. Y.
algoritmas sustojo pagal kriterijus (4.22)—(4.25) po tam tikro iteracijy skaiciaus
(zr. 4.3 lentele) 4.2 lentel¢je pateikti maksimalus, minimalus ir vidutinis
iteracijy skaicCius, reikalingas uzdaviniui i$spresti reikiamu tikslumu ¢. 4.3
lenteléje taip pat pateiktas algoritmo stabdymo (stabdymo salygy iSpildymo)

daznis bei Hottelingo statistikos ir atitinkamo y° skirstinio kvantilio santykio
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(8is santykis artéja j kriting stabdymo reikSme, lygig 1) kitimas, priklausomai
nuo iteracijy skaiciaus. 4.3 lenteléje pateiktas Kiekvienos iteracijos vidutinis
Monte Karlo imties ilgis, rodantis imties adaptacija optimizavimo procese.
Gauti Monte Karlo simuliacijos rezultatai iliustruoja pasitlytos (4.20)
procediiros konvergavimg, reikiamu tikslumu sprendZiant stochastinio
programavimo uZdavinius, kuriuose CVaR jeina j tikslo funkcijg ir ribojimus.

Akivaizdu, kad, sprendziant didesniu tikslumu, reikés didesnio
iteracijy skaiciaus ir Monte Karlo imties dydzio. Pavyzdziui, kai kintamyjy
skaiCius 2 ir tikslumas & =0,015 reikéjo nemaZiau iteracijy ir nemaZesnio
Monte Karlo imties dydZzio, lyginant su tuo atveju, kai kintamyjy buvo 5 ir
tikslumas ¢ =0,1.

Sukurto algoritmo priklausomybé nuo funkcijos kintamyjy skaiciaus
nebuvo tiriama. Tac¢iau galima pastebéti, kad didéjant kintamyjy skaiciui auga
ir laikas, kuris reikalingas optimizavimo uzdaviniui i8spresti.

Pavaizduoty priklausomybiy tyrimas leidzia stebéti sukurto algoritmo
adaptacines savybes. I$ tikryjy, i§ (4.24) formulés matyti, kad pasikliovimo
intervalo ilgis priklauso nuo tikslo funkcijos dispersijos. Kadangi atvejais, kali
n=5, 50, pasitaiké tokios tikslo funkcijos, kuriy dispersijos optimumo zonoje
buvo mazesnés negu pradinése iteracijose, t. y. §ioje zonoje jos buvo l€kstos,
tai ir sglygojo imties tiirio sumaz¢jima stabdymo momentu (zr. 4.3 lentel¢je -
Monte Karlo imties dydis). Sio fakto galima i§vengti, reguliuojant maksimalia
Monte Karlo imties dydzio reikSme.

Modeliavimo rezultatai leidzia padaryti iSvada, jog duoto tikslumo
sprendinj galima surasti, naudojant racionalius skai¢iavimo resursus, t y.,
tikrinant algoritmo stabdymo salyga su tikimybe 0,95, CVaR skaiciuojant
reik§mingumo lygmeniu 0,1, kai testiniy funkcijy kintamyjy skaicius yra 2, 5,
10, 20, 50, vidutinis iteracijy skaicius kinta nuo ~ 8 iki = 60, o Monte Karlo
imties dydis kinta nuo = 950 iki = 6000.
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4. 3 lentelé. CVaR optimizavimo rezultaty grafikai, kai kintamyjy skaicius n yra lygus 2, 5, 10, 20, 50.

Kintamyjy skaicius n=2

Tikslo funkcija Dazniai Prg Dazniai Pr;
4 0,14 03
012 - 0,25 -
35 1 01 - —_ — 02 -
3 ] 0,08 - 0,15 -
o
25 - 04 7 |
002 | 0,05
2 . . . . . . . . . . 0 T T - - - - - - - - 0 T T T T T T T T T T
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51
Stabdymo daZnis Hotellingo stabdymo kriterijus Monte Karlo imties dydis
12 5 3500
1 2l 3000 -
08 | 2500 -
05 | 3 - 2000 -
5 | 1500 -
0.4 1 1000 -
0,2 1 500
0 1 T T T T T T T T T 0 0 T T T T T T T T T T
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 o Tt
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 1 6 1116 21 26 31 36 41 46 51
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Kintamyjy skaicius n=5

Tikslo funkcija Dazniai Pr Dazniai Pry
4 03 025
39 - |
, 025 02
38 - 02
37 - 0,15 - 0,15
36 - o1
' 0,05 - 01 -
3,5 T T T T T T T T T T 0 - - T T T T T T T T
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 0,05 4
O T T T T T T T T T T
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51
Stabdymo daznis Hotellingo stabdymo kriterijus Monte Karlo imties dydis
1,2 5
950 -
1- 4.
08 | 850
3 .
06 - 750 -
2 .
04 650
1 .
02 - 550 -
0 T T T T T T T T T T O i i " i " " " i i j 450 T T T T T T T T T T

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51
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Kintamyjy skaicius n=10

Tikslo funkcija Dazniai Pr Dazniai Prq
8 02 02
75 0,15 - 0,15
0,1 -
7 /’ 01 -
0,05
6,5 T T T T T T T T T T O T T T T T T T T T T 0’05 i
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 0
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51
Stabdymo daznis Hotellingo stabdymo kriterijus Monte Karlo imties dydis
12 5 1450 -
1 4
4 - 1250
0,8
06 3] 1050
i 850 -
0,4 5 |
0,2 - 650 -
0 T T T T T T T T T T 11 450 T T T T T T T T T T
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 0 1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51
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Kintamyjy skaicius n=20

Tikslo funkcija Dazniai Pr Dazniai Prq
03
12 03 025 1
115 0.25 - 0.2 -
1 02 1 0.5 -
105 - 015 01 -
10 0,1 -
0,05
95 1 0,05 -
O T T T T T T T
9 T T T T T T T 0
T T T T T T T 11 21 31 41 51 61 71
1 1 21 31 41 51 61 71 1 11 21 31 41 51 61 71
Stabdymo daznis Hotellingo stabdymo kriterijus Monte Karlo imties dydis
. 1450
12
1 4 1250 -
08 1 3 - 1050 -
06 -
04 1 2 1 850 -
02 - 1- 650 -
0 T T T T T T T O
1 11 21 31 41 51 61 71 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 450

11 21 31 41 51 61

71
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Kintamyjy skaicius n=50

Tikslo funkcija Dazniai Pr Dazniai Prq
22 03 03
21 1 0,25 0,25
ig 02 - 02
] 0,15 - 0,15 1
18 - o1 ]
17 - 01 - e ,
16 - 005 | 005 1
%+ """ 0 — 0 T
1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 111 21 31 41 51 61 71 81 91
Stabdymo daznis Hotellingo stabdymo kriterijus Monte Karlo imties dydis
1 5 7000
08 - 4 ] 6000 -
5000 -
06 1 3 - 4000
04 1 5 3000 -
2000 -
0.2 1 14 1000 -
0\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ Oxwxwxwxwxwxwxwxwxwx O\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 1 11 21 31 41 51 61 71 81 91

1 11 21 31 41 51 61 71 81 91
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4.2. Reik§Smingy im¢iy metodas dviejy etapy tiesiniam stochastiniam
uzdaviniui

Statistinis  modeliavimas  dazniausiai taikomas  stochastiniam
programavimui, kai zinomi atsitiktiniy parametry tikimybiniai sKirstiniai.
Statistinio jvercio pasikliovimo intervalo ilgis (2.11) priklauso nuo dispersijos.
Vadinasi, sumazinti pasikliovimo intervalo ilgj, reikia mazinti dispersijg. Viena
i§ dispersijos mazinimo ir kartu scenarijy skai¢iaus mazinimo priemoniy —
reikSmingy iméiy metodas (Zr. poskyrj 2.5.2), kuris remiasi tuo, kad tam tikros
atsitiktinio kintamojo reikSmés daro didesn¢ jtaka parametrui, kurj norime
jvertinti (Bucklew, 2004; Changhe ir Druzdzel, 2006; Kurtz ir Song, 2013). Jei
,,reikSmingos* reikSmés dazniau parenkamos imtyje, tai jvercio dispersija gali
buti sumazinta. Vadinasi, vadovaujantis reikSmingy im¢iy metodologija reikia
parinkti tokj pasiskirstyma, kuris ,,padazninty* svarbias reikSmes. Realizuojant
reik§mingy im¢iy metoda modeliavime, pagrindiné problema yra ,,reik§mingo®
pasiskirstymo toks parinkimas, kad generuojamos kintamyjy reik§més patekty j

reikSmingas sritis.

4.2.1. Stochastinio programavimo tobulinimas, taikant reikSmingy imdciy
metodq

Tarkime, kad reikia minimizuoti tam tikrg tikimybine tikslo funkcija
F(z) (tikétini kastai, tikétinas laikas ir pan.):

F(x) = Ef (x, @) = min . (4.27)

xeDcR"
Cia weQ yra elementarusis jvykis i§ tikimybinés erdvés (Q%,P,); funkcija
f i R"xQ— N tenkina tam tikrus integruotumo, diferencijuotumo ir iskilumo
reikalavimus; D cR" yra leistiny sprendiniy aibé; P, yra tikimybinis matas,
kuris absoliuciai tolydus ir, apskritai, priklauso nuo x, t. y. jis gali buti
apibréztas tankio funkcija p:R"xQ — R, ; E yra matematingés vilties simbolis.
Esant tokioms tikslo funkcijos prielaidoms, nagrinéjamas uzdavinys

uzrasomas kartotiniu integralu:
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F(x) = j f (x,s)p(x,s)ds (4.28)

Q
Iveskime atsitiktinj vektoriy, ji apibrézdami tankio funkcija
@:R"xQ—R_, kuri priklauso nuo determinuoty parametry y € R™ vektoriaus
(jo parinkimag aptarsime véliau). Dabar (4.28) tikslo funkcija tampa vidurkiu

naujo atsitiktinio vektoriaus atzvilgiu:

F(x) = I f(x,s)-q(x,Y,s) o(y,s)ds. (4.29)

p(X,s)
@(Y,9)

integralu antrasis momentas yra:

Cia: q(x,y,s) = , o(y,8)>0 seQ. Atsitiktinés funkcijos po (4.29)

(f(x,8)- p(x,8))° ds (4.30)
o(Y,s)
Lengva jsitikinti, kad atsitiktinés funkcijos po (4.29) integralu

D(x,y) = (T (x.5)-a(x,y,5)) - o(y.)ds = |

Q

dispersija M (x,y)—F(x)®> mazéja, jei antrasis momentas (4.30) mazéja.
Vadinasi, keiciant (4.30)-oje kintamajj y, galima sumazinti dispersija, taigi
idéja — optimizuoti y parinkimg (Zr. poskyrj 2.5.2)

Tuo tikslu sprendZziamas dviejy lygiy stochastinis optimizavimo

uZdavinys (zr. (2.1), (2.2)):

F(x)= gf)f (x,5)-a(x,y,s)-@(y,s)ds — ngggjlt (4.31)
D(X,y) = I(f (x,8)-q(x,,5))* - ¢(y,s)ds — min. (4.32)
y
Q
Cia pirmasis uzdavinys yra lyderio, o antrasis — pasekéjo uzdavinys

(Christiansen ir kt., 2001).
Nagrin¢kime, pavyzdziui, dviejy etapy tiesinj stochastinj uzdavin;j:
F(x)=c-x+ Eimin[a- rfW-r+T-x<h, re Rf‘]}—> min,
' (4.33)
Ax=Db, xe@R’,
Cia matricos W, T, A ir vektoriai c, a, h, b yra atitinkamy matavimy, h
vektorius yra atsitiktinis daugiamatis normalusis N(z,X), 7 yra vidurkiy

vektorius, ¥ yra kovariacijos matrica. Vektoriaus, kuris pasiskirstgs pagal
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N(y,2), tankio funkcija pazymékime ¢(-, y). Tarkime, kad vidurkiy vektorius
y tankio funkcijoje ¢(:,y) yra kei¢iamas dispersijai sumazinti. Pazymékime
f(x,h)= min a-r. (4.34)

W-r+T-x<h
reR!

Po nesudétingy pertvarkymy turime:

F(x)=c-x+[1(x.h)-q(y.h)-e(h,y)dh (4.35)
Cia
q(y,h):M:exp(—(z'—y)T X+ y—2h)). (4.36)
o(h,y)
Atitinkamai:
(f(x.h)- p(h,))°
D(x,y) = dh. 4.37
== ey (437)
Lengva jsitikinti, kad (4.37) gradientas parametry vektoriaus y atzvilgiu yra:
oD(x, ) 4
H(x,y)=———=[(h-y)-Z7 -d(x,Yy,h)-@(h,y)dh=
(x,y) & J(h—y) (x,y,h)-o(h,y) (4.38)
=E(h-y)-Z7-d(x,y,h),
Cia
2 do(h,
d0cy.0) = (£ (oh)- pth )22 (4.39)

Nesunku jsitikinti, jog (4.33) tikslo funkcijos gradientas pagal x gali
buti taip pat iSreikStas tam tikros vektorinés funkcijos matematine viltimi. IS
tikryjy, pagal tikslo funkcijos dualuma ji gali biti iSreiksta taip:

F(x)=c-x+ Eimeax[(h—T-x)~e|e-WT +a>0, ee Rf]}.

Pagal matematinés vilties diferencijavimo taisykles ir maksimumo
savybes (Rubinstein ir Melamed, 1998; Sakalauskas, 2002, 2004) galima
jsitikinti, kad tikslo funkcijos gradientas yra lygus matematinei vil¢iai:

oF (x) (4.40)

= Eg(x,h)

g(x,h)=c-T-e, (4.41)

78



o € yra dualaus tiesinio uzdavinio:
(h-T-x)" - =max[(h-T-x)" -e|e-W" +a>0, eecR']

sprendinys.

4.2.2. Monte Karlo reik§mingy imciy metodas stochastiniam programavimui
Apibrézkime Monte Karlo jveréius ir iteracing procedirg (4.33)
stochastinio programavimo uZdavinio sprendimui reikSmingy im¢iy metodu.

Tarkime, kad bet kuriam leistinam sprendiniui r € D < R" galima sugeneruoti

tam tikro dydzio N Monte Karlo imtj:

Z=(z4,2%,...,z"), (4.42)
¢ia z', 1< j<N yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai vektoriai,
kuriy tankis p(h,y). Jver¢iai, naudojant $ig imtj, apskai¢iuojami pagal (4.43),
(4.44) ir (4.45) (zr. (2.9), (2.10)):

~

F(xy) =i_§ fl, (4.43)
N j=
1~ .
G(X y)=—2>09"', (4.44)
N j=
H(x y) = —Z(zj—y) xr.dl. (4.45)

v

Cia  pazyméta: fl=1f(x2z"), g'=g(x,v,2")=9(x,2")-q(y,z'),
I'=d(x,y,z'),1<j<N.
Tarkime, pradiné aproksimacija x° e R", y° =, pradinis imties dydis

N yra duoti, o atsitiktiné seka {xt, v, Nt}: , yra apibrézta taip:

X =yt —p-és (Xt,yt)’ (4.46)
y =yt oo H(X YY), (4.47)
Nt+1=i'Nt (448)

bt . .
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Cia G,(x',y') yra stochastinio gradiento &-projekcija j leisting aibe (zr.
apibrézima — Sakalauskas ir Zilinskas, 2008), p>0, «>0, b'>0 yratam
tikri metodo parametrai.

Galima jrodyti, kad (4.46) — (4.48) tipo procediiros konverguoja beveik
tikrai (b. t.) ] stochastinio optimizavimo arba stochastinés paieSkos uzdavinio
sprendinj, atitinkamai parinkus metodo parametry reikSmes (Zr. Sakalauskas,
2002, 2004). Pastebésime, kad Monte Karlo imties dydzio pagal (4.48)
parinkimas leidZia iSspresti uzdavinj, atliekant priimting skai¢iavimy kiekj ir,
sukonstruoti statistines algoritmo stabdymo taisykles, pasiremiant Monte Karlo
jverciy asimptotiniu Gauso konvergavimu (Sakalauskas, 2002; Sakalauskas ir
Zilinskas, 2008). I3 tikryju, iteracinis procesas gali biti stabdomas patikrinus
statisting hipotez¢ apie tikslo funkcijos gradiento lygybe nuliui, kai loSéjy
tikslo funkcijy jveréiy pasikliovimo intervalai tampa reikiamo dydzio.

Dviejy etapy tiesinio stochastinio programavimo uzdavinio sprendimo
reik§mingy iméiy metodu eiga nusakoma 4.2 algoritmu. Sis algoritmas

pateiktas 4.4 lenteléje.
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4.4 lentelé. ReikSmingy imciy algoritmas dviejy etapy tiesinio stochastinio
programavimo uzdaviniui
4.2 algoritmas. Dvieju etapy tiesinio stochastinio programavimo
uzdavinio sprendimas reik§minguy im¢iy metodu
Tikslas: rasti dviejy etapy tiesinio stochastinio programavimo uzdavinio

sprendinj ir tikslo funkcijos reikSme.

Pradinés salygos: dviejy etapy tiesinio stochastinio programavimo
uzdavinio formalizuotas aprasymas.

Galinés salygos: dviejy etapy tiesinio stochastinio programavimo uzdavinio
sprendinio vektorius X™ = (X,,X,,..., X, ), tikslo funkcijos optimali reik§mé
F(x).

1. SuraSyti uzdavinj apibuidinancius parametrus: pirmojo ir antrojo etapy
kintamyjy ir ribojimy skai¢ius n,m,,n,,m,, pradini Monte Karlo
imties N° ilgj, tikslo funkcijos tikslumg ¢, pasikliautinojo intervalo
tikimybe /£, optimalumo hipotezés tikimybe 1-— 4, maksimaly
iteracijy skaiéiy iter, nurodyti metodo parametrus
p>0, a>0, b°>0.

2. Inicializuoti uzdavinio koeficienty matricas AW, T bei vektorius
a,b,h,r,o.

3. Nustatyti pradinj gradientinés paieskos taskg X° =(X],XJ,..., X")
determinuotam uzdavinio analogui, kai atsitiktiniai dydZiai h
pakei¢iami jy vidurkiais 7, t. y. h =7,i=12..,m. Nustatyti
iteracijy skaitliukg t =0 bei y° =7,

4. Patikrinti ar pradinis taskas yra leistinas:

4.1. Patikrinti pirmojo etapo uzdavinio ribojimus AXx=Db
pradiniam taskui x° = (x,X?,..., Xﬁl) .

4.2. If pradinis taskas netenkina ribojimy Then suprojektuoti taskg
1 ribojimy sritj.

5. While iteracijy skai¢ius t nevirsija iter Do
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4.2 algoritmas. Dviejy etapy tiesinio stochastinio programavimo
uzdavinio sprendimas reik§mingy im¢iy metodu

5.1. Patikrinti ribojimus apskai¢iuotame taske X' = (X}, Xy .0y X;, )

5.2. Generuoti Monte Karlo imti Z=(z!,z%,.,z") pagal
tikimybinj tankj p(h,y') (4.42).

5.3. Apskaitiuoti tikslo funkcijos F(x',y') (4.43) ir gradiento
G(x',y') (444) jverdius, apskaidivoti H(X,,y') (4.45).
Apskaiciuoti tikslo funkcijos dispersijos jverti D(X', y").

5.4. Suprojektuoti gradienta G(X',y') &—leistingja kryptimi:
G, (x',y").

5.5. Apskai¢iuoti T? statistikg, FiSerio skirstinio kvantilj
Fish(z,n,N'—n,).

5.6. Patikrinti stabdymo salyga:

If T2 <Fish(z,n,,N' —n;)&2n,D(x',y")//N' <& Then
grazinti uzdavinio sprendinj X" = X' = (X}, X} ,..., X} ) ir tikslo
funkcijos reikSme F(X').

Else

Nustatyti t =t+1. Apskai¢iuoti X" (4.46), y'" (4.47), N*™*

(4.48).
6. Done.

4.2.3. Reik§mingy imdciy metodo tyrimas

IStirsime reikSmingy im¢iy metoda, spresdami dviejy etapy stochastinj
tiesinj optimizavimo uzdavinj. Spresime uzdavinj, kurio sprendimo rezultatai,
netaikant reikSmingy im¢iy metodo, jau yra zinomi. Uzdavinio matavimai yra
tokie: pirmame etape yra 10 eiluciy (ribojimy) ir 20 kintamyjy, antrame etape

yra 20 eilué¢iy (ribojimy) ir 30 kintamyjy. Tikslo funkcijos jvertis, pateiktas L.
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Sakalausko ir K. Zilinsko darbe (2008), yra 182,94234 + 0,066. Uzdavinio
duomenis pateikiame priedo 1-5 lentelése.

Duotas uzdavinys buvo sprestas 50 karty sukurtuoju reikSmingy iméiy
metodu ir palyginimui klasikiniu metodu su tokiomis parametry reikSmémis:
p=0,0005 o =01, b' buvo parinktas pagal (Sakalauskas ir Zilinskas, 2008)
apraSytag biidg. Buvo fiksuojamas iteracijy skaicius, kai stabdymo salygos
budavo pirmg kartg patenkintos (statistiné hipotezé apie tikslo funkcijos
gradiento lygybe nuliui neatmetama ir tikslo funkcijos jveréio pasikliovimo
intervalo ilgis nevir$ija priimtinos reikSmés ¢ =2). Vidutinés tikslo funkcijos
reikSmes, taikant sukurtgj; reikSmingy imciy metodg ir klasikinj metoda,
parodytos 4.1 pav. 4.2 pav. parodytas iteracijy skaiciaus, reikalingo algoritmo

stabdymo salygoms pasiekti, daznis.

Tikslo funkcijos reik§mé: 182,94234 + 0,066.
185
184,5
184
135 |-
- %
1825 i ANA S 4
182 T T T T T T
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49
m— Vidutiné¢ tikslo funkcijos reikSmeé (reik§mingos imtys)
Vidutiné tikslo funkcijos reik§mé (paprastos imtys)

4.1 pav. Vidutinés reikSmeés
Is 4.1 pav. matyti, kad, sprendziant dviejy etapy stochastinj tiesinj
uzdavinj reik§mingy imc¢iy metodu ir klasikiniu metodu, tikslo funkcija

optimumo aplinkoje elgiasi panasiai.
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1
0,9 —
0,8 7
0,7 7 7
06 —
0,5
04 ——
0,3 7
0,2
01 —
,O T T T T
15 20 25 30 35 40
Iteraciju skaicius
— Santykinis daznis (paprastos imtys)
= Santykinis daznis (reik§mingos imtys)

4.2 pav. Iteracijy skaiciaus, reikalingo uzdaviniui i§spresti, santykinis daznis
Taciau 1§ 4.2 pav. matyti, kad reik§Smingy im¢iy metodas leidzia 15-

20% sumazinti iteracijy skaiciy, reikalingg sprendiniui surasti.

40000

35000

30000

25000 ~

20000

) -
15000
10000
5000 4”"//’//'
0 -ﬂ4=F?‘-—__—_——_———‘——”—”' —

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49
Paprastos imtys

= Reik$§mingos imtys

4.3 pav. Bendras Monte Karlo bandymy skaicius

4.3 pav. yra pavaizduotas bendras Monte Karlo bandymy skaicius,
reikalingas stabdymo salygoms pasiekti, priklausomai nuo iteracijy skaiciaus.
Matome, kad reik§mingy imc¢iy metodu reikia beveik du kartus maziau Monte

Karlo bandymy skai¢iaus palyginus su standartiniu algoritmu.
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700
600

4
400 /

300

200 /

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49

= Reik8mingos imtys —— Paprastos imtys

4.4 pav. Monte Karlo imties dydis

4.4 pav. pavaizduotas vidutinis Monte Karlo imties dydis kiekvienoje
iteracijoje. IS c¢ia matyti, kad reikSmingy imciy metodui uztenka beveik

dvigubai mazesnio imties dydzio uzdaviniui i$spresti duotu tikslumu.

Skyriaus iSvados

1.  UZdaviniai, kuriuose rizikos matas (CVaR) jeina | tikslo funkcija
ir ribojimus, priklauso stochastiniy dviejy lygiy programavimo
uzdaviniy klasei. Sukurtas algoritmas tokiems uzdaviniams spresti,
generuojant reguliuojamo dydzio Monte Karlo imtis. Testiniu uzdaviniu
istirta sukurto algoritmo elgsena bei algoritmo stabdymas pagal

statistinius kriterijus.

2.  Sprendziant stochastinj tiesinj dviejy etapy uzdavinj reikSmingy
im¢iy metodu gaunamas dviejy lygiy stochastinis uzdavinys. Taikant
pasitlyta procediira tokiam uzdaviniui spresti, nustatyta, kad
reik§mingy im¢iy metodas leidzia beveik du kartus sumazinti Monte

Karlo bandymy skaiciy, reikalingg uzdaviniui i$spresti duotu tikslumu.
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5 skyrius. Stochastinés NeSo pusiausvyros paieSka

Stochastinés NeSo pusiausvyros uzdavinius tenka spresti daugelyje
zmogaus veiklos sri¢iy, kuriose reikia rasti pusiausvyra, t. y. tokig situacija,
kurioje kiekvienas loS¢jas, vienpusiskai keisdamas strategija (kai kiti loséjai
laikysis tos situacijos strategijy), atsidurs blogesnéje padétyje, esant vienokios
ar kitokios riiSies neapibréztumui. Jei reikia rasti ekstremalias (minimalias ar
maksimalias) keliy funkcijy, kurios priklauso nuo ty paciy determinuoty
kintamyjy ir atsitiktinio kintamojo reik§miy, reik§mes, tai tas funkcijas galima
laikyti loséjy naudingumo funkcijomis, o kintamuosius — los¢jy strategijomis.
Strategijos, prie kuriy pasickiamos ekstremalios S§iy funkcijy (kiekviena
funkcija optimizuojama pagal vieng kintamajj) reikSmés, yra stochastinés NeSo
pusiausvyros strategijos.

Siame skyriuje tiriama stochastiné Ne$o pusiausvyra, jos suradimui
pasitilytas gradientinés paieskos algoritmas. Sis algoritmas pritaikytas elektros
tickimo su iSankstiniais sandoriais rinkos modelio stochastinés NeSo
pusiausvyros paieskai.

Skyriaus rezultatai pristatyti ir aptarti mokslinéje kompiuterininky
konferencijoje ,, Kompiuterininky dienos 2013, Sie rezultatai publikuoti V.
Dumskis, L. Sakalauskas (2014).

5.1. Stochastiné NeSo pusiausvyra

NeSo pusiausvyra galima nagrinéti dviem pozitriais: kaip patarimg
loséjams ir kaip prognoze. Jeigu NeSo pusiausvyra tiriama kaip patarimas, tai
bet koks nurodymas, kuris néra pusiausvyra, kazkuriam lo$éjui bus blogas.
Taigi, bet kuris patarimas lo$éjui turi bati geriausias jo atsakas tiems, kuriems
jau patarta. Sis pozidris tinka tuo atveju, kai norima nuspéti ,,visiskai
racionaliy® ir gebanciy apskaiciuoti bei jvertinti savo pozicijas, loséjy elgesj.
Tokiu budu jie gali duoti sau atitinkamg patarimg. Kada siekiama prognozuoti,
tai NeSo pusiausvyra gali biiti suprantama kaip dinaminio proceso, kuriame
loséjai adaptuoja savo elgesj pagal kity dalyviy veikimo budg, tam tikras
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stabilus — geriausia rezultata duodantis taskas. Sis pozidiris populiarus
biologijos moksle, kai tiriama populiacijos dinamika. Cia jokiy prielaidy apie
racionaluma nedaroma: yra tik savo interesy siekimas. Sis evoliucinis poZiiiris
taikomas ir ekonomikoje (Hoffbauer ir Sigmund, 1988; Maynard Smith, 1974).

Stochastiniu atveju reikia priimti sprendima, neZinant konkrecios
atsitiktiniy dydziy realizacijos. Kad, priimant sprendimg, biity gauta NeSo
pusiausvyra, reikia atsizvelgti | visus jmanomus neapibréztumo realizacijos
scenarijus, nes stochastinés NeSo pusiausvyros uzdaviniuose tikslo funkcija
ir/ar ribojimai yra susij¢ su atsitiktiniy dydziy jverciais. Pavyzdziui, ribojimai
gali reiksti atitinkamoms prekéms ateities poreikius h(&), priklausancius nuo
atsitiktiniy veiksniy &, ir kuriy reikSmés, priimant sprendima, néra Zinomos.
Tokiu atveju galima siekti pusiausvyros, kurioje kiek jmanoma daugiau loséjy
iSlosia beveik tikrai arba kurioje lo$¢jy laukiami iSloSiai patenka j tam tikra
intervalg.

Jei visi atsitiktiniai dydziai yra diskretieji, tai duotg uzdavinj galima
performuluoti kaip determinuoty, galbiit labai didelio matavimo, ir NeSo
pusiausvyros paieskai pritaikyti zinomus deterministinius algoritmus. Bet, jei
atsitiktiniai dydziai apibréziami absoliuciai tolydziomis tankio funkcijomis, tai
rasti NeSo pusiausvyrg minétu biidu negalima. Stochastinés NeSo pusiausvyros
uzdavinio sprendimui pageidautina turéti algoritmus, kurie labiau tikty esant

galimy scenarijy jvairiam neapibréZtumui.
5.2. Stochastinés NeSo pusiausvyros uzdavinys

Bendru atveju (5.1) uzdavinj (Sakalauskas, 2000) galima nagrinéti kaip
netiesinés Neso pusiausvyros uzdavinj:

Fj (X11X2""1Xn): Efj(Xl,Xz,..., Xn,f:)—) min . (51)

XjEDjCan
Cia £eQ yra elementarusis jvykis tikimybingje erdvéje (©,=,P,), funkcijos
fiR"xQ—>NR tenkina tam tikras integruotinumo, diferencijuotinumo bei

]

iSkilumo salygas, matas P, yra absoliuciai tolydus ir gali priklausyti nuo x, t.
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Y., jis apibréziamas jvedus tankio funkcija p:R" xQ — R, , E — matematinés
vilties simbolis.

Jei atsitiktiniai vektoriai (5.1) iSraiSkoje yra diskretieji, agenty tikslo
funkcijas F;(x) galima apskaiciuoti kaip funkcijy f,(x,-) vidurkius ir iSspresti
(5.1) uzdavinj kaip netiesinio programavimo uzdavinj (dazniausiai labai didelj)
(Ermolyev ir Wets, 1988).

Sprendziant (5.1) tipo uzdavinius, kai atsitiktiniai kintamieji yra
tolydieji, dazniausiai daroma prielaida, kad kiekviename taske xe D c R
galima konstruoti baigtines atsitiktinio dydzio ¢ realizacijy sekas (Cia
D=D,®D,®..®D, eR") bei apskaiCiuoti atitinkamas funkcijy f, ir jy
gradienty reikSmes Sioms realizacijoms. Po to Monte Karlo metodu nesunku
jvertinti (5.1) uzdavinio tikslo funkcijg ir jos gradienta, kurie iSreiSkiami
matematinémis viltimis.

Tarsime, kad galima sukonstruoti tam tikro ilgio N Monte Karlo imt;:

Z=(z"7%,..7"), (5.2)
¢ia z* yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, vienodai pasiskirste su tankiu
p(X): Q>R , xeDcR". Dabar galima jvesti tokius tikslo funkcijy ir jy
dispersijy imties jvercius (zr. (2.9), (2.10)):

Ej(x)zﬁifj(x,zk), xeDc®R", 1<j<n, (5.3)

k=1

B2(x)=— 1 Y(f,(x.2)-F,(x)? xeDc®", 1<j<n (5.4)
N_1& )

Pasinaudojus vidurkio diferencijavimo taisyklémis (zr. Sakalauskas,
2002), tikslo funkcijy gradientus daznai galima jvertinti su ta pacia (5.2) Monte

Karlo imtimi be esminiy papildomy skai¢iavimy:
gj(x):%igj(x,zk), xeDc®R", 1<j<n (5.5)
k
Pasinaudojus (5.2) Monte Karlo imtimi, taip pat galima apskaiciuoti

kovariacing matrica:
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1 ~ ~
A = E(0002)-F00)- (9 2) =T (56)
Kovariaciné matrica toliau bus reikalinga sprendinio tikslumui vertinti, Cia

pazyméta g(X,z%) =(9,(X, 2" .., 9,(%2)), §()=(T,(X)...-.§, (X))

5.2. Gradientinés paieSkos metodas

Pasinaudojus loséjy tikslo funkcijy bei jy gradienty Monte-Karlo
jverCiais, galima sukonstruoti stochasting NeSo pusiausvyros radimo
procediirg. Tarkime, yra duotas tam tikras pradinis artinys x° e D R", Siame
taske yra sugeneruota tam tikro pradinio ilgio N° Monte Karlo imtis (5.2), ir
apskaiCiuoti atitinkami jveréiai (5.3), (5.4), (5.5), (5.6) Siai imciai. Tuomet
stochastinés pusiausvyros paieska, Kuri yra paremta gradientais, konstruojama

1iteraciniu badu:

t+1

X; :X’;_pj'gj(xt)' (5.7)

Cia p; >0 yra tam tikri daugikliai, reguliuojantys gradientinio Zingsnio ilgj,
1< j<n. Zingsnio ilgis gali biiti nustatomas eksperimentiniu keliu.

(5.7) proceduiroje parenkama tam tikro ilgio (5.2) imtis. Klausimas —
kokio ilgio turi biiti i imtis? Kartais imties ilgis laikomas pastoviu visoms
iteracijoms optimizavimo procese ir parenkamas pakankamai didelis, kad
tenkinty reikiamg tiksluma visose iteracijose. Taciau néra poreikio skaiciuoti
jverCius dideliu tikslumu optimizavimo pradzioje, nes S§iuo momentu
apskaiCiuojama tik apytikslé kryptis link optimumo. Todél galima imti
nedideles imtis optimalios paieSkos pradzioje ir tik veliau, didinant imties ilgj,
pasiekti tikslo funkcijos reik§me reikiamu tikslumu, priimant sprendimg apie
optimalaus sprendinio radimg (Sakalauskas, 2000, 2002). Tokia schema
realizuojama, kai kiekvienoje kitoje iteracijoje imties ilgis yra atvirks$ciai
proporcingas funkcijos gradiento jver¢io normos kvadratui esamoje iteracijoje.
Kadangi gradiento jvercio paklaida yra atvirksciai proporcinga imties ilgiui, tai
S1 paklaida yra santykiné. Taciau yra zinoma, kad metodai su santykine

gradiento paklaida gali bati konverguojantys. Praktiniam taikymui sitiloma
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iteracijoje t+1 tokia imties ilgio reguliavimo taisyklé (zr. Sakalauskas, 2000,
2002):

t+1 . n'FiSh()/,n,N‘—n)
N B 'Nmin !Nmax y .
mln(maxﬂp.(g-(xtf '(A(Xt))—l.(g—(xt):|+n J J (5 8)

¢ia Fish(y,n,N' —n) yra FiSerio pasiskirstymo, turin¢io (n,N'—n) laisvés
laipsniy, y - kvantilis.

Siekiant i1Svengti dideliy imties ilgio svyravimy, paprastai nurodomos
maziausia ir didZiausia imties ilgio vertés (Npin~20 .. 50 ir Nipax~ 1000 .. 5000).
Pastebésime, kad N,y taip pat gali buti parinktas pagal tikslo funkcijos jvercio
pasikliautinojo intervalo sglygas.

Konstantos parinkimas formulei(5.8):

n-Fish(y,n,N' —n) > z*(n),
¢ia y2(n) yra yx* pasiskirstymo prie n laisvés laipsniy y — kvantilis, atitinka
imties gradiento normos kvadrato (5.6) kovariacijy matricos indukuotoje
metrikoje asimptotinj pasiskirstyma pagal FiSerio désnj, o atsitiktiné gradiento
paklaida Siuo atveju nevirsija gradiento normos su tikimybe 1-yp. (5.8)
taisyklé taip pat garantuoja (5.7) sekos konvergavima (Sakalauskas, 2000,
2002).

Klausimas apie optimalaus sprendinio galima radimg turi biiti tiriamas
kiekvienoje optimizavimo proceso iteracijoje. Kadangi tezinomi tik agenty
tikslo funkcijy ir jy gradienty Monte Karlo jverciai, galima tikrinti tik
statistines optimalumo hipotezes. Kadangi Siy jverCiy stochastiné paklaida
priklauso nuo Monte Karlo imties ilgio, klausimas apie galima optimaluma gali
biiti priimtas, jeigu, pirma, néra pagrindo atmesti hipotez¢ apie gradienty
lygybe nuliui ir, antra, imties ilgis yra pakankamas tikslo funkcijoms jvertinti
reikiamu tikslumu.

Reikia pabrézti, kad imties (5.3) ir (5.5) jverCiy skirstiniai gali biiti
aproksimuoti normaliuoju désniu, remiantis centrine ribine teorema vienmaciu
ir daugiamaciu atveju. Todél biitingsias pirmos eilés optimalumo

(stacionarumo) salygas galima patikrinti pritaikius gerai zinomag daugiamate
90



Hotellingo T%-statistikg. Optimalumo hipotezé taske X' gali bati laikoma
patvirtinta su tikimybe 1 — u, jei:
T =(N'=n)-(G(x))" - (A(X)) " (§(x"))/n<Fish(z,n,N' =n) (5.9

Toliau galima pasinaudoti asimptotiniu normaliSkumu dar kartg ir
nuspresti, kad tikslo funkcija yra apskaiCiuota tikslumu ¢, jeigu jos
pasikliautinosios ribos nevirsija reikiamos tikslumo ribos:

n,-D,() N <z (5.10)
¢ia 77, yra normaliojo skirstinio g — kvantilis (zr. (2.11)).

Jei nors viena (5.9), (5.10) salygy netenkinama, tuomet (5.7) procediira
kartojama taske, apskai¢iuotame pagal (5.7), kai (5.2) imties ilgis nustatomas
pagal (5.8). Jei abi Sios salygos tenkinamos tam tikroje iteracijoje, tai
priezasCiy hipotezei apie optimumo radimg atmesti néra ir, vadinasi, galima
stabdyti optimizavimg bei priimti sprendimg apie optimumo radimg reikiamu
tikslumu. Taigi, optimizavimg baigsime po baigtinio skai¢iaus Monte Karlo
im¢iy generavimo.

Stochastinés NeSo pusiausvyros paieskos procediira ir jos stabdymas
nusakomi 5.1 algoritmu, kuris pateiktas 5.1 lenteléje.

5.1 lentelé. Stochastinés NesSo pusiausvyros paieskos algoritmas
5.1 algoritmas. Stochastinés NeSo pusiausvyros paieska

Tikslas: rasti tikslo funkcijy F; (X, X, .wr, X,) = Ef; (X, X1y X, E) > MmN,

xjeD;cR")
J =1...,n minimalias (maksimalias) reik§mes.
Pradinés sglygos: Tikslo funkcijy formalizuotas aprasymas.
Galinés salygos: Sprendinio vektorius X" =(x,..,X;), tikslo funkcijy
reik§mes F (x",v'), j=1..,n.
1. Fiksuoti uzdavinj apibiidinancius parametrus: kintamyjy skaiciy n,

N

min ? max

Monte Karlo imties pradinj, minimaly ir maksimaly N°, N
ilgius, tikslo funkcijy tiksluma ¢, pasikliautinojo intervalo tikimybg

p, optimalumo hipotezés tikimybe 1-— u, paiesSkos Zingsnio ilgj
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5.1 algoritmas. Stochastinés NeSo pusiausvyros paieska

p; >0, maksimaly iteracijy skaiciy iter.

2. Nustatyti pradinj nuoseklios paieskos taska x° =(x’,..., X;), nustatyti
iteracijy skaitliukg t=0.

3. While iteracijy skai¢ius t nevir$ija iter Do

3.10 Generuoti Monte Karlo imtj Z = (z*,22,..., z"") (5.2).
3.11 Apskaiciuoti tikslo funkcijy IEj (x'y jver¢iusir  (5.3).
3.12 Apskaiciuoti tikslo funkcijy dispersijy jvercius ISJ2 (x') (5.4).
3.13 Apskaiciuoti tikslo funkcijy gradienty jvercius g, (x') (5.5).

3.14 Apskaiciuoti kovariacijos matricg A(x') (5.6).
3.15 Apskai¢iuoti gradiento statistika T (5.9).
3.16 Patikrinti stabdymo salyga:
If (5.9) & (5.10) Then grazinti uzdavinio sprendinj
X = X'=(x,..., x;), tikslo funkcijy reiksmes F;(x").
Else
Nustatyti t=t+1 ir rasti kita taskg x'* (5.7) bei Monte
Karlo imties ilgj N (5.8).
4. Dorne.

5.3. Stochastinis NeSo pusiausvyros modelis elektros rinkai su
iSankstiniais sandoriais

Nagrinékime neatidéliotiny sandoriy elektros rinkg (Xu ir Zhang,
2013), kurioje yra M generatoriy tarpusavyje varzosi sitilydami kaing, kol
paklausa dar nezinoma (neapibrézta). Paklausa rinkoje aprasoma atvirkstine
funkcija p(Q,<&(w)), ¢ia p(Q,&(w)) yra rinkos kaina, Qyra bendra elektros
pasitla rinkoje ir £:Q—9R yra tolydus atsitiktinis dydis. Paklausos
neapibréztumas yra charakterizuojamas atsitiktinio dydzio & skirstiniu. Pries

tai, kol rinkos paklausa yra nezinoma, generatoriai i,i=1...,M, pasirenka
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elektros kiekius g;, kuriuos jie gamins. Generatoriaus laukiamas pelnas gali
biti aprasytas taip:
U;(9,,Q) = E[q,p(Q, &) -C;(q,) + H, (p(Q, ).
Cia Q=g, +Q_ yra bendra pasiiila, Q_; yra varzovy i-tajam gamintojui bendra
pasiila, g,p(Q,<&) yra i-tojo generatoriaus pajamos, pardavus g; elektros kiekj,
jeigu rinkos paklausos scenarijus bus p(Q,&(w)), C.(q,)—bendri kastai, kurie
patiriami, gaminant kiekj ¢, H,(p(Q,%) — mokéjimai pagal sutartis Su
perpardavéjais. Kontraktai naudojami kaip rizikos mazinimo priemone, esant
neapibréztumui. Jie gali buti abipusiai arba vienpusiai. Nagrinéjami tik
vienpusiai kontraktai, kai i-asis generatorius elektros perpardavéjui moka
wi(p— f) tik tuo atveju, jei p> f (f-kaina;w, — yra kiekis pagal kontrakta).
Taigi,
H; (p(Q,£)) =—w; max(p(Q,&) - .0).
i -asis generatorius siekia maksimizuoti laukiamg pelng, parinkdamas gamybos
kiekj g, t.y.
U, (0:Q) = 0, P(Q.€) = C, () =W, mex P(Q. &)~ £,0) — max.

Generatoriaus laukiamas pelnas gali biiti iSreikStas taip:
U, (6, Q) =Elu; (0,,Q .4, )]
Remiantis (2.6), stochastiné NeSo pusiausvyra yra toks rinkinys
0" = (0. Gz, Oy ), Kuriam
~Ui(@,Q5) =mint-U, (., Q)] Vi =1, M,

¢ia g, =[0,q;] ir g, yra i-tojo generatoriaus ribinis pajégumas.

Funkcijos U, (q,,Q ,) ir strategijy aibés ¢, =[0,q;] tenkina 2 skyriaus
2 teoremos sglygas, todél egzistuoja bent viena paprasty strategijy NeSo
pusiausvyra.

Tarkime, yra trys generatoriai. Imama atvirkstiné paklausos funkcija

p(9,&) = a(&) - fo. Cia & yra atsitiktinis intervale [0] tolygiai pasiskirstes
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dydis, g=1 a(é)=aé+qa, iIr =20, o, =30. Kontrakto kaina f=22.5.2
lenteléje pateikti kiekiai w, pagal kontraktus ir patiriamy kasty C,(q;) funkcijos.

5.2 lentelé. Kiekiai pagal sutartis ir kasty funkcijos

Generatorius W, Ci(a;)
1 10 o +2q,
2 8 2%2 +20,
3 0 292 + 30,

Po 10 (t = 10) iteracijy gautas sprendinys (nustacius pradinj taska
(10,10,10)) ir analizinis sprendinys pateikti 5.3 lenteléje.

5.3. lentelé. Uzdavinio sprendimo rezultatai

t 0 a2 0 Q E[pQ.&1 | Uy U, Us N’

1 10 10 10 30 10274 | -17,26 | -117,26 | 127,26 2

2 7,827 | 5,827 | 5727 | 19,382 | 20,708 6591 | 2569 | 3581 9

3 7,784 | 5132 | 4,634 | 17,550 | 22,324 70,64 | 30,05 | 46,60 204

4 7,983 | 5,000 | 4,250 | 17,233 | 22,547 72,65 | 30,62 | 46,95 | 2283

5 8,151 | 4,961 | 4,079 | 17,191 [ 22,959 7433 | 30,70 | 48,14 926

6 8,358 | 5,022 | 4,036 | 17,416 | 22,505 73,38 | 30,02 | 46,14 [ 4085

7 8,440 | 4,992 | 3968 | 17,401 | 22,793 7458 | 30,21 | 47,05 | 10316

8 8,532 | 5,011 | 3,963 | 17,506 | 22,540 74,79 | 30,558 | 46,03 [ 3656

9 8,552 | 4,980 | 3,936 | 17,468 | 22,384 7437 | 3046 | 4531 [ 2538

10 [ 8544 | 4,944 | 3,906 | 17,394 | 22,609 7493 | 3048 | 46,08 | 39748
Analizinis sprendinys

q |8642 4980 [3923 [17545 [21687 [7570 [30,70 [4650 |

Vadovaujantis aprasytgja (5.7) procediira, stabdymg galima atlikti
anksciau, kai patenkintos optimalumo salygos ir pasiekiamas pageidautinas
tikslumas. Biitina pastebéti, kad generatoriy gaminami kiekiai yra tarpusavyje
labai susijg, t. y. jie yra koreliuoti, nes kiekvienas i§ jy adaptuoja savo elgesj
pagal Kkitus.

Tyrimo rezultatai pavaizduoti 5.1 pav.-5.6 pav. 5.1 pav. pateiktas
tikslo funkcijy kitimas, o 5.2 pav. — tikslo funkcijy gradienty kaita. 5.3 pav.
pateikti 1-3 generatoriy tikslo funkcijy pasikliovimo intervaly ilgiai
(pasikliovimo tikimybé — 0,95), esant atitinkamai iteracijai. 5.4 pav.
pavaizduotas Hotellingo T statistikos kitimas. Atskiry generatoriy gaminami

Kiekiai ir bendras kiekis parodyti 5.5 pav.
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1tikslo funkcija ===<=-< 2 tikslo funkcija

= = 3tikslo funkcija

5.1 pav. Generatoriy tikslo funkcijos

IS 5.1 pav. matyti, kad tikslo funkcijos labai kinta tik prie pirmyjy #rijy
iteracijy, véliau jy kitimas néra Zymus, t.y. optimumas buvo pasiektas jau po

keliy iteracijy.

2
15 N

’ -
-0, P a 4 =
Oi T o/‘ﬁ F—e 85101t 1213 %
L s
_:2 : /

Iteracijos
1tikslo funkcijos gradientas
----- 2 tikslo funkcijos gradientas
= — 3tikslo funkcijos gradientas

5.2 pav. Generatoriy tikslo funkcijy gradientai

Kadangi algoritmas yra pagrjstas tikslo funkcijy gradientais, tai tikslo
funkcijy kitimas priklauso nuo to, kiek tikslo funkcijy gradientai skiriasi nuo
nulio. IS 5.2 pav. matyti, kad tikslo funkcijy gradientai 7 iteracijoje yra
absoliucia verte nedidesni nei 0,5. 5.1 algoritmo greitj sglygoja tikslo funkcijy
gradienty arté¢jimas ] nuli. Reikia pazyméti, kad 5.1 algoritme yra
reguliuojamas imties dydis pagal (5.8) formulg. I$ (5.8) formulés matome, kad
imties dydis yra atvirkS¢iai proporcingas Stochastinio gradiento normos,
indukuotos (5.6) kovariacine imties matrica, kvadratui. Si formulé leidzia

atsizvelgti j tai, kad optimizavimo pradZioje nereikia imti dideliy im¢iy. O jei
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nagrinéjama strategija yra arCiau optimalios strategijos, tai tada imamos
didesnés imtys, siekiant gauti duoto tikslumo sprendinj. Siekiant iSvengti
galinCiy pasitaikyti labai dideliy imties ilgio svyravimy, (5.8) formuléje

parenkamas minimalus ir maksimalus (Npin~20 .. 50 ir Npyax~1000 .. 5000)

imties ilgiai.
5
4,5
4
3,5
3
2,5 AN
2 N ™~
L]
1,5 l‘- \
1 \\__\
\§-
05 AN
Secccccnccccccacaaee
0 ‘ ——
1 2 3 4 5 6 T7lefcjjds 10 11 12 13 14 15
e ] funk. pasikl. int-las = = = = 2 funk. pasikl. int-las
= == 3 funk. pasikl. int-las

5.3 pav. Generatoriy tikslo funkcijy pasikliovimo intervaly ilgiai
I$ 5.3 pav. matyti, kad jau 7 iteracijoje tikslo funkcijy pasikliovimo

intervaly ilgiai yra nedidesni nei 0,5.

ESN
ol
—"

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Iteracijos

5.4 pav. Hotelingo T? statistikos ir FiSerio skirstinio kvantilio santykis
5.4 pav. yra pavaizduotas Hotelingo statistikos ir atitinkamo FiSerio
skirstinio kvantilio santykis, kuris rodo, kad algoritma jau buvo galima stabdyti

po 7 iteracijy (minétas santykis yra mazesnis uz 1).
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e () bendras kiekis

Imti

5.5 pav. Generatoriy gaminami kiekiai ir bendras Kiekis
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3000

/

2000 /
1000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Iteracijos

5.6 pav. Imties ilgio kitimas

es ilgis, kuris apskai¢iuojamas pagal (5.8), pavaizduotas 5.6 pav.
Buvo paimtos tokios imties ilgio reik§més: minimali N, = 500 ir maksimali
Nmax=10000.
nedidelés imtys, o, kai esama netoli optimalios strategijos (7-14 iteracijos), tai

imtys yra didelés.
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Taigi, modeliavimo rezultatai rodo, kad testinis uzdavinys sukurtuoju

algoritmu issprendziamas per kelias iteracijas (5-10).

Skyriaus iSvados

1. Sukurtas stochastinés NeSo pusiausvyros paieskos algoritmas,
pagristas nuoseklios gradientinés Monte Karlo paieskos metodu,
generuojant atsitiktiniy im¢iy sekas su reguliuojami imties ttiriu.

2. Algoritmo vykdymas nutraukiamas, vertinant sprendinio optimaluma
ir tikslumg statistiniais kriterijais, t. y. patikrinama hipotezé apie
pusiausvyros radimg ir apskaiciuojant loséjy tikslo funkcijy pasikliovimo
intervaly ilgius.

3. Sukurtasis algoritmas pritaikytas elektros tiekimo rinkos su
iSankstiniais sandoriais modeliui ir juo nustatytos rinkos stochastinés Neso

pusiausvyros strategijos duotu tikslumu.

98



Darbo iSvados
Stochastinés pusiausvyros paieskos uzdaviniai, daznai pasiZymintys

hierarchine struktiira, btdingi jvairioms mokslo sritims — inZinerijai,
ekonomikai, finansams, logistikai. Daugeli taikomyjy stochastinés
pusiausvyros paieskos uzdaviniy galima formuluoti kaip pusiausvyros
paieskos uZdavinius su iSkilomis, tenkinancioms LipSico salygas iSloSio
funkcijomis ir atsitiktiniais aplinkos scenarijais, pasiskirs€iusiais pagal
diskretyjj ar tolydyji tikimybinius désnius.

Darbe iStirtos rinkos netvarios biisenos, t. y. ekonominiai burbulai ir jy
grititys. Disertacijoje pasiiilytas matematinis burbulo modelis, kuriame yra
dviejy tipy agentai — fundamentalistai ir Cartistai. Siuo modeliu istirtas
Lietuvos nekilnojamojo turto burbulas.

Kadangi realiose situacijose daznai tenka atsizvelgti | rizika, tai ]
optimizavimo uzdavinius biitina jtraukti rizikos kriterijus. Tai galima pasiekti,
ivedus rizikos kriterijus j tikslo funkcija bei ribojimus, o tokiu biidu gaunamas
uzdavinys yra dviejy lygiy stochastinis programavimo uZdavinys. Sukurtas
nuoseklios Monte Karlo paieskos metodas (4.1 algoritmas) Siam uzdaviniui
spresti.

ReikSmingy imciy metodo taikymas tiesiniam dviejy etapy
stochastiniam programavimo uZdaviniui spresti transformuoja duotg uzdavinj |
dviejy lygiy stochastinj programavimo uZdavinj. Siame darbe sukurtas 4.2
algoritmas Siam uzdaviniui spresti.

Sukurtas stochastinés NeSo pusiausvyros gradientinés paieSkos 5.1
algoritmas buvo pritaikytas testiniam elektros rinkos su iSankstiniais sandoriais
uzdaviniui spresti.

Sioje disertacijoje atlikti tyrimai leidzia padaryti tokias i§vadas:
1. Heterogeniniy agenty jtraukimas pagerina ekonominio burbulo
matematinio modelio adekvatuma, t. y. jei burbulas trumpam nustoja augti, tai

kainos divergavimo nuo bazinés linijos efektas modelyje islieka.
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2. SprendZziant 4.1 algoritmu testinj rizikos optimizavimo uzdavinj, 1
kurio tikslo funkcijg ir ribojimus jeina sglyginé rizika, leidzia surasti duoto
tikslumo sprendinj, t y., tikrinant algoritmo stabdymo salyga su tikimybe 0,95,
CVaR skaiciuojant  reikSmingumo lygmeniu 0,1, kai testiniy funkcijy
kintamyjy skaicius yra 2, 5, 10, 20, 50, vidutinis iteracijy skai¢ius kinta nuo =
8 iki = 60, o Monte Karlo imties dydis kinta nuo ~ 950 iki = 6000.

3. Sprendziant 4.2 algoritmu tiesin} dviejy etapy stochastinio
programavimo uzdavinj, reikia 15-20% mazZiau iteracijy duoto tikslumo
sprendiniui rasti, be to, vidutinis Monte Karlo imties dydis stabdymo momentu
yra beveik dvigubai mazesnis.

4, Stochastinés NeSo pusiausvyros gradientinés paieskos 5.1
algoritmas yra efektyvus, nes juo sprendziant testinj uzdavinj, pakako keliy (=
10) iteracijy duoto tikslumo sprendiniui rasti, kai Monte Karlo imties dydis
nevirsijo 10 000.

5. Sukurti algoritmai buvo iStirti statistinio modeliavimo budu,
sprendziant testinius ir praktinius stochastinés paieskos uzdavinius, o gautos
tokiu biidu i8vados taikytinos sukuriant ir tiriant kity stochastinés pusiausvyros

paieskos uzdaviniy algoritmus.
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Priedas

1 lentelé. Lietuvos nekilnojamojo turto kainy indeksas 2000—2009 metais

Meénesiai

Metai | Ol 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12

2000 872 | 859 843 | 838 | 828 81,7 | 811 | 802
2001 79,8 79,7 78,5 78,4 77,9 77,4 77,9 77,5 77,5 77,4 78 77,7
2002 76,9 77,3 77,7 77,8 78,4 78,8 78,9 80,1 81,4 82,2 84,2 84,2
2003 87 87,8 87,5 87,5 87,9 88 89,5 90,9 93,6 95,1 98 104,9
2004 106,4 | 109,9 1111 110,9 | 109,3 109,6 110 113,9 116,5 117,7 121,2 | 126,6
2005 1295 | 1358 1411 146,7 | 1545 159,7 165 170,5 180,1 187,5 193,1 | 197,6
2006 2049 | 2156 219 216,7 | 2158 2147 2147 215,9 219 217,2 216 220,2
2007 226,5 | 232,3 241,6 255 262,6 2649 267,5 272,5 271,2 269,3 269,1 | 270,1
2008 264,3 | 260,7 255,9 248,8 | 2456 240,1 237,4 235,5 2314 2249 2171 | 2111
2009 1976 | 191,1 182,1 176,5 | 1712 166,7 166,5 161,3 157,6 155,4 153,55 | 152,7

2 lentelé. Matrica A, vektoriai b, ¢, h vektoriaus vidurkis ir nuokrypis

g13|% |8
2|52 %
- =
Matrica A (eilutés pateiktos stulpeliais) © < | =
-3,3 0 0 0 0 0 0 0 0 0|-03]|-43]129 3,16
-4 0 0] 1,8 0 0| -53 0| -35 -81-09| 03009 -1,09
-2,3 0|-34]| 32| 87 0| -39 0| 0,3 0 14| 47| 141 1,3
0 -4 0 0| 83 0(-13| 74| 42| 88| 2,7|-3,8]| 1,14 | -502
0| 58 0| 7,3 0 0|-16| 87| -24]|-16| 24| 34| 1,02 3,47
0 0 0 0 0 0 0 0]-91|-12|-14| 23] 0,69 3,32
-2 0| -66 0 0| 69| 16| -49 0(-91| 01|-42]126| -3,25
0|-37| 86| -45|-71]| -3,2 0 0|-19 0f-29| 03] 0,09 1,15
0 0| 64 0| 87| -91|-84| 46| 6,3 0| 1,7|-31]093| -0,21
8 0 0| -17 0 0 0 0| 64| 15| 17| -15] 0,45 1,76
0 0 0] 67 0 0 0 0 0 0| 01| 29] 0,87
31| 1,2 0 -3 0 0 0 0 0O 81| 04| -24]0,72
4,1 0 0 0] -04 0O 54|-38|-63| 01| -13| 47| 141
5,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 05| 0,3]0,09
0 0 0 0 0 0] 33 0 0 0 0| -09] 0,27
0 0 0 0 0 0 0 0 0] -79 0] 330,99
-5,8 0|-39]-37 0 0| -9,6 0|-32| 49|-11|-0,7] 0,21
0|-66| 29| -81 0| 82 0| -45 0(-69]|-0,7| 23] 0,69
6,8 0] 99| -58 -3| 85 0 0 0 0| 15| 44132
0] 0,2 0]-76| 29| 98 0 0 0 0] 21| 0,3] 0,09
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3 lentelé. Matrica W

W matricos 1—15 stulpeliai
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4 lentelé. Vektorius a

Vektorius a
1-10 koordinatés 6,2| 9,63 | 8,78 | 7,06 | 7,19 | 2,66 | 6,79 819 | 8,13 |6,82
11-20 koordinatés | 8,81 | 3,74 | 1,79 | 1,25 | 8,04 6,4 | 3,85 11| 7,69 9,35
21-30 koordinatés | 0,28 | 765| 1,49| 85| 18| 7,73| 3,6 6,67 12| 81
5 lentelé. Matrica T
T matricos 1—10 stulpeliai
0 0 0 0 6,2 -1 0 0 0 6,6
0 0 0 0 0 -0,3 0 0 0 0
0 -9,2 -6 -7,5 -8 0 0 2,2 -0,6 0
0 0 0,1 0 8,5 -0,4 0 -3,6 91 0
0 -5,9 0 -4,6 1,7 0 0 0 -6 -6,7
0 0 2 0 -5 2,4 -5,2 53 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0,8 0
0 0 -3 0 0 9 0 -5,9 -0,5 -6,3
0 0 0 0 8,2 -2,8 0 0 0 2,1
0 0 0 0 0 3,6 0 0 -4,6 -8,7
0 0 0 0,5 0 59 0 0 0 1,1
0 0,5 0 7,1 0 -0,3 0 -0,7 0 6,8
0 0 0 0 4,3 -5,5 0 0,6 0 -7,3
-5,6 0,3 7 0 -4 0 -0,9 0 0 0
0 0 0 0 0 -3,2 0 0 0 0
0 -5 0 0 0 -6,3 0 0 -1,1 -1,5
0 0 5,1 0 39 0 6 0 0 -1,3
0 0 0 0 8,8 2,4 0 0 -0,7 0
0 0 0 0 0 -2 0 0 6,3 0
0 0 1,4 0 -5 -2,7 2,7 -0,8 0 0
T matricos 11—20 stulpeliai
0 1 0 0 -3,3 0 4.4 0 0 0
0 0 0 0 6,2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0,8 0,8 0 1,3 0 0
0 0 0 0 3,6 0 13 -8,5 0 0
0 9,3 0 0 -8,3 0 0 0 0 8,9
0 -4.7 -4,6 8,5 -1,8 0 -9,2 1,7 0 6,7
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 9,7 -8,3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 6,8 0 0 0 0 14 15 0 0
0,6 0 9,7 0 0 -5,5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -7.4 0 0
0 0 -4,8 -4,2 -0,9 -1,1 -8,9 -6,6 -3,1 0
0 0 0 0 0 0 0 34 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4 0 0
-1,7 0 0 0 -7,6 0 -3,3 -5,7 8 0
0 0 0 0 0 0 4,3 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -6,7 0 -3,6 0 -4,2 0 0 0
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