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Įvadas

Homogeninių reakcijų greitis matuojamas stebint sintezėje dalyvaujančių me-

džiagų koncentracijų mažėjimą arba susidarančio produkto koncentracijos didė-

jimą prie pastovios temperatūros. Tačiau heterogeninėse reakcijose koncentraci-

jos sąvoka yra mažiau reikšminga, o reakcijos dinamika nustatoma kitais būdais.

Tiriant heterogeninių reakcijų mechanizmą bei kinetiką, labiau atsižvelgiama į

dalelių masės kitimą laike [3, 12, 23, 38, 11, 50]. Daugybė lygčių, aprašančių kie-

tafazių reakcijų greitį prie izoterminių ir neizoterminių sąlygų (klasikinis Fick’o

difuzijos arba Prout–Tompkins’o modeliai), yra aprašytos ir išnagrinėtos litera-

tūroje [1, 6, 14, 40, 58]. Kinetinių lygčių interpretacija yra sudėtinga, nes reikia

atsižvelgiama į sąlygas, prie kurių pradeda vykti cheminė sintezė, kaip susidaro

naujos medžiagos dalelės, kaip kinta jų dydis ir kiekis, galiausiai – kaip mažėja

reagentų kiekis [57, 13, 54]. Sudėtingų kietafazių reakcijų problemoms spręs-

ti buvo pasiūlytos naujos matematinės aproksimacijos bei skaitiniai modeliai

[17, 41, 42, 46].

Šioje disertacijoje pateikiami dviejų ir trijų reagentų sintezės reakcijų prie

aukštų temperatūrų modeliai ir reakcijų parametrų – difuzijos bei reakcijų grei-

čio koeficientų – įvertinimo metodai, kai turimi pradiniai realių laboratorinių

eksperimentų duomenys iš yra riboti. Tie duomenys – tai sintezės puslaikiai prie

kelių skirtingų temperatūrų bei apytiksliai reagentų dalelių dydžiai. Modeliuose

ir skaičiavimuose rėmtasi Fick’o, Arrhenius’o ir veikiančių masių dėsniais.
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Darbo aktualumas

Dažnai sprendžiant aktualias matematinio modeliavim problemas naudojami di-
ferencialinių parabolinių lygčių skaitiniai sprendimo metodai. Darbe nagrinėjami
bendri dviejų ir trijų reagentų sintezės reakcijų modeliai, tačiau konkretūs skai-
čiavimai atlikti itrio aliuminio granato (YAG) ir sintetinio kalcio hidroksiapatito
(CHAp) sintezės atvejais. Abi medžiagos yra svarbios dėl savo unikalių savybių.

Itrio aliuminio granatas 2Y3Al5O12 yra plačiai naudojama optinė medžiaga,
kuri turi daugybę unikalių savybių (žr., pavyzdžiui, [18, 5, 20, 27, 33, 35, 36, 39]).
YAG milteliai galibūti pagaminti skirtingais metodais, tokiais kaip kietafazių
reakcijų, zolių–gelių ir kiti metodai (žr., pavyzdžiui, [2, 21, 22, 29, 34, 49, 59,
60, 61]). Sintetinis kalcio hidroksiapatitas, Ca10(PO4)6(OH)2 yra žinomas kaip
vienas iš svarbiausių implantuojamų medžiagų dėl savo biologinio suderinamumo
ir aktyvumo ir yra naudojamas kaip žmogaus kietųjų audinių pakaitinė medžiaga
[55, 31, 48]. Dėl savo cheminės struktūros CHAp pagaminimas priklauso nuo
pasirinktų procesų [15, 19, 28, 52]. CHAp gali būti pagamintas skirtingais zolių–
gelių metodais, pavyzdžiui, bevandeniu [45, 62] ir vandeniniu [56, 37].

Zolių-gelių proceso parametrų, tokių kaip pradinis medžiagų kiekis, pH, tem-
peratūra, maišymo greitis, maišymo laikas ir kt. turi būti kruopščiai kontroliuo-
jami [7, 8, 9, 10].

Abiejų medžiagų sintetinimas yra brangus, kadangi jų pagaminimas reika-
lauja ilgalaikio aukštos temperatūros palaikymo (žr., pavyzdžiui, [43, 51, 53]).
Įprastais eksperimentais nagrinėti sąlygas bei ieškoti parametrų, prie kurių įma-
noma pagaminti minėtas medžiagas, būtų labai sudėtinga ir brangu. Todėl svar-
bu sukurti teorinius matematinius modelius, kurių pagalba būtų galima atlikti
šias užduotis.

Itrio aliuminio granato sintezės vienamatis modelis buvo pasiūlytas ir išnag-
rinėtas darbuose [24, 25, 32]. Disertacijoje vienamatis modelis išplėtotas dvi-
mačiam ir trimačiam atvejams. Natūralu, kad trimatis atvejis yra tikslesnis ir
tikroviškesnis, tačiau kaip parodė mūsų kompiuteriniai eksperimentai, dvima-
čiu atveju, skirtingai nuo vienamačio atvejo, rezultatai yra panašūs ir todėl gali
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būti naudojami modeliavimui kaip paprasteni ir reikalaujantys ženkliai mažiau
kompiuterinio laiko.

Nagrinėjant sintetinio kalcio hidroksiapatito sintezę, sukurtas bendras dvi-
matis matematinis modelis, leidžiantis ieškoti sintezei reikalingų parametrų trijų
reagentų atveju.

Tyrimų objektas

Tyrimų objektas – matematiniai modeliai, skirti cheminių sintezių prie aukštų
temperatūrų parametrų radimui.

Darbo tikslai

Apibendrinti ir išplėtoti dviejų reagentų sintezės vienamatį matematinį mo-
delį dvimačiam ir trimačiam atvejams.

Sukurti ir išnagrinėti trijų reagentų matematinį modelį.

Darbo uždaviniai

◦ Sukurti ir ištirti YAG (dviejų reagentų) vienamačio modelio dvimatį ir
trimatį analogus.

◦ Rasti aktyvacijos energijas dvimačiame ir trimačiame YAG sintezės mode-
liuose.

◦ Rasti YAG sintezės dvimačio ir trimačio modelių difuzijos ir reakcijos ko-
eficientų priklausomybes nuo temperatūros.

◦ Palyginti vienamačio, dvimačio ir trimačio YAG sintezės matematinio mo-
deliavimo parametrų rezultatus.

◦ Rasti YAG sintezės optimalią temperatūrą, minimizuojančią energijos są-
naudas.
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◦ Sukurti CHAp (trijų reagentų) dvimatį matematinį modelį.

◦ Rasti CHAp sintezės aktyvacijos energijas ir difuzijos bei reakcijos greičio
koeficientų priklausomybes nuo temperatūros.

Tyrimų metodika

Atlikdami tyrimus, taikėme diferencialinių lygčių su dalinėmis išvestinėmis skai-
tinius sprendimo metodus. Kompiuterinių eksperimentų programos parašytos
ANSI C kalba, naudojant skaičiavimų lygiagretinimo biblioteką MPI.

Darbo mokslinis naujumas

Disertacijoje sukurti ir išnagrinėti dvimačio bei trimačio dviejų reagentų ir dvi-
mačio trijų reagentų cheminės sintezės matematiniai modeliai ir jų parametrų
skaičiavimo metodika bei skaitiniai algoritmai. Atlikto darbo rezultatai api-
bendrina ir išplėtoja iki šiol gautus rezultatus vienamačiame dviejų reagentų
modelyje.

Kadangi pereinant tiek prie didesnių sintezės erdvės dimensijų, tiek prie di-
desnio reagentų skaičiaus žymiai padidėja skaičiavimų trukmė, ypatingas dėme-
sys buvo skiriamas sprendimo pagreitinimui, sudarant efektyvesnius skaičiavimo
algoritmus ir skaidant bei lygiagretinant uždavinius.

Darbo rezultatų praktinė reikšmė

Sudaryti ir realizuoti skaitiniai algoritmai, leidžiantys modeliuoti cheminės sinte-
zės difuzijos–reakcijos procesus, rasti jų parametrus, turint ribotus laboratorijose
gautus duomenis. Algoritmai pagrįsti lygiagretumo principu. Rastos difuzijos ir
reakcijos koeficientų priklausomybės nuo temperatūros. Apskaičiuotos aktyvavi-
mo energijos, svarbios kitų sintezės uždavinių analizei.

11



Gynimui pateikiama

◦ Dviejų reagentų dvimatis bei trimatis ir trijų reagentų dvimatis sintezės
modeliai.

◦ Sintezės parametrų šiuose modeliuose skaičiavimo metodai.

◦ Parametrų skaičiavimų rezultatai konkrečiais YAP (dviejų reagentų) ir
CHAp (trijų reagentų) sintezės atvejais.

Darbo rezultatų aprobavimas

Tyrimai atlikti VU Matematikos ir informatikos institute, bendradarbiaujant su
VU Chemijos fakultetu. Rezultatai disertacijos tema paskelbti 4-iuose recenzuo-
jamuose mokslo leidiniuose (iš jų trys – su ISI citavimo indeksu):

1. M. Mackevičius, F. Ivanauskas, A. Kareiva, Itrio aliuminio granato sinte-
zės kompiuterinis modeliavimas, Liet. matem. rink., 51(spec nr. – LMD
darbai):291–294 (2010).

2. M. Mackevičius, F. Ivanauskas, A. Kareiva, Mathematical approach to
investigation of synthesis processes at high temperatures, Central European
Journal of Chemistry, 10(2):380–385 (2012).

3. M. Mackevičius, F. Ivanauskas, A. Kareiva, D. Jasaitis, A closer look at
the computer modeling and sintering optimization in the preparation of
YAG, Journal of Mathematical Chemistry, 50(8):2291–2302 (2012).

4. M. Mackevičius, F. Ivanauskas, A. Kareiva, I. Bogdanovičienė, Compu-
ter modeling of synthesis of calcium hydroxyapatite (CHAp), Journal of
Mathematical Chemistry, 51(5):1249–1257 (2013).

Disertacijos tema perskaityti pranešimai trijose Lietuvos matematikų drau-
gijos ir vienoje tarptautinėje konferencijoje:
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Disertacijos struktūra

Disertaciją sudaro įvadas, keturi skyriai, išvados ir literatūros sąrašas. Skyriai
yra suskirstyti į poskyrius. Disertacijoje naudojama dviguba numeracija: (sky-
rius.formulė), (skyrius.paveikslas), (skyrius.lentelė).

1 skyriuje trumpai pagrindiniai disertacijoje naudojami fizikinės chemijos dės-
niai ir nuostatos, trumpai apibūdinti matematiniai cheminių reakcijų modeliai –
atitinkamos difuzijos-reakcijos lygčių sistemos, jiems patikrintas masės tvermės
dėsnis.

2 skyriuje nagrinėjami dviejų reagentų sintezės reakcijos vienamatis, dvima-
tis ir trimatis modeliai. Konkretūs reakcijos parametrų sakičiavimai atlikti ir
palyginti YAG sintezės atveju, remiantis duomenimis iš realių laboratorinių eks-
perimentų VU Chemijos fakultete.

3 skyriuje nagrinėjamas trijų reagantų dvimatis modelis. Sukonstruotos pe-
riodiškumo ir simetrijos reikalavimus atitinkančios reagentų dalelių formos ir sin-
tezės erdvė (rombinės dalelės ir trikampė erdvė), leidžiančios atlikti skaičiavimus
trikampėje srityje su Neumanno kraštinėmis sąlygomis.

4 skyriuje aprašyti skaitiniai metodai, naudoti difuzijos–reakcijos lygčių siste-
moms spręsti. 4.1 poskyryje trumpai aprašytas standartinis skirtuminis metodas
intervalui, kvadratui ir kubui, naudotas 2 skyriaus uždaviniams spręsti. 4.2 po-
skyryje aprašytas naujai sukonstruotas skirtuminis metodas trikampei sričiai,
reikalingas 3 skyriaus uždaviniams spręsti. Abiejų poskyrių pabaigoje pateikti
metodus iliustruojantyss grafikai. 4.3 poskyryje pateiktas modeliavimuose nau-
doto lygiagretinimo algoritmo aprašymas.
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1. Pagrindiniai dėsniai ir
nuostatos

Pagrindinis darbo uždavinys – sintezės prie aukštų temperatūrų matematinis
modeliavimas ir pagrindinių sintezės parametrų – difuzijos ir reakcijos greičio
koeficientų radimas, kai žinomas ribotas duomenų skaičius. Konkretūs skaičiavi-
mai atlikti dviems cheminės sintezės reakcijoms – itrio aliuminio granato (YAG)
ir kalcio hydroksiapatito (CHAp) sintezės:

YAG : 3Y2O3 + 5Al2O3 → 2Y3Al5O12

CHAp : 10Ca2+ + 6PO4
3− + 2OH− → Ca10(PO4)6(OH)2.

Tačiau nagrinėjami modeliai ir sukurti metodai tinka bet kokioms sintezėms
prie aukštų temperatūrų su dviem ir trimis reagentais.

Nagrinėjamuose modeluoseje taikysime kelis fizikinėje chemijoje naudojamus
dėsnius, kuriuos dabar trumpai apžvelgsime.

1.1 Veikiančių masių dėsnis

Veikiančių masių1 dėsnis teigia, kad cheminės reakcijos

aA+ bB → pP (1.1)

1Arba aktyvių masių.
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greitis yra lygus

v = k Ca′

ACb′

B ;

čia CA, CB – reagentų A ir B koncentracijos (matuojamos moliais tūrio viene-
te, pavyzdžiui, mol

µm3 ), k – reakcijos greičio koeficientas,2 o a′ ir b′ – vadinamieji
stechiometriniai reakcijos koeficientai. Paprastų, vienažingsnių reakcijų atveju
a′ = a ir b′ = b, tačiau sudėtingose reakcijose a′ ir b′ nustatomi eksperimentiškai
(galimi net trupmeniniai arba nuliai), o kol tai nepadaryta, paprastai, pradiniu
priartėjimu imama a′ = b′ = 1 (žr., pvz., [44]). Šios nuostatos ir laikomasi šiame
darbe. Kitokių konstantų a′ ir b′ pasirinkimas neturėtų jokios principinės įta-
kos naudojamiems metodams, išskyrus poros eilučių pakeitimą kompiuterinėse
programose.

Taigi laikome, kad reakcijos greitis aprašomas sąryšiu

v = ±k CACB.

Minuso ženklas imamas ragentams A ir B (vykstant reakcijai, medžiagų kiekiai
mažėja), o pliuso ženklas – reakcijos produktui P .

Kita darbo nuostata yra ta, kad reakcijos prie aukštų temperatūrų vyksta
ne tarp medžiagų A ir B molekulių, o tarp jų sankaupų – kompleksų, t.y. tarp
molekulių kompleksų aA ir bB, o reakcijos produktas – kompleksas pP . Tada
dydžiai CA ir CB (o taip pat CP produktui) interpretuojami būtent kaip komp-
leksų koncentracijos. Pažymėkime cA, cB ir cB pačių medžiagų koncentracijas.
Tada

cA = aCA, cB = bCB, cP = pCP .

Iš čia gauname, kad reakcijos greičiai reagentams ir produktui yra atitinkamai

vA = −1

b
kcAcB, vB = −1

a
kcAcB, vB =

p

ab
kcAcB. (1.2)

2Dar vadinamas reakcijos greičio konstanta.
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Analogiškai trijų medžagų reakcijai

aA+ bB + cC → pP (1.3)

gauname tokius reakcijų greičių sąryšius:

vA = − 1

bc
kcAcB, vB = − 1

ac
kcAcB, vC = − 1

ab
kcAcB, vP =

p

abc
kcAcB. (1.4)

1.2 Antrasis Fick’o dėsnis

Antrasis Fick’o dėsnis aprašo, kaip keičiasi medžiagos koncentracija c = c(x, t)

veikiant difuzijai. Paprasčiausiu atveju, kai difuzija visuose taškuose vienoda,
šis dėsnis aprašomas lygtimi

∂c(x, t)

∂t
=

n∑
j=1

Dj
∂2c(x, t)

∂x2
j

;

čia c = c(x, t) yra medžiagos koncentracija taške x ∈ Rn laiko momentu t, Dj –
difuzijos koeficientas kryptimi xj, n = 1, 2, 3 – modelio dimensija. Jei Dj = D

vienodas visomis kryptimis, tai Fick’o dėsnį galime trumpai užrašyti

∂c

∂t
= D∆c;

čia ∆ =
∑n

j=1
∂2

∂x2
j

– Laplaso operatorius.
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1.3 Difuzijos–reakcijos lygtis

Difuzijos–reakcijos lygtis naudojama, kai norima aprašyti medžiagų koncentra-

cijų kitimą veikiant dviem procesams – cheminėms reakcijoms, kurių metu me-

džiagos sąveikaudamos virsta iš vienų kitomis, ir difuzijai, kurios metu medžiagos

maišosi, „skverbdamosi“ iš didesnės koncentracijos vietų į mažesnės koncentra-

cijos vietas. Bendras jos pavidalas yra

∂c

∂t
= D∆c+R(c);

čia R – funkcija, aprašanti cheminės reakcijos įtaką medžiagų koncentracijoms.

Nagrinėjamu atveju funkciją R gauname iš veikiančių masių dėsnio. Dvie-

jų reagentų sintezės atveju (1.1) pažymėkime c1, c2 ir c3 reagentų A ir B bei

produkto P koncentracijas. Tada, remdamiesi (1.2) sąryšiais, galime užrašyti

difuzijos–reakcijos lygčių sistemą

∂c1
∂t

= D
n∑

j=1

∂2c1
∂x2

j

− 1

b
kc1c2,

∂c2
∂t

= D

n∑
j=1

∂2c2
∂x2

j

− 1

a
kc1c2, (1.5)

∂c3
∂t

= D

n∑
j=1

∂2c3
∂x2

j

+
p

ab
kc1c2.

2 skyriuje ši sistema taikoma ir nagrinėjama YAG sintezės modeliavimui dvi-

mačiu ir trimačiu atvejais (n = 2, 3).

Trijų reagentų sintezės atveju (1.3) pažymėkime c1, c2, c3 ir c4 reagentų A, B

ir C bei produkto P koncentracijas. Remdamiesi (1.4) sąryšiais, dvimačiu atveju
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gauname difuzijos–reakcijos lygčių sistemą

∂c1
∂t

= D

2∑
j=1

∂2c1
∂x2

j

− 1

bc
kc1c2c3

∂c2
∂t

= D
2∑

j=1

∂2c2
∂x2

j

− 1

ac
kc1c2c3,

∂c3
∂t

= D
2∑

j=1

∂2c3
∂x2

j

− 1

ab
kc1c2c3,

∂c4
∂t

= D

2∑
j=1

∂2c4
∂x2

j

+
p

abc
kc1c2c3.

(1.6)

3 skyriuje ši lygčių sistema taikoma ir nagrinėjama CHAp sintezės modeliavimui
dvimačiu atveju.

1.4 Masės tvermės dėsnis

Tarkime, kad V ⊂ Rn (n =1,2,3) yra aprėžta uždara sritis, apribota dalimis glo-
džiu kraštu ∂V , o F : V → Rn – tolydžiai diferencijuojama funkcija („laukas“).
Remiantis Gauso–Ostrogradskio formule (žr., pvz., [26], p. 433, bendru atveju
[30], p. 136–137),∫

V

∇F (x) dx =

∫
V

n∑
i=1

∂Fi(x)

∂xi

dx =

∫
∂V

⟨F (x),n(x)⟩ dS;

dešinėje turime (I tipo) integralą srities V kraštu ∂V ,3 ⟨·, ·⟩ – skaliarinė sandauga
erdvėje Rn, o n(x) – išorinė paviršiaus ∂V normalė taške x ∈ ∂V . Atskiru atveju,
kai F yra funkcijos f : V → R gradientas, t.y., priklausomai nuo n,

F (x) = grad f(x) =

(
∂f(x)

∂x1

,
∂f(x)

∂x2

,
∂f(x)

∂x3

)
,

(
∂f(x)

∂x1

,
∂f(x)

∂x2

)
arba f ′(x)

3Paviršinį integralą atveju n = 3, kreivinį integralą atveju n = 2 ir tiesiog skirtumą F (b)−
F (a) vienamačiu atveju, kai V = [a, b].
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(atitinkamai trimačiu, dvimačiu ir vienamačiu atvejais), turime∫
V

∆f(x) dx =

∫
V

n∑
i=1

∂2f(x)

∂x2
i

dx =

∫
∂V

⟨grad f(x),n(x)⟩ dS

=

∫
∂V

∂f(x)

∂n
dS; (1.7)

čia ∂f(x)
∂n

– funkcijos f kryptinė išvestinė taške x ∈ ∂V išorinės normalės kryptimi.
Dabar tarkime, kad funkcija c = c(x, t), x ∈ V , t ≥ 0, tenkina šilumos

laidumo lygtį

∂c

∂t
= D∆c.

Tada iš (1.7) lygybės turime

∂

∂t

∫
V

c(x, t) dx =

∫
V

∂

∂t
c(x, t) dx = D

∫
V

∆c(x, t) dx = D

∫
∂V

∂c(x, t)

∂n
dS.

Jei, be to, funkcija c srities krašte ∂V papildomai tenkina nulinę Neumanno
kraštinę sąlygą

∂c(x, t)

∂n
= 0,

tai

∂

∂t

∫
V

c(x, t) dx = 0, t ≥ 0,

t.y. ∫
V

c(x, t) dx = const, t ≥ 0.

Tai galima interpretuoti kaip masės tvermės dėsnį:

Jei medžiagos koncentracija (arba tankis) c = c(x, t) srityje V ×
[0,∞) tenkina šilumos laidumo lygtį su nuline Neumanno kraštine
sąlyga, tai medžiagos masė srityje V išlieka pastovi su visais t ≥ 0.
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Šį dėsnį pritaikykime mūsų nagrinėjamoms (1.5) ir (1.6) sistemoms. Pradžioje
nagrinėkime dviejų reagentų atvejį, t.y. (1.5) sistemą. Atkreipkime dėmesį į tai,
kad joje koncentracijos ci matuojamos moliais tūrio vienete. Pažymėkime M1, M2

ir M3 medžiagų A, B ir P molekulinius svorius. Reakcijoje (1.1) dalyvaujančių
medžiagų molekuliniai svoriai tenkina sąryšį

pM3 = aM1 + bM2. (1.8)

Pažymėkime tikrąsias koncentracijas, matuojamas gramais tūrio vienete, c̃1, c̃2
ir c̃3. Tada

c̃1 = M1c1, c̃2 = M2c2, c̃3 = M3c3. (1.9)

Įrašę šias lygybes į (1.5) sistemą, gauname

∂c̃1
∂t

= D

n∑
j=1

∂2c̃1
∂x2

j

− 1

M2b
kc̃1c̃2,

∂c̃2
∂t

= D

n∑
j=1

∂2c̃2
∂x2

j

− 1

M1a
kc̃1c̃2, (1.10)

∂c̃3
∂t

= D

n∑
j=1

∂2c̃3
∂x2

j

+
M3p

M1M2ab
kc̃1c̃2.

Sudėję gautąsias tris lygtis ir atsižvelgę į (1.8) sąryšį, gauname tokią lygtį bendrai
medžiagų koncentracijai c := c̃1 + c̃2 + c̃3:

∂c

∂t
= D

n∑
j=1

∂2c

∂x2
j

+
(
− 1

M2b
− 1

M1a
+

M3p

M1M2ab

)
kc̃1c̃2

= D
n∑

j=1

∂2c

∂x2
j

+
−M1a−M2b+M3p

M1M2ab
· kc̃1c̃2

= D

n∑
j=1

∂2c

∂x2
j

, (1.11)
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t.y. c tenkina šilumos laidumo lygtį. Jei koncentracijos ci = ci(x, t) sintezės
srities (arba jos dalies) V krašte ∂V tenkina nulinę Neumanno kraštinę sąlygą
∂ci
∂n

= 0, tai toje srityje (arba jos dalyje) tą sąlyga tenkina ir bendra medžiagų
koncentracija c = c(x, t). Taigi pastarajai galioja masės tvermės dėsnis.

Trijų reagentų, t.y. (1.6) sistemos atvejui masės tvermės dėsniu įsitikinama
analogiškai. Pažymėję M1, M2, M3 ir M4 medžiagų A, B, C ir P molekulinius
svorius, turime sąryšį

pM4 = aM1 + bM2 + cM3. (1.12)

Pažymėję tikrasias koncentracijas c̃1, c̃2, c̃3 ir c̃4 ir pasinaudoję lygybėmis c̃i =

Mici, i = 1, 2, 3, 4, iš (1.6) sistemos gauname

∂c̃1
∂t

= D
n∑

j=1

∂2c̃1
∂x2

j

− 1

M2M3bc
kc̃1c̃2c̃3,

∂c̃2
∂t

= D

n∑
j=1

∂2c̃2
∂x2

j

− 1

M1M3ac
kc̃1c̃2c̃3, (1.13)

∂c̃3
∂t

= D

n∑
j=1

∂2c̃3
∂x2

j

− 1

M2M3ab
kc̃1c̃2c̃3.

∂c̃4
∂t

= D
n∑

j=1

∂2c̃4
∂x2

j

+
M3p

M1M2M3ab
kc̃1c̃2c̃3.

Sudėję gautąsias keturias lygtis ir atsižvelgę į (1.12) sąryšį, gauname, kad bendra
medžiagų koncentracija c := c̃1 + c̃2 + c̃3 + c̃4 tenkina šilumos laidumo lygtį

∂c

∂t
= D

n∑
j=1

∂2c

∂x2
j

+
−M1a−M2b−M3c+M3p

M1M2M3abc
· kc̃1c̃2c̃3

= D

n∑
j=1

∂2c

∂x2
j

. (1.14)

Jei koncentracijos ci = ci(x, t) sintezės srities (arba jos dalies) V krašte ∂V

tenkina nulinę Neumanno kraštinę sąlygą ∂ci
∂n

= 0, tai toje srityje (arba jos dalyje)
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tą sąlygą tenkina ir bendra medžiagų koncentracija c = c(x, t). Taigi ir trijų
reagentų atveju bendrai koncentracijai galioja masės tvermės dėsnis.

Kaip matysime vėliau, nagrinėjamuose modeliuose ši nulinė Neumanno kraš-
tinė sąlyga visada tenkinama, taigi ir masių tvermės dėsnis visada galioja.

1.5 Arrhenius’o dėsnis

Difuzijos koeficiento D ir reakcijos greičio koeficiento k priklausomybės nuo tem-
peratūros apibūdinamos Arrhenius’o dėsniu

D = D0 exp
(
−ED

RT

)
, k = k0 exp

(
−EA

RT

)
;

čia T – temperatūra Kelvino laipsniais, ED – difuzijos aktivacijos energija, EA –
reakcijos aktyvacijos energija, D0 ir k0 – konstantos, priklausančios nuo reaguo-
jančių medžiagų prigimties (rodančios ribines D ir k reikšmes, kai T → ∞), o
R = 8.314472 – universalioji dujų konstanta.

Pagrindinis darbo tikslas – parametrų ED, EA, D0, k0 apskaičiavimas re-
miantis ribotais eksperimentiškai gautais duomenimis – reakcijos puslaikiais prie
skirtingų temperatūrų ir apytikriais sintezėje dalyvaujančių reagentų dalelių dy-
džiais. Šiam tikslui sukurtas metodas bendrais bruožais remiasi tokia skaičiavimų
schema:

• Pradžioje skirtuminiais skaitiniais metodais spręndžiant (1.5) arba (1.6)
lygčių sistemas, apskaičiuojama pakankami daug D ir k reikšmių, prie
kurių reakcijų puslaikiai lygūs realiuose eksperimentuose stebėtiems zolių–
gelių ir kietafazių sintezės reakcijų puslaikiams prie įvairių temperatūrų.

• Tiriant gautas (D, k) kreives, randamos dvi šių parametrų poros, geriausiai
„derančios“ prie Arrhenius’o dėsnio.

• Randami atitinkami Arrhenius’o dėsnio parametrai ED, EA, D0, k0 ir kartu
– difuzijos ir reakcijos greičių koeficientų priklausomybės nuo temperatūros.
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• Gautais rezultatais galima pasinaudoti kitoms sintezės savybėms tirti. Pa-
vyzdžiui, 2 skyriuje randama temperatūra, prie kurios sintezei naudojamos
energijos sąnaudos yra minimalios.

25



2. Dviejų reagentų modelis

2.1 Sintezės metodai

2.1.1 Zolių–gelių metodas

Zolių–gelių sintezės metu stechiometrinis itrio oksido kiekis buvo tirpinamas
0,2M acto rūgštyje. Po 12–14 h intensyvaus maišymo magnetine maišykle už-
dengtose dengiamuoju stiklu laboratorinėse stiklinėse, esant 55–60 ◦C temperatū-
rai, buvo gauti visiškai skaidrūs itrio oksido tirpalai. Į gautus tirpalus, intensyviai
maišant, buvo pilamas vandeninis aliuminio nitrato tirpalas. Gauti mišiniai buvo
1h maišomi toje pačioje temperatūroje; po to, nenutraukiant maišymo, į juos bu-
vo pridedama 2 ml kompleksodario 1,2-etandiolio, ir dar 1 h maišoma uždengtose
stiklinėse. Gauti skaidrūs, bespalviai tirpalai buvo koncentruojami atvirose stik-
linėse maišant ir esant 60–70 ◦C temperatūrai. Gauti balti Y–Al–O purūs geliai
buvo 10 h džiovinami 100–120 ◦C temperatūroje įprastinėje džiovinimo spintoje ir
kruopščiai sutrinami agato grūstuvėje, po to 1 h kaitinami krosnyje esant 800◦C
temperatūrai. Temperatūros kėlimo greitis buvo skirtingas įvairiuose tempera-
tūriniuose intervaluose: 20–400 ◦C =⇒ 2 ◦C/min, 400–800 ◦C =⇒ 10 ◦C/min. Po
pirmojo kaitinimo produktai buvo smulkinami agato grūstuvėje ir pakartotinai
5 h kaitinami toje pačioje temperatūroje. Kai kuriais atvejais pavyzdžiai buvo
kaitinami aukštesnėse temperatūrose (iki 1600 ◦C).

2.1.2 Kietafazių reakcijų metodas

Stechiometrinis metalų oksidų (Al2O3 ir Y2O3) mišinys atidžiai sutrinamas agato
grūstuvėje ir kaitinamas ore įvairiose temperatūrose – nuo 1000 iki 1600 ◦C.
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2.2 Matematinis modelis
1 skyriuje sintezės reakcijai

3Y2O3 + 5Al2O3 → 2Y3Al5O12, (2.1)

remiantis veikiančių masių ir Fick’o dėsniais, sudaryta tokia difuzijos–reakcijos
lygčių sistema Y2O3, Al2O3 ir Y3Al5O12 koncentracijoms c1, c2 ir c3:

∂c1
∂t

= D

n∑
j=1

∂2c1
∂x2

j

− 1

5
kc1c2, (2.2)

∂c2
∂t

= D

n∑
j=1

∂2c2
∂x2

j

− 1

3
kc1c2, (2.3)

∂c3
∂t

= D
n∑

j=1

∂2c3
∂x2

j

+
2

15
kc1c2, (2.4)

su pradinėmis reagentų koncentracijomis ci(x, 0) = c0i (x), x ∈ V = V ∪ ∂V, i =

1, 2, 3, bei nulinėmis Neumanno kraštinėmis sąlygomis srities V krašte ∂V

∂ci(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x∈∂V

= 0, i = 1, 2, 3, t ≥ 0.

Naudodami gana ribotus duomenis (sintezės puslaikiai prie skirtingų tempe-
ratūrų bei dalelių dydžiai), gautus atliekant laboratorinius eksperimentus Vil-
niaus universiteto Chemijos fakulteto laboratorijoje, analizuosime parametrų D

ir k sąryšius. Reakcijos puslaikiu vadinamas laikas, žymimas t1/2, per kurį pra-
dinis suminis reagentų koncentracijos kiekis sumažeja pusiau, t.y.∫

V

(c1(x, t1/2) + c2(x, t1/2))dx =
1

2

∫
V

(c1(x, 0) + c2(x, 0))dx. (2.5)

VU chemikai pateikė tokias apytikrės puslaikių t1/2 reikšmės prie įvairių tem-
peratūrų T :

Metodas Zolių–gelių r. Kietafazių r.
T (◦C) 1000 1200 1600 1600
t1/2 (h) 5 4 3 5
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Paruošiamojoje sintezės stadijoje, medžiagos yra susmulkinamos ir sumaišo-
mos tam tikrame kubiniame tūryje. Sintezės metu dalelės pasiskirsto atsitiktinai
ir jų tikslus išsidėstymas nėra žinomas. Todėl norėdami supaprastinti modelį,
dvimačiame modelyje laikome, kad reagentų dalelės yra kvadrato formos ir yra
išsidėsčiusios plokštumoje periodiškai, „šachmatine tvarka“. Taip kvadratinėmis
dalelemis užpildytoje plokštumoje išskiriame vieną sritį – kvadratėlį, kaip pa-
rodyta 2.1 paveiksle. Tipiškas reagentų dalelių tūris yra apie 1 µm3 taikant
zolių–gelių metodą ir apie 10 µm3 – taikant kietafazių reakcijų metodą. Todėl
dvimačio modelio atveju laikome, kad dalelių linijiniai matmenys yra atitinkamai
a = 1 µm ir a =

√
10 µm (vienamačiu atveju – a = 1 µm ir a = 10 µm). Tai

motyvuojame natūralia nuostata, kad norint palyginti skirtingų dimensijų mo-
delius, su tomis pačiomis medžiagų koncentracijų reikšmėmis medžiagų kiekiai
visų dimensijų modeliuose turi būti tie patys.

a μm2a μm

2.1 pav.: Sintezės erdvės periodizavimas dviejų dalelių dvimačio modelio atveju.

Be periodiškumo taip išskirtas kvadratėlis dar pasižymi kita, dar svarbesne,
simetrijos savybe: dalelių išdėstymas visoje erdvėje yra simetriškas bet kurios
kvadratėlio kraštinės atžvilgiu. Todėl pradinės reagentų koncentracijos ci(x, 0) =

c0i (x), i = 1, 2, taip pat yra simetriškos šio kvadratėlio kraštinių atžvilgiu. Aišku,
kad tokia pradinių koncentracijų simetrija leidžia laikyti reakcijoje dalyvaujan-
čių reagentų koncentracijas ci(x, t) simetriškomis kvadratėlio kraštinių atžvilgiu
visais laiko momentais t ≥ 0. Todėl pakanka reakcijos dinamiką tirti šiame kvad-
ratėlyje. Jį nuo šiol žymėsime ta pačia raide V , kuria žymėjome visą sintezės
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erdvę. Iš simetrijos savybės išplaukia, kad kvadratėlio kraštinėse koncentracijų
išvestinės normalės kryptimi lygios nuliui, t.y.

∂ci(x, t)

∂n
= 0, x ∈ ∂V, t ≥ 0, i = 1, 2. (2.6)

Taigi matome, kad pakanka (2.2)–(2.4) lygčių sistemą (su n = 2) spręsti šiame
viename kvadratėlyje su nulinėmis Neumanno kraštinėmis sąlygomis (2.6) ir pra-
dinėmis sąlygomis, lygiomis pradinėms reagentų koncentracijoms (žr. 2.2 pav.):
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0
1=3

c0
2
=0

c
0
1=3

c0
2
=0

c
0
1=0

c0
2
=5

c
0
1=0

c0
2
=5

l2O3A

Al2O3Y2O3

Y2O3

2.2 pav.: Sintezės erdvė dvimačio dviejų dalelių modelio atveju: V = [0, a] × [0, a];
a = 1 (µm) zolių–gelių metodui ir a =

√
10 kietafazių metodui.

c01(x) =

{
3 · 10−6, x ∈

(
[0, a

2
]× [a

2
, a]

)
∪
(
[a
2
, a]× [0, a

2
]
)
,

0 priešingu atveju;

c02(x) =

{
5 · 10−6, x ∈

(
[0, a

2
]× [0, a

2
]
)
∪
(
[a
2
, a]× [a

2
, a]

)
,

0 priešingu atveju.

Čia pradinės reikšmės pateiktos mol
µm3 (2.2 paveiksle trumpumo dėlei µmol

µm3 ). Siste-
mą sprendžiame standartiniu skirtuminiu metodu, trumpai aprašytu 4.1 posky-
ryje.
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Trimačiame modelyje analogiškai periodizuojame sintezės erdvę, išdėstyda-
mi kubo formos daleles „šachmatine tvarka“ (žr. 2.3 pav.) ir išskirdami kubą
V = [0, a]× [0, a]× [0, a], pasižymintį simetrijos savybe: visa sintezės erdvė yra
simetriška bet kurios kubiuko sienos atžvilgiu.

a μm

 μma2

2.3 pav.: Sintezės erdvės periodizavimas dviejų dalelių trimačio modelio atveju.

Grafiškai pavaizduoti išskirtą naują sintezės erdvę kartu su pradinėmis kon-
centracijomis, kaip tai dvimačiu atveju padaryta 2.2 paveiksle, yra sunkoka,
tačiau matematiškai tai nesukelia jokių esminių problemų – kube V sprendžia-
me (2.2)–(2.4) sistemą su nulinėmis Neumanno kraštinėmis sąlygomis (2.6) ir
pradinėmis sąlygomis

c01(x) =

{
3 · 10−6, x ∈ Ṽ ,

0, x ∈ V \ Ṽ ;

c02(x) =

{
5 · 10−6, x ∈ V \ Ṽ ,

0, x ∈ Ṽ ;

čia Ṽ pažymėjome kubo V poaibį, sudarytą iš 4-ių juodų kubų (2.3 pav.), kuriame
pradiniu momentu sukoncentruotas pirmasis reagentas:

Ṽ : =
(
[0, a

2
]× [a

2
, a]× [0, a

2
]
)
∪
(
[a
2
, a]× [0, a

2
]× [0, a

2
]
)

∪
(
[0, a

2
]× [0, a

2
]× [a

2
, a]

)
∪
(
[a
2
, a]× [a

2
, a]× [a

2
, a]

)
.

2.3 Tikslas
Prisiminkime Arrhenius’o dėsnį, kuris apibrėžia difuzijos ir reakcijos koeficientų
priklausomybę nuo temperatūros: 30



D = D0 exp

{
−ED

RT

}
, k = k0 exp

{
−EA

RT

}
. (2.7)

Čia ED – difuzijos aktivacijos energija, EA – reakcijos aktyvacijos energija, D0 ir
k0 – konstantos (rodančios ribines D ir k reikšmes, kai T → ∞), o R = 8,314472.

Mūsų pagrindinis tikslas yra parametrų D0, ED, k0, EA radimas. Tam pra-
džioje (2.2)–(2.4) lygčių sistemai sprendžiamas atvirkštinis uždavinys: žinant
sintezės puslaikius t1/2 prie tam tikrų temperatūrų T ir skirtuminiais metodais
sprendžaint sistemą, ieškomos parametrų D ir k poros, su kuriomis sistemos
sprendinio puslaikis yra lygus duotajam puslaikiui, t.y. tekina (2.5) sąlygą. Pa-
sinaudojant gautais duomenimis ir (2.7) dėsniu, galima rasti parametrų ED, EA,
D0, k0 apytiksles reikšmes bei atitinkamas reikšmes D ir k bet kokiai tempera-
tūrai T .
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2.4 Skaičiavimo metodas ir eiga

Difuzijos ir reakcijos greičio koeficientai randami keliais etapais. Pirmiausia,
naudojant kompiuterinio modeliavimo programas, nubraižomos kreivės Li, suda-
rytos iš difuzijos ir reakcijos greičio koeficientų porų (D, k), su kuriomis (2.2)–
(2.3) sistemos sprendiniai prie skirtingų temperatūrų Ti turi puslaikius, gautus iš
laboratorinių eksperimentų. Konrečiau: pasirinktiems reakcijos koeficientui D,
puslaikiui t1/2 ir dalelių dydžiui a, programa vidurinio taško būdu randa atitin-
kamą k, spręsdama lygčių sistemą tol, kol negaunama lygybė (2.5) (pakeičiant
integralus juos aproksimuojančiomis sumomis). Kiekvienai temperatūrai T yra
randamas pakankamas skaičius porų (D, k), kurias sujungus, nubrėžiamos krei-
vės Li.

YAG atveju kreivės L1, L2 ir L3 vaizduoja gautus rezultatus, kai buvo mode-
liuojami zolių–gelių metodu atlikti laboratoriniai bandymai ir imami puslaikiai
t1/2 = 5, 4, ir 3 (atitinkantys temperatūras 1000, 1200 ir 1600 ◦C). Tuo pačiu būdu
rasti kreivės L̃3 taškai (D, k), atitinkantys kietafazių metodo reakcijos duome-
nis (T = 1600 ◦C, t1/2 = 5). Pagrindinis skirtumas modeliuojant zolių–gelių bei
kietafazių reakcijas yra dalelių dydį nusakantis parametras a, kuris kietafazių
metodo atveju yra lygus 3

√
10 (trimačiu atveju),

√
10 (dvimačiu atveju) ir 10

(vienamačiu atveju).
2.4, 2.5 ir 2.6 paveiksluose pavaizduotos sumodeliuotos visas keturios kreivės

(atitinkamai vienamačiu, dvimačiu ir trimačiu atvejais); kreivės L1, L2 ir L3

atspindi zolių–gelių atvejus prie temperatūrų T1, T2 ir T3, o L̃3 – kietafazių
reakcijos atvejį prie temperatūros T3.

Prie tokios pačios temperatūros T3 = 1600 ◦C iškart randame bendrą tašką
(D, k), kuriame kertasi kreivės L̃3 ir L3. Taip gauname pirmą svarbią porą, kurią
pažymime N .

Nežinomųjų (ED, EA, D0, k0) apskaičiavimui reikalinga dar bent viena „tikra“
pora (D, k). Tuo tikslu ieškosime dviejų taškų kreivėse L1 ir L2, labiausiai
suderinamų su Arrhenius’o dėsniu. Pradėkime, pavyzdžiui, nuo kreivės L1 taškų
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2.4 pav.: Skaičiavimo rezultatai vienamačio modelio atveju. Sintezės erdvė V = (0, a);
a = 1 (µm) zolių–gelių ir a = 10 (µm) kietafazių metodo atveju.

Mi = (Di
1000, k

i
1000), i = 1, . . . ,m, gautų kompiuterinio modeliavimo programos

pagalba, kai puslaikis lygus 5 h.
Pasinaudoję Arrhenius’o dėsniu, visoms taškų N = (D1600, k1600) ir Mi =

(Di
1000, k

i
1000) poroms, atitinkančiomis temperatūras T = 1873K ir T = 1273K,

sprendžiame lygčių sistemą nežinomųjų (ED, EA, D0, k0) atžvilgiu:

D1600 = D0 exp

{
− ED

1873R

}
, k1600 = k0 exp

{
− EA

1873R

}
,

D1000 = D0 exp

{
− ED

1273R

}
, k1000 = k0 exp

{
− EA

1273R

}
,
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2.5 pav.: Skaičiavimo rezultatai dvimačio modelio atveju. Sintezės erdvė V = [0, a]×
[0, a]; a = 1 (µm) zolių–gelių ir a =

√
10 (µm) kietafazių metodo atvejais.

Parametrus (ED, EA) randame dalindami atitinkamas lygtis viena iš kitos ir
po to gautąsias lygtis logaritmuodami:

ED = log
D1000

D1600

· 1873 · 1273
−1873 + 1273

·R ≈ 43, 60 · log D1600

D1000

,

EA = log
k1000
k1600

· 1873 · 1273
−1873 + 1273

·R ≈ 43, 60 · log k1600
k1000

.

Juos turėdami, galime rasti (D0, k0) iš išraiškų

D0 = D1000 exp

{
ED

1273R

}
, k0 = k1000 exp

{
EA

1273R

}
.
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2.6 pav.: Skaičiavimo rezultatai trimačio modelio atveju. Sintezės erdvė V = [0, a]×
[0, a]× [0, a]; a = 1 (µm) zolių–gelių ir a = 3

√
10 (µm) kietafazių metodo atvejais.

Pažymėkime atitinkamus sprendinius (Ei
D, E

i
A, D

i
0, k

i
0), i = 1, . . . ,m. Įrašę

šias reikšmes į Arrhenius’o dėsnio formulę (2.7) su parametru T = 1200 ◦C =

1473K, gauname aibę taškų Oi = (Di
1200, k

i
1200), i = 1, . . . ,m.

Lygindami taškus Oi su kreivės L2 taškais, parenkame jai artimiausią ir pažy-
mime jį LO (teoriškai tai kreivės, einančios per taškus Oi, ir kreivės L2 susikirtimo
taškas). Tai ir yra antroji „tikroji“ pora (D, k). Kartu randame ir nežinomus
parametrus ED, EA, D0, k0, geriausiai derančius prie Arrhenius’o dėsnio ir kartu
– prie chemikų pateiktų puslaikių reikšmių. .

2.5 Kompiuterinio modeliavimo rezultatai

Išsamumo dėlei pateikiame tarpinius skaičiavimų rezultatus. 2.1–2.3 lentelėse
pateiktos kompiuterinio modeliavimo programa rastos difuzijos ir reakcijos akty-
vacijos energijos Ei

d, Ei
k ir konstantos Di

0 ir ki
0 (i = 1, . . . ,m). Paryškintos eilutės

žymi reikšmes, labiausiai derančios prie Arrhenius’o dėsnio.
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2.1 lentelė: Vienamačio modeliavimo rezultatai

i
Mi Ei

d Ei
k Di

0 ki
0

Oi

D k D k
1 1.1e-5 154 137e3 82e2 4.7 337 6.4e-5 172
2 1.9e-5 131 119e3 14e3 1.5 483 8.8e-5 156
3 3.5e-5 121 99e3 16e3 0.4 571 1.2e-4 149
4 5.0e-5 118 87e3 17e3 0.2 600 1.5e-4 147
5 6.0e-5 117 81e3 17e3 0.13 609 1.7e-4 146
6 8.0e-5 115 72e3 18e3 0.07 627 2.0e-4 145
7 1.2e-4 114 58e3 18e3 0.03 638 2.5e-4 144
8 2.0e-4 114 41e3 18e3 0.01 648 3.4e-4 144
9 4.1e-4 113 18e3 19e3 2.2e-3 659 5.1e-4 143
10 5.0e-4 113 11e3 19e3 1.4e-3 661 5.8e-4 143

2.2 lentelė: Dvimačio modeliavimo rezultatai

i
Mi Ei

d Ei
k Di

0 ki
0

Oi

D k D k
1 5e-6 139 57e3 11e3 1.1e-3 382 10e-6 159
2 6.5e-6 129 48e3 13e3 6.1e-4 447 12e-6 153
3 7.5e-6 125 43e3 14e3 4.5e-4 475 13e-6 150
4 8.5e-6 123 39e3 15e3 3.4e-4 496 14e-6 148
5 10.5e-6 119 32e3 16e3 2.0e-4 526 15e-6 146
6 14.5e-6 116 22e3 17e3 1.1e-4 557 19.1e-6 144
7 15e-6 115 20e3 17e3 1.0e-4 563 19.5e-6 143
8 16e-6 115 18e3 17e3 8.9e-5 567 20e-6 143
9 18e-6 115 14e3 17e3 7.0e-5 574 22e-6 143
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2.3 lentelė: Trimačio modeliavimo rezultatai

i
Mi Ei

d Ei
k Di

0 ki
0

Oi

D k D k
1 4e-6 146 33e3 12e3 9e-5 450 6e-6 170
2 5e-6 133 26e3 15e3 5.9e-5 544 7e-6 161
3 6e-6 126 20e3 17e3 4e-5 611 7.8e-6 156
4 7e-6 122 15e3 18e3 2.9e-5 653 8.5e-6 153
5 8e-6 119 11e3 19e3 2.2e-5 690 9.2e-6 151

2.6 Skaičiavimų rezultatai
Atlikus praeitame skyriuje minėtus skaičiavimus, gauti tokie rezultatai:

Vienamatis modelis.

1) N = (D1600, k1600) = (7e-04, 199);

2) LO = (5.8e-4, 143);

3) Difuzijos ir reakcijos greičio koeficientų priklausomybė nuo temperatūros
T :

D = 1.4e-3 exp(−1.1e4/(RT )), (2.8)

k = 661 exp(−1.9e4/(RT )) (2.9)

Dvimatis modelis.

1) N = (D1600, k1600) = (28e-6, 192).

2) LO = (15e-6, 146);

3) Difuzijos ir reakcijos greičio koeficientų priklausomybė nuo temperatūros
T :

D = 2e-4 exp(−3.2e4/(RT )), (2.10)

k = 526 exp(−1.6e4/(RT )). (2.11)
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Trimatis modelis.

1) N = (D1600, k1600) = (11e-6, 209).

2) LO = (6e-6, 170);

3) Difuzijos ir reakcijos greičio koeficientų priklausomybė nuo temperatūros
T :

D = 9e-5 exp(−3.3e4/(RT )), (2.12)

k = 450 exp(−1.2e4/(RT )). (2.13)

Arrhenius’o dėsnio lygtys (2.8)–(2.13) leidžia apskaičiuoti difuzijos ir reakcijos
greičio koeficientus prie bet kokių temeperatūrų. Reikšmės prie temperatūrų
T = 1000 ◦C, 1200 ◦C ir 1600 ◦C pateiktos 2.4 lentelėje.

2.4 lentelė: Difuzijos ir reakcijos greičio koeficientų reikšmės
T 1000 ◦C 1200 ◦C 1600 ◦C

Vienmatis modelis
D 5.0e-4 5.8e-4 7.0e-4
k 113 143 199

Dvimatis modelis
D 10.5e-6 15e-6 28e-6
k 119 146 192

Trimatis modelis
D 4e-6 6e-6 11e-6
k 146 170 209

Atitinkami kreivių L1–L3 ir L̃3 taškai (D, k) (2.5 ir 2.6 pav.) yra pažymėti
T1000, T1200, T1600.

2.7 ir 2.8 paveiksluose palygintos visų trijų modelių difuzijos ir reakcijos grei-
čių koeficientų priklausomybės nuo temperatūros, naudojant Arrhenius’o dėsnį.
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D

T

3D  D=9e-5exp(-(33e3)/(R*T))
2D D=2e-004*exp(-(32e3)/(R*T)) 
1D  D=1.4e-3exp(-(11e3)/(R*T))

2.7 pav.: Difuzijos koeficiento priklausomybių nuo temperatūros palyginimas viena-
mačiame, dvimačiame ir trimačiame modeliuose.

 0

 50
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 0  200  400  600  800  1000  1200  1400  1600  1800

k

T

3D  k=450*exp(-(12e3)/(R*T))
2D  k=526*exp(-(16e3)/(R*T))
1D  k=661*exp(-(19e3)/(R*T))

2.8 pav.: Reakcijos greičio koeficiento priklausomybių nuo temperatūros palyginimas
vienamačiame, dvimačiame ir trimačiame modeliuose.

Matome, kad reakcijos greičio koefcientai yra panašūs visų trijų dimensijų
modeliuose, tačiau difuzijos koeficientai panašūs tik dvimačiame ir trimačiame
modeliuose, ryškiai skirdamiesi nuo vienamačio atvejo. Pastarąjį skirtumą galime
paaiškinti tuo, kad vienamačiame modelyje difuzija vyksta tik viename taške, o
kituose dviejuose modeliuose „difuzijos paviršius“ yra žymiai didesnis.
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2.7 YAG pagaminimo energijos sąnaudų opti-
mizacija

Skaičiavimų rezultatai leidžia rasti sintezės temperatūrą, minimizuojančią ener-
gijos sąnaudas. 2.5 lentelės 3 stulpelyje parodytos galios, naudojamos krosnies
įkaitinimui iki reikiamų temperatūrų YAG sintezei.

2.5 lentelė: Energijos sąnaudos YAG sintezėje
Nr. T (◦C) PT (kW) D k t1/2 (h) ET (MJ)
1 1000 648 4e-6 146 5 7.8
2 1100 667 5e-6 157 4.47 7.3
3 1200 720 6e-6 170 4 7.2
4 1300 975 7e-6 181 3.63 9.0
5 1400 1260 8e-6 191 3.37 11
6 1500 1512 10e-6 200 3.17 13
7 1600 1800 11e-6 209 3 14.4

Energijos sąnaudos buvo apskaičiuotos aukštos temperatūros krosniai Na-
bertherm LHT. Pasinaudoję kompiuteriniu modeliavimu bei (2.12) ir (2.13)
lygtimis, galime rasti difuzijos ir reakcijos greičio koeficientus (4 ir 5 stulpeliai)
pasirinktoms temperatūroms ir apskaičiuoti atitinkamus puslaikius (6 stulpelis).
Energijos sąnaudų ET (7 stulpelis) prie pasirinktų temperatūrų T skaičiavimuose
atsižvelgėme į enegijos sąnaudas krosnies įkaitinimui nuo kambario temperatūros
iki sintezei reikalingos temperatūros. Tam pusvalandį naudojama penkis kartus
didesnė galia. Skaičiuodami darome prielaidą, kad sintezės laikas yra apytiks-
liai du kartus ilgesnis už puslaikį, nors realiuose eksperimentuose reakcijos laikas
yra ilgesnis.4 Taigi naudosime tokią energijos sąnaudų ET prie temperatūros T

formulę:

ET = PT (2.5 + 2t1/2);

čia PT yra galia, naudojama temperatūros T krosnyje palaikymui.
4Teoriškai netgi begalinis.
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2.9 paveiksle pavaizduotas apskaičiuotų energijos sąnaudų, atsižvelgiant į sin-
tezei reikiamą temperatūrą, grafikas. Matome, kad minimalios energijos sąnau-
dos pasiekiamos prie temperatūros T ≈ 1170 ◦C.

 7

 8

 9

 10

 11

 12

 13

 14

 15

 1000  1100  1200  1300  1400  1500  1600

T

E (MJ)

(˚C)

2.9 pav.: Energijos sąnaudos prie pasirinktų temperatūrų.
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3. Trijų reagentų modelis

3.1 Trumpai apie CHAp sintezę
Ca–P–O geliams sintetinti vandeniniu zolių–gelių metodu, kalcio (Ca) ir fosfo-
ro (P) šaltiniais pasirinkti kalcio acetatas monohidratas ir diamoniovandenilio
tetroksofosfatas. Stechiometriniai pradinių medžiagų kiekiai atskirai ištirpinti
100ml distiliuoto vandens. Gauti skaidrūs bespalviai tirpalai sumaišomi, prieš
tai pašildžius iki 65 ◦C. Mišinys įgauna balkšvą spalvą. Zolių–gelių sintezės pro-
cese naudota kompleksuojanti reagentas vyno rūgštis. 2,251 g vyno rūgšties ištir-
pinta 100ml distiliuoto vandens. Po vienos valandos intensyvaus maišymo toje
pačioje temperatūroje uždengtose stiklinėse į pradinių medžiagų tirpalus supiltas
vyno rūgšties tirpalas. Abiems mišiniams tapus skaidresniais, jie toliau 15 h buvo
maišomi magnetine maišykle uždengtose laboratorinėse stiklinėse 65 ◦C tempe-
ratūroje. Po to tirpalai buvo koncentruojami atvirose stiklinėse, esant tai pačiai
65 ◦C temperatūrai. Maišymasbuvo baigtas tirpalams virtus baltu klampiu geliu.
Gauti Ca–P–O geliai 24 h džiovinti krosnyje (100 ◦C). Kserogeliai sumalti aga-
to grūstuvėje ir 5 h kaitinti aplinkos ore 1000 ◦C temperatūroje (temperatūros
kėlimo greitis 10 ◦C/min).

3.2 Matematinis modelis
1 skyriuje, remiantis veikiančių masių ir Fick’o dėsniais, sudaryat difuzijos–
reakcijos lygčių sistema Ca2+, PO3−

4 , OH− ir Ca10(PO4)6(OH)2 koncentracijoms
c1, c2, c3 ir c4 cheminėje reakcijoje

10Ca2+ + 6PO4
3− + 2OH− → Ca10(PO4)6(OH)2. (3.1)
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Priminsime ją:

∂c1
∂t

= D
2∑

j=1

∂2c1
∂x2

j

− 1

12
kc1c2c3, (3.2)

∂c2
∂t

= D

2∑
j=1

∂2c2
∂x2

j

− 1

20
kc1c2c3, (3.3)

∂c3
∂t

= D
2∑

j=1

∂2c3
∂x2

j

− 1

60
kc1c2c3, (3.4)

∂c4
∂t

= D
2∑

j=1

∂2c4
∂x2

j

+
1

120
kc1c2c3, (3.5)

su pradinėmis reagentų koncentracijomis

ci(x, 0) = c0i (x), x ∈ V = V ∪ ∂V, i = 1, 2, 3, 4,

bei kraštinėmis sąlygomis srities V krašte ∂V

∂ci(x, t)

∂n

∣∣∣∣
x∈∂V

= 0, i = 1, 2, 3, 4, t ≥ 0.

Trijų reagentų atveju apsiribojame dvimačiu atveju dėl šių priežasčių:

• Atsižvelgiant į dviejų reagentų atvejo rezultatus, galima tikėtis, kad tri-
mačio modelio rezultatai būtų panašūs į dvimačio modelio rezultatus, o
skaičiavimų trukmė būtų žymiai didesnė.

• Trimačiu atveju labai sudėtinga sukonstruoti sritį su simetriškumo savybe,
o netgi sukonstravus – būtų sudėtinga joje skaitiškai spręsti uždavinį.

Kaip ir YAG sintezės atveju, pagrindinis tikslas panašus – naudojant duome-
nis (sintezės laikai prie skirtingų temperatūrų, dalelių dydžiai), gautus atliekant
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laboratorinius eksperimentus Vilniaus universiteto Chemijos fakultete, ištirti są-
ryšius tarp D ir k. Skaičiavimuose, kaip ir dviejų reagentų atveju, pagrindiniai
pradiniai duomenys yra sintezės puslaikiai prie skirtingų temperatūrų.

Priminsime, kad puslaikis t1/2 – tai laikas, per kurį pradinis suminis trijų
reagentų koncentracijos kiekis sumažeja pusiau, t.y. tenkina lygtį∫

V

(c1(x, t1/2) + c2(x, t1/2) + c3(x, t1/2) dx

=
1

2

∫
V

(c1(x, 0) + c2(x, 0) + c3(x, 0)) dx. (3.6)

Kadangi eksperimentiškai nustatyti puslaikius yra sunku, chemikai pateikė
„pilnus“ sintezės laikus prie keturių skirtingų temperatūrų, kai sintezės reakcijos
yra praktiškai pasibaigusios. Tačiau teoriškai pilnas sintezės laikas yra begali-
nis, todėl reikia susitarti, ką reiškia „pilnas“ sintezės laikas. Darbe laikomasi
nuostatos, kad sintezės reakcija yra praktiškai pasibaigusi, kai neasureagavusių
reagentų yra likę apie 0,1% ≈ 2−10. Kompiuteriniais eksperimentais nustatėme,
kad suminis reagentų kiekis reakcijoje gęsta maždaug eksponentiškai – sumi-
nio kiekio logaritmas kaip laiko funkcija yra gana artimas tiesei (išskyrus gana
trumpą laiką reakcijos pradžioje). Todėl laikome, kad praktiškai puslaikis lygus
dešimtadaliui „pilno“ chemikų pateikto reakcijos laiko. Apytikrės puslaikių t1/2

reikšmės prie skirtingų temperatūrų T pateiktos šioje lentelėje:

t1/2 (h) 1,6 1,0 0,8 0,6
T (◦C) 900 100 1100 1200

Kaip ir dviejų reagentų atveju, norėdami gauti skaičiavimams tinkamą mo-
delį, turime visų pirma išdėstyti reagentų daleles periodiškai. Jei dviejų reagentų
atveju „sudėliodami“ kvadratines dviejų rūšių (vaizduojamas juoda ir balta spal-
va) daleles „šachmatine“ tvarka iškart gavome simetriškumo savybę, tai perio-
diškas trijų spalvų dalelių išdėstymas taip, kad tam tikroje mažoje srityje būtų
tenkinama simetriškumo savybė, pasirodė žymiai sudėtingesnis uždavinys. Deja,
tai padaryti nepavykosu kvadratinėmis ar stačiakampėmis dalelėmis bei sritimis.
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3.10 pav.: Sintezės erdvės periodizavimas dvimačio trijų dalelių modelio atveju.

Gali būti, kad tai net neįmanoma. Todėl teko ieškoti kitų formų dalelių ir sri-
čių. Galiausiai tai pavyko su rombo formos dalelėmis ir simetriškumo savybe
pasižyminčia trikampe sritimi, kaip pavaizduota 3.10 paveiksle.

3.11 paveiksle matome išskirtą trijų rombinių dalelių kompleksą su trikampe
sintezės erdve. Rombinės dalelės apribotos punktyrinėmis linijomis, o trikampė
sintezės sritis – ištisinėmis.
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3.11 pav.: Dvimatis trijų reagentų modelis: rombinės dalelės ir trikampė sintezės
erdvė.

Dalelių dydis, anot chemikų, yra apie 600 nm = 0,6µm. Imant ilgesniąją rom-
bo įstrižainę lygią 1µm, trumpoji įstrižainė yra

√
3/3 ≈ 0,6µm. Taigi sintezės
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trikampio kraštinę galima laikyti apytikriai lygia 1µm.
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n

Ca
2+

OH
−

PO
3−

4

c
0

1
= 10c

0

3
= 2

c
0

2
= 6

3.12 pav.: Sintezės erdvė trijų dalelių modelio atveju.

Taigi galutinai suvedėme nūsų modelį į (3.2)–(3.5) lygčių systemą trikampėje
sintezės erdvėje V , pavaizduotoje 3.12 paveiksle, su pradinėmis sąlygomis c0i (x),
i = 1, 2, 3, bei Neumanno kraštines sąlygomis ∂ci

∂n

∣∣
∂V

= 0. Šiai lygčių sistemai
spręsti sukonstruotas skirtuminis metodas, aprašytas 4.2 poskyryje.

3.3 Tikslai
Skaičiavimuose ir toliau remsimės Arrhenius’o dėsniu, apibrėžiančiu difuzijos ir
reakcijos koeficientų priklausomybę nuo temperatūros:

D = D0 exp

{
−ED

RT

}
, k = k0 exp

{
−EA

RT

}
; (3.7)

čia ED – difuzijos aktivacijos energija, EA – reakcijos aktivacijos energija, D0 ir
k0 – konstantos, o R = 8.314472.

Vienas iš pagrindinių tikslų yra koeficientų porų (D, k) prie skirtingų tempe-
ratūrų radimas. (3.2)–(3.4) lygčių sistemai sprendžiamas atvirkštinis uždavinys.
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Pirmiausiai turimiems prie tam tikrų temperatūrų T puslaikiams t1/2 ieškomi
parametrai D ir k, tenkinanstys puslaikio sąlygas (2.5). Pasinaudojant gautais
duomenimis ir (2.7) dėsniu, galima rasti parametrų ED, EA, D0, k0 apytiksles
reikšmes bei atitinkamas koeficientų reikšmes D ir k prie bet kokių temperatū-
rų T .

3.4 Skaičiavimo metodas ir eiga

Skirtingai nei YAG sintezėje, šįkart žinomos yra puslaikių reikšmės sintezės reak-
cijose, vykdomose tik zolių–gelių metodu. Todėl negalima pasinaudoti galimybe
gauti vieną tikrą koeficientų porą kaip dviejų (D, k) kreivių prie tos pačios tempe-
ratūros susikirtimo tašką. Kita vertus, iš viso turimos keturios puslaikų reikšmės
prie keturių skirtingų temperatūrų. Todėl tikslinga modifikuoti parametrų ED,
EA, D0, k0 radimo metodą.

Pirmiausiai, kaip ir anksčiau, skirtingoms temperatūroms T1 = 1200 ◦C,
T2 = 1100 ◦C, T3 = 1000 ◦C ir T4 = 900 ◦ nubrėžiamos atitinkamos kreivės L1,
L2, L3 ir L4 per difuzijos ir reakcijos greičio koeficientų taškus (D, k), su kuriais
puslaikiai atitinka laboratorinius eksperimentus naudojant zolių–gelių metodą
(t.y., atitinkamai t1/2 = 0, 6; 0, 8; 1; 1, 6). Tam naudojama kompiuterinio mo-
deliavimo programa, kuri bet kokioms fiksuotoms reikšmėms (D, k), puslaikiui
t1/2 ir dalelių dydžiui a skaitiniais metodais sprendžia (3.2)–(3.4) lygčių sistemą,
kol netenkinama sąlyga (2.5), ir kievienai fiksuotai D reikšmei vidurinio taško
metodu randa k reikšmę, su kuria puslaikis lygus duotajam. Kiekvienai tem-
peratūrai Ti, i = 1, 2, 3, 4, programa rado pakankamai didelę aibę taškų (D, k),
kuriuos sujungus, gautos kreivės L1, L2, L3 ir L4, pavaizduotos 3.13 paveiksle.

Dabar pereikime prie parametrų (ED, EA, D0, k0) radimo. Kiekvienai porai
(D1, k1) ∈ L1 ir kiekvienai porai (D2, k2) ∈ L4, pasinaudoję Arrhenius’o dėsniu
temperatūroms T1 = 1473K ir T4 = 1173K, sudarome ir išsprendžiame lygčių
sistemas (ED, EA, D0, k0) atžvilgiu:
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 5e+009

 1e+010

 1.5e+010

 2e+010

 2.5e+010

 3e+010

 3.5e+010

 0  1e-005  2e-005  3e-005  4e-005  5e-005  6e-005  7e-005  8e-005

L
1

L2

L4

L3

k

D

3.13 pav.: Skaičiavimo rezultatai trijų dalelių modelio sintezės atveju trikampėje erd-
vėje V su kraštinėmis a = 1 (µm) (3.12 pav.).

D1 = D0 exp

{
− ED

R · T1

}
,

D2 = D0 exp

{
− ED

R · T4

}
,

k1 = k0 exp

{
− EA

R · T1

}
,

k2 = k0 exp

{
− EA

R · T4

}
.

Parametrus (ED, EA) apskaičiuojame iš išraiškų:

ED = log
D2

D1

· T1 · T2

−T1 + T2

·R, EA = log
k2
k1

· T1 · T2

−T1 + T2

·R.
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Juos turėdami, apskaičiuojame (D0, k0) iš išraiškų:

D0 =
D2

exp
{
− ED

R·T2

} , k0 =
k2

exp
{
− EA

R·T2

} .

Tokiu būdu gauname visus galimus parametrų (Ei
D, E

i
A, D

i
0, k

i
0), i = 1, 2, . . .,

rinkinius. Kartodami tuos pačius žingsnius kreivėms L2 ir L3, gauname dar vieną
galimų parametrų derinių komplektą (Ej

D, E
j
A, D

j
0, k

j
0), j = 1, 2, . . ..

Toliau, pasinaudojant svertiniu mažiausių kvadratų metodu, ieškoma mažiau-
sia sumos

w1(E
i
D − Ej

D)
2 + w2(E

i
k − Ej

k)
2 + w3(D

i
0 −Dj

0)
2 + w4(k

i
0 − kj

0)
2 (3.8)

reikšmė, parenkant svorius wi, i = 1, 2, 3, 4, taip, kad sumuojami dėmenys būtų
panašios eilės. Parametrų rinkinius, kurie minimizuoja sumą (3.8), pažymėkime
(Ei0

D , E
i0
A , D

i0
0 , k

i0
0 ) ir (Ej0

D , Ej0
A , Dj0

0 , k
j0
0 ). Juos abu galima laikyti apytikrėmis tik-

rųjų parametrų (ED, EA, D0, k0) reikšmėmis, tik pirmasis rinkinys „atstovauja“
kreivių porai L1 ir L4, o antrasis – kreivių porai L2 ir L3 (idealiu atveju jie tiesog
sutaptų). Norėdami suvienodinti kreivių „indėlį“, laikomės „aukso vidurkio“ ir
pasirenkame

ED = (Ei0
D + Ej0

D )/2,

EA = (Ei0
A + Ej0

A )/2,

D0 = (Di0
0 +Dj0

0 )/2,

k0 = (ki0
0 + kj0

0 )/2.

Dabar naudojant šias parametrų reikšmes jau galima rasti koeficientus D ir k

prie bet kokios temperatūros T . 3.13 paveiksle jų reikšmės temperatūroms Ti,
i = 1, 2, 3, 4, pažymėtos “�”. Matome, kad jos gana gerai atitinka visas kreives Li.
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3.5 Skaičiavimo rezultatai

Dvimačiame trijų reagentų modelyje randame difuzijos ir reakcijos greičių koefi-
cientų priklausomybę nuo temperatūros T :

D = 1.6e-2 exp(−7.7e4/(RT )), (3.9)

k = 2.7e10 exp(−8.6e3/(RT )). (3.10)

Rastos Arrhenius’o dėsnio lygtys (3.9)–(3.10) leidžia apskaičiuoti difuzijos
ir reakcijos greičio koeficientus prie bet kokių temperatūrų. Jų reišmės prie
temperatūrų T = 900 ◦C, 1000 ◦C, 1100 ◦C ir 1200 ◦C pateiktos 3.6 lentelėje.

3.6 lentelė: Difuzijos ir reakcijos greičio koeficientai
T 900 ◦C 1000 ◦C 1100 ◦C 1200 ◦C
D 6.8e-6 1.3e-5 2.1e-5 3.4e-5
k 1.1e10 1.2e10 1.3e10 1.4e10

50



4. Skaitiniai metodai ir
algoritmai

4.1 Dviejų reagentų (YAG) atvejis

(2.2)–(2.4) lygčių sistemos, aprašančios YAG sintezės dinamiką, sprendimui
naudojome gana standartinį skirtuminį metodą, kadangi sintezės sritis santyki-
nai paprasta – intervalas, kvadratas arba kubas (žr., pavyzdžiui, [16], [47] ar-
ba [4]). Šį metodą pilnumo dėlei čia trumpai aprašysime. Apsiribosime trimačiu
– kubo – atveju. Pakeitimai vienamačiam ir dvimačiam atvejams akivaizdūs.
Suformuokime tinklus:

ωh = {xjkl = (xj, yk, zl) : xi = jh, yk = kh, zl = lh, j, k, l = 0,. . . , N},

h =
1

N
;

ωτ = {tn : tn = nτ, n = 0, . . . ,M}, τ =
T

M
;

ωτ,h = ωτ × ωh.

Žymėsime

u = un
jkl = u(xjkl, t

n),

û = un+1
jkl = u(xjkl, t

n+1), ut =
û− u

τ
,

∆1ujkl =
uj+1,kl − 2ujkl + uj−1,kl

h2
,

∆2ujkl =
uj,k+1,l − 2ujkl + uj,k−1,l

h2
,
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∆3ujkl =
ujk,l+1 − 2ujkl + ujk,l−1

h2
,

∆ujkl = ∆1ujkl +∆2ujkl +∆3ujkl.

Tarkime, kad ui = un
i,jkl = ui(xjkl, t

n), i = 1, 2, yra gardelėje ωτ,h apibrėžtos
funkcijos, aproksimuojančios koncentracijos funkcijas ci = ci(x, t), tenkinančias
(2.2)–(2.3) lygčių sistemą. Joms konstruojame baigtinių skirtumų schemą

u1,t = D∆u1 −
1

5
ku1u2,

u2,t = D∆u2 −
1

5
ku1u2,

su pradinėmis sąlygomis

ui(xjkl, 0) = c0i (xjkl), i = 1, 2, j, k, l = 1, 2, . . . , N,

ir kraštinėmis sąlygomis

un
i (x0kl) = un

i (x1kl), un
i (xNkl) = un

i (xN−1,kl), k, l = 1, 2, . . . , N,

un
i (xj0l) = un

i (xj1l), un
i (xjNl) = un

i (xj,N−1,l), j, l = 1, 2, . . . , N,

un
i (xjk0) = un

i (xjk1), un
i (xjkN) = un

i (xjk,N−1), j, k = 1, 2, . . . , N,

n = 0, . . . ,M.

Pažymėkime k̃1 = −1
5
k, k̃2 = −1

3
k. Tada funkcijų un+1

i reikšmes visuose
gardelės taškuose randame rekurentiškai iš išraiškų

un+1
i = τ (D∆un

i + k̃i u
n
1 u

n
2 ) + un

i , i = 1, 2, n = 1, 2, . . . ,M − 1.

Nors nagrinėjamos lygčių sistemos sprendimas nėra pagrindinis uždavinys,
veikiau – pagrindinio uždavinio sprendimo „įrankis“, pateiksime keletą šiuo skai-
tiniu metodu gautų grafikų, įtikinamai iliustruojančių nagrinėjamą reakciją. Na-
tūralu, kad tai galime padaryti tik dvimačiu atveju. Skaičiavimai atlikti su
T = 1600 ◦C (h1/2 = 3 h) ir difuzijos bei reakcijos greičio koeficientų reikš-
mėmis D =4e-05 ir k = 188, gautomis 2 skyriuje. Gardelės ir laiko žingsniai
h =0,05 (µm) ir t =0,001 (s).
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4.14 pav.: Pradinės YAG sintezės koncentracijos: (a) c1 (Y2O3); (b) c2 (Al2O3).
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4.14 paveiksle pateikti pradinių koncentracijų grafikai.
4.15 paveiksle vaizduojamos reagentų ir produkto koncentracijos tarpiniu lai-

ko momentu, lygiu pusei puslaikio. Kadangi vaizdumo dėlei naudojame labai
smulkų mastelį, realiai grafikai yra žymiai plokštesni – didžiausios ir mažiausios
reikšmės skiriasi tik trečiu reikšminiu skaitmeniu.

4.16 paveiksle vaizduojamos reagentų ir produkto koncentracijos puslaikio
momentu, kuriame masteliai dar labiau pasmulkinti. Todėl, pavyzdžiui, pro-
dukto koncentracija c3, nors ir plokščia, grafike atrodo monotoniškai didėjanti.
Tačiau praktiškai ji yra visiškai horizontali, nes skirtumas tarp didžiausios ir ma-
žiausios reikšmės – 7-ame reikšminiame skaitmenyje! Beje, kaip ir turėtų būti,
jos labai artimos teorinei produkto koncentracijos puslaikio momentu vidutinei
reikšmei 0,5 · 10−6.
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4.15 pav.: Tarpinės koncentracijos YAG sintezėje laiko momentu t = 0,5 t1/2:
(a) c1 (Y2O3); (b) c2 (Al2O3); (c) c3 (Y3Al5O12).
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4.16 pav.: Koncentracijos YAG sintezėje puslaikio momentu t = t1/2: (a) c1 (Y2O3);
(b) c2 (Al2O3); (c) c3 (Y3Al5O12).
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4.2 Trijų reagentų (CHAp) atvejis

Šiame poskyryje aprašomas skirtuminis skaitinis metodas, sukonstruotas trijų
reagentų sintezės dinamiką aprašančios (3.2)–(3.5) lygčių sistemos spręndimui
taisyklingame vienetiniame trikampyje su duotomis pradinėmis sąlygomis ir nu-
linėmis Neumanno kraštinėmis sąlygomis. 3 skyriuje jis buvo naudotas CHAp
sintezės atveju. Trikampį patalpinkime 1×

√
3
2

(trikampio kraštinė × trikampio
aukštinė) stačiakampyje. Stačiakampio pagrindą (ir kartu trikampio pagrindą)
padalinkime į lyginį skaičių n − 1 lygių dalių, kurių kiekvienos ilgis lygus 1

n−1 ,
o šoninę stačiakampio kraštinę – į pusantro karto daugiau (t.y. m− 1 = 3(n−1)

2
)

lygių dalių, kurių kiekvienos ilgis lygus 1√
3(n−1) . Taip gauname stačiakampę gar-

delę

ωh = {(xj, yk) : xj =
j − 1

n− 1
, yk =

k − 1√
3(n− 1)

,

j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m}.

m

m-1

m-2

m-3

...

n

...

3

2

1  2               3             4             ...        (n+1)/2=n    ...            n-3         n-2          n-1           n

½

½

4.17 pav.: Trijų dalelių sintezės gardelė

57



Gardelė pavaizduota 4.17 paveiksle, kuriame paprastumo dėlei x ir y ašyse

vietoje taškų xi ir yj pažymėti jų indeksai i ir j. Išrinkę „šachmatine tvarka“

kas antrą šios gardelės tašką, patenkantį į trikampį, gauname trikampę gardelę,

kurios kiekvienas taškas yra nutolęs vienodu atstumu nuo šešių artimiausių gar-

delės taškų. Patogu visus atstumus išreikšti būtent šiuo atstumu h = 2√
3(n−1) .

Tada stačiakampė gardelė aprašoma taip:

ωh = {(xi, yj) : xi = (i− 1)

√
3

2
h, yj = (j − 1)

h

2
,

i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m}.

Apibrėžkime pagalbinę funkciją K(i), i = 1, . . . , n, aprašančią trikampio gar-

delės taškus trikampio šoninėse kraštinėse:

K(i) =

{
m− 3(i− n 1

2
), i > n 1

2
,

m− 3(n 1
2
− i), i ≤ n 1

2
.

Tada trikampė gardelė (pažymėkime ją ω′h) gali būti aprašoma taip:

ω′h = {(xi, yj) : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ K(i), j − i mod 2 = 0}

o jos kraštas –

∂ω′h = {(xi, 1) : i = 1, 3, . . . , n} ∪ {(xi, yK(i)) : i = 2, 4, . . . , n− 1}.

Nagrinėkime bet kurį gardelės trikampį su centru M0 ir kampiniais taškais M1,

M2 ir M3 (žr. 4.18 pav.). Taikydami Teiloro formulę pakankamai glodžiai5 dviejų

kintamųjų funkcijai f(x, y) taško M0 = (x0, y0) aplinkoje, kai h → 0, turime

5Tris kartus tolydžiai diferencijuojamai.
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M1(x0, y0 + h)

M3(x0 +
h
√

3

2
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h

2
)M2(x0 −

h
√

3

2
, y0 −

h

2
)

•

• •

•

4.18 pav.: Laplaso operatoriaus aproksimacija trikampyje.

f(M0) = f(x0, y0),

f(M1) = f(x0, y0 + h)

= f(x0, y0) +
∂f

∂y
(x0, y0)h+

1

2

∂2f

∂y2
(x0, y0)h

2 +O(h3),

f(M2) = f(x0 −
√
3

2
h, y0 −

h

2
)

= f(x0, y0)−
√
3

2

∂f

∂x
(x0, y0)h− 1

2

∂f

∂y
(x0, y0)h

+
1

2

[
3

4

∂2f

∂x2
(x0, y0) + 2 ·

√
3

4

∂2f

∂x∂y
(x0, y0)

+
1

4

∂2f

∂y2
(x0, y0)

]
h2 +O(h3),

f(M3) = f(x0 +

√
3

2
h, y0 −

h

2
)

= f(x0, y0) +

√
3

2

∂f

∂x
(x0, y0)h− 1

2

∂f

∂y
(x0, y0)h

+
1

2

[
3

4

∂2f

∂x2
(x0, y0)− 2 ·

√
3

4

∂2f

∂x∂y
(x0, y0)

+
1

4

∂2f

∂y2
(x0, y0)

]
h2 +O(h3).
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Sudėję tris paskutines lygybes, gauname

f(M1) + f(M2) + f(M3)

= 3f(M0) +
3

4

[∂2f

∂x2
(x0, y0) +

∂2f

∂y2
(x0, y0)

]
h2 +O(h3)

= 3f(M0) +
3

4
△f(x0, y0)h

2 +O(h2).

Iš čia gauname

∆f(x0, y0) =
f(M1) + f(M2) + f(M3)− 3f(M0)

3
4
h2

+O(h), h → 0.

Todėl baigtinių skirtumų schemą nagrinėjamai lygčių sistemai konstruojame ∆f

reikšmes keisdami skirtuminiu reiškiniu, gautu atmetus pastarajame sąryšyje
liekamąjį narį O(h), t.y. imdami

∆f(M0) ≈
f(M1) + f(M2) + f(M3)− 3f(M0)

3
4
h2

. (4.1)

Jei taškas M0 yra trikampės gardelės ω′h krašte, tai vietoje trikampio viršū-
nių M ′

1, M ′
2 arba M ′

3, esančių trikampės gardelės išorėje, imame taškus M1, M2,
arba M3, simetriškus toms viršūnėms gardelės krašto atžvilgiu (žr. 4.19 pav.).
Taip trikampės gardelės krašte automatiškai garantuojamas nulinės Neumanno
sąlygos analogas skirtuminei schemai, nes koncentracijų reikšmės sintezės erdvės
simetriškumo savybės dėka tuose taškuose sutampa: ci(M

′
j, t) = ci(Mj, t). Visi

galimi trikampio viršūnių padėties atvejai (reikalingi skirtuminės schemos rea-
lizavimui skaičiavimuose) surašyti 4.7 lentelėje, kurioje trumpumo dėlei vietoje
(xi, yj) rašome tik indeksus (i, j).

Dabar, naudodamiesi (4.1) lygybe ir 4.7 lentele, sudarykime skirtuminę sche-
mą (3.2)–(3.4) lygčių sistemai spręsti. Kiekvienam gardelės taškui xij = (xi, yj) ∈
ωh, pažymėsime x1

ij, x2
ij, x3

ij atitinkamai taškus M1, M2, M3, gautus iš 4.7 lentelės
imant M0 = xij.
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M0

M1

M3

M0

4.19 pav.: Iliustracija Laplaso operatoriaus aproksimacijai trikampyje, kai M0 yra
gardelės krašte.

4.7 lentelė: Taškai M1, M2, M3 priklausomai nuo taško M0 padėties.
M0 = (i, j) M1 M2 M3

M0 ∈ ω′h \ ∂ω′h (i, j + 2) (i− 1, j − 1) (i+ 1, j − 1)
M0 ∈ ∂ω′h, j = 1 (i, 3) (i− 1, 2) (i+ 1, 2)
M0 ∈ ∂ω′h, 1 < i < n1/2 (i+ 1, j + 1) (i, j − 2) (i+ 1, j − 1)
M0 ∈ ∂ω′h, n1/2 < i < n (i− 1, j + 1) (i− 1, j − 1) (i, j − 2)
(1, 1) (2, 2) (2, 2) (2, 2)
(n, 1) (n− 1, 2) (n− 1, 2) (n− 1, 2)
(n1/2,m) (n1/2,m− 2) (n1/2,m− 2) (n1/2,m− 2)

Toliau pažymėkime

u = un
ij = u(xij, t

n),

û = un+1
ij = u(xij, t

n+1), ut =
û− u

τ
,

∆u = ∆uij =
u(x1

ij) + u(x2
ij) + u(x3

ij)− 3u(xij)
3
4
h2

. (4.2)

Tarkime, kad um = un
m,ij = um(xij, t

n), i = 1, 2, yra gardelėje ωτ,h apibrėžtos
funkcijos, aproksimuojančios koncentracijos funkcijas cm = cm(x, t), m = 1, 2, 3,
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tenkinančias (3.2)–(3.4) lygčių sistemą. Joms konstruojame baigtinių skirtumų
schemą

u1,t = D∆u1 −
1

12
ku1u2u3,

u2,t = D∆u2 −
1

20
ku1u2u3,

u3,t = D∆u3 −
1

60
ku1u2u3,

su pradinėmis sąlygomis

um(xij, 0) = c0m(xij), xij ∈ ω′h, m = 1, 2, 3;

jų čia detaliai neišrašinėsime, nes jos gana aiškiai parodytos 3.12 paveiksle tose
trikampėse srityse, kuriose jos nelygios nuliui. Tiesa, norėdami skaičiavimuo-
se pereiti prie koncentracijos vienetų mol

µm3 , turime reikšmes, paveiksle nurodytas
µmol
µm3 , padauginti iš 10−6. Kadangi kraštinės sąlygos, atitinkančios nulinę Neu-
manno kraštinę sąlygą, faktiškai jau apibrėžtos (4.2) lygybėje 4.7 lentelės pag-
rindu, tai jokių papildomų kraštinių sąlygų reikalauti nereikia.

Pažymėkime k̃1 = − 1
12
k, k̃2 = − 1

20
k, k̃3 = − 1

60
k. Tada funkcijų un+1

m reikšmes
visuose gardelės taškuose randame rekurentiškai iš išraiškų

un+1
m = τ · (D∆un

m + k̃m un
1 u

n
2 u

n
3 ) + un

m, m = 1, 2, 3.

Norėdami modeliuoti ir produkto koncentracijos c4 dinamiką (uždavinio spren-
dimui ji nenaudojama), prie šių aproksimacijų galime prijungti ir (3.5) lygties
sprendinio su nuline pradine sąlyga c04(x) = 0 rekurentiškai apibrėžiamą aprok-
simaciją

un+1
4 = τ · (D∆un

4 +
1

120
k un

1 u
n
2 u

n
3 ) + un

4 .

Šią schemą taip pat iliustruosime keliais reagentų ir produkto koncentraci-
jų grafikais. Skaičiavimai atlikti su T = 1000 ◦C (h1/2 = 1h) ir difuzijos bei
reakcijos greičio koeficientų reikšmėmis D =1.25e-05 ir k =1.5e+10, gautomis
3 skyriuje. Gardelės ir laiko žingsniai h = 1

31
(µm) ir t =0,001 (s).
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4.20 paveiksle vaizduojamos pradinės reagentų koncentracijos c0i , i = 1, 2, 3.
4.21 ir 4.22 paveiksluose vazduojamos reagentų koncentracijos atitinkamai

laiko momentu, lygiu puslaikio pusei, ir puslaikio momentu. Vizualiai grafikai
labai panašūs, tik puslaikio momentu grafikai plokštesni ir „žemesni“, kaip ir
turėtų būti dėl reagentų difuzijos ir reakcijos.

4.23 paveiksle vaizduojamos produkto koncentracijos momentais laiko mo-
mentais t = 0,5 t1/2, t1/2 ir 4 t1/2. Pastaruoju laiko momentu produkto koncent-
racijos grafikas jau visai plokščias (4.23(c) pav.) Ar reakcija dar tebevyksta?
4.24 paveiksle, kuriame tas pats grafikas pavaizduotas smulkiu masteliu, matyti,
kad koncentracijos reikšmių grafikas dar nėra visai plokščias, ir tos reikšmės apy-
tikriai lygios apie 2,8 · 10−7 – nors ir nedaug, bet šiek tiek trūksta iki galutinio
teorinio kiekio 1

3
· 10−6.
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1 0
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(c)

4.20 pav.: Pradinės reagentų koncentracijos CHAp sintezėje: (a) c1 (Ca2+);
(b) c2 (PO4

3−); (c) c3 (OH−).
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(a)

(b)

(c)

4.21 pav.: Reagentų koncentracijos CHAp sintezėje momentu t = 0,5 t1/2:
(a) c1 (Ca2+); (b) c2 (PO4

3−); (c) c3 (OH−).
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(a)

(b)

(c)

4.22 pav.: Reagentų koncentracijos CHAp sintezėje puslaikio momentu t = t1/2 :
(a) c1 (Ca2+); (b) c2 (PO4

3−); (c) c3 (OH−).
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(a)

(b)

(c)

4.23 pav.: Produkto (CHAp) koncentracija c4 skirtingais laiko momentais:
(a) t = 0.5 t1/2; (b) t = t1/2; (c) t = 4 t1/2.
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4.24 pav.: Produkto (CHAp) koncentracija c4 laiko momentu t = 4 t1/2 smulkiu
masteliu.
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4.3 Lygiagretinimo algoritmas parametrų
(D, k) skaičiavime
Kadangi modelis reikalauja daugybės parametrų, atitinkančių realių cheminių
sintezių duomenis, skaičiavimų, todėl racionalu juos kiek galima daugiau lygia-
gretinti. Daugiausiai laiko modelio skaičiavimuose reikalauja galimų (atitinkan-
čių duotą puslaikį) difuzijos ir reakcijos greičio koeficientų porų (D, k) radimas,
todėl smulkiau pateiksime jų skaičiavimų lygiagretinimo algoritmą. Lygiagreti-
nimo biblioteka MPI leidžia skaičiavimo procesų gijoms bendrauti tarpusavyje,
todėl buvo pasirinkta „šeimininko/tarno“ (angl. master/slave) algoritmo imple-
mentacija. Kiekviena „šeimininko“ proceso gija yra atsakinga už jai parinkto
difuzijos koeficiento D atitinkamo reakcijos greičio koeficiento k radimą. Tuo
tarpu „tarno“ proceso gijos gauna iš savo „šeimininko“ gijos difuzijos koeficientą
D bei intervalą [ka, kb], su kuriais turi apskaičiuoti puslaikį t1/2 arba pranešti,
kad puslaikis trunka žymiai ilgiau nei reikalauja realių sintezių duomenys. Jeigu
„tarno“ tipo gijos pagal jiems pateiktus parametrus atlieka tik skaitinių metodų
skaičiavimus ir apskaičiuoja reakcijos puslaikį, tai „šeimininko“ gijos, atsižvelgda-
mos į paskaičiuotus puslaikius, turi racionaliai siaurinti reakcijos greičio paieškos
intervalą [ka, kb], taip tikslindamos reakcijos greičio koeficiento k reikšmes.

4.3.1 Procesų gijų tipų paskirstymas

Kadangi MPI protokolas reikalauja išankstinių skaičiavimams reikalingų gijų už-
registravimo, o kiekviena gija žino, kiek skaičiavimuose yra naudojama gijų bei
koks yra jos numeris, tai pagal šiuos parametrus kiekviena gija atsirenka, ar ji
yra „šeimininko“ ar „tarno“ tipo gija.

Require: x – gijos numeris, y – vienai (D, k) poros paieškai skirtų gijų skaičius

1: function GijosTipas(x, y)
2: if x mod y == 0 then
3: return ’MASTER’
4: else
5: return ’SLAV E’
6: end if
7: end function
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4.3.2 Reakcijos greičio koeficiento paieškos intervalo siau-
rinimas

Pradžioje apibrėžkime, kada laikoma, kad pasirinktam koeficientui D rastas k

yra teisingas.

Require: t – puslaikis prie pasirinktų (D, k), t1/2 – duotas puslaikis, tϵ – leidžiama laiko paklaida

1: function ArParametrasRastas(t, t1/2, tϵ)
2: if |t− t1/2| ≤ tϵ then
3: return TRUE
4: else
5: return FALSE
6: end if
7: end function

Kiekviena „tarno“ tipo gija, gaudama naują intervalą [ka, kb] iš savo „šeimi-
ninko“ gijos, naudodama funkciją Priskirti−k, apskaičiuoja, kokiam k reikia rasti
puslaikį.

Require: i – gijos numeris, [ka, kb] – intervalas, kuriame ieškomas tinkamas reakcijos greičio koeficientas k,
nodesForTask – vienai (D, k) poros paieškai skirtų gijų skaičius

1: function Priskirti−k(i, ka, kb, nodesForTask))
2: return ka + ((kb − ka)/(nodesForTask − 1)) ∗ (rank/nodesForTask)
3: end function

Žemiau pateikiamuose algoritmuose SeimininkoGija bei TarnoGija funk-
cijos Gauk−k−is−gijos ir Gauk−laika−is−gijos atspindi MPI−Recv tipo proce-
dūras, kurios grąžina iš i gijos jai priskirtą reakcijos greičio koeficientą rck bei ap-
skaičiuotą puslaikį recSeconds, o procedūros Siusk−ka−gijai, Siusk−kb−gijai
ir Siusk−ArParametrasRastas−gijai atspindi MPI−Send tipo procedūras, ku-
rios išsiunčia susiaurintą reakcijos greičių intervalą [ka, kb], kuriame reikėtų ieško-
ti tinkamą reakcijos greičio koeficientą k ir požymį, ar reikia tęsti skaičiavimus.
Tarno tipo gijos tęsia puslaikių skaičiavimus vis siauresniuose intervaluose, kol
negauna iš savo šeimininko gijos pranešimo, kad tinkamas puslaikis yra rastas.

Naudojantis MPI lygiagretinimo protokolo galimybėmis, programa lygiagre-
čiai paleidžia norimą kiekį „šeimininkų“ ir „tarnų“. Rezultate gaunamas tekstinis
failas su aibe (D, k) reikšmių, atitinkančių duotą puslaikį t1/2.
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Require: nodeIndx – šeimininko gijos numeris, t1/2 – reikalaujamas puslaikis, [ka, kb] – intervalas, kuriame
ieškomas tinkamas reakcijos greičio koeficientas k, D - difuzijos koeficientas, kuriam reikia rasti k

1: procedure SeimininkoGija(nodeIndx, t1/2, ka, kb, D)
2: → numtasks – paskutinio „tarno“, priklausančio nodeIndx „šeimininkui‘,‘ gijos indeksas
3: → nodesForTask – skaičius gijų, skirtų vienos (D, k) poros radimui
4: numtasks ← (nodeIndx+ nodesForTask)
5: while (!ArParametrasRastas(t, t1/2, tϵ)) do
6: for i← (nodeIndx+ 1) .. numtasks do
7: rck ← Gauk−k−is−gijos(i)
8: recSeconds ← Gauk−laika−is−gijos(i)
9: if (recSeconds > t1/2 AND (recSeconds− t1/2) < bestT imeLimit) then
10: bestT imeLimit ← recSeconds− t1/2
11: bestT ime ← recSeconds
12: else if (recSeconds < halfT ime AND (t1/2 − recSeconds) < bestT imeLimit) then
13: bestT imeLimit ← t1/2 − recSeconds

14: bestT ime ← recSeconds
15: end if
16: if (recSeconds < t1/2) then
17: if (rck < kb) then
18: kb ← rck
19: end if
20: else
21: if (rck > ka) then
22: ka ← rck
23: end if
24: end if
25: end for
26: for i← (nodeIndx+ 1) .. numtasks do
27: Siusk−ka−gijai(ka, i)
28: Siusk−kb−gijai(kb, i)
29: Siusk−ArParametrasRastas−gijai(ArParametrasRastas(t, t1/2, tϵ), i)

30: end for
31: end while
32: end procedure

Require: nodeIndx – gijos numeris, masterIndex – šeimininko gijos numeris, nodesForTaskk – vienai (D, k)
poros paieškai skirtų gijų skaičius, D – difuzijos koeficientas, kuriam reikia rasti k

1: procedure TarnoGija(nodeIndx, masterIndex, nodesForTask, D)
2: while (!Gauk−ArParametrasRastas−is−gijos(masterIndex)) do
3: ka ← Gauk−ka−is−gijos(masterIndex) → Gauna ka dydį iš šeimininko gijos
4: kb ← Gauk−kb−is−gijos(masterIndex) → Gauna kb dydį iš šeimininko gijos
5: k ← Priskirti−k(nodeIndx, ka, kb, nodesForTask) → Apskaičiuoja k pagal intervalą [ka, kb]
6: t1/2 ← Apskaiciuok−puslaiki(D, k) → Puslaikis apskaičiuojamas sprendžiant difuzijos reak-

cijos lygtis skirtuminiais metodais
7: Siusk−k−gijai(masterIndex, k) → Siunčia k šeimininko gijai
8: Siusk−laika−gijai(masterIndex, t1/2) Siunčia t1/2 šeimininko gijai
9: end while
10: end procedure
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Išvados

Remiantis antruoju Fick’o, aktyvių masių ir Arrhenius’o dėsniais, pateikti ir iša-
nagrinėti dviejų reagentų (dvimatis ir trimatis) ir trijų reagentų (dvimatis) sinte-
zės reakcijų prie aukštų temperatūrų matematiniai modeliai – difuzijos–reakcijos
lygčių sistemos, aprašančios reagentų ir produkto koncentracijų dinamiką laike.
Šių modelių pagrindu pateikti difuzijos ir reakcijos greičio koeficientų skaičiavimo
metodai esant ribotiems realių laboratorinių eksperimentų duomenims (puslikiai
ir apytikrai reagentų dalelių dydžiai). Taikant šiuos metodus konkrečiais itrio
aliuminio granato (YAG) dviejų reagentų ir kalcio hydroksiapatito (CHAp) trijų
reagentų sintezės reakcijų atvejais su chemikų pateiktais duomenimis, gauti šie
pagrindiniai rezultatai bei išvados:

1. Išvestos formulės difuzijos ir reakcijos greičio koeficientų formulės, iš-
reiškiančios jų priklausomybę nuo temperatūros: (2.10)–(2.13) lygtys YAG’ui
ir (3.9)–(3.10) CHAp’ui. Kartu spskaičiuotos aktyvacijos energijos, svarbios kitų
sintezių analizei.

2. YAG sintezės atveju rezultatai reakcijos greičio koeficientui panašūs visų
dimensijų modeliuose. Tačiau difuzijos koeficientui rezultatai panašūs tik dvi-
mačiu ir trimačiu atvejais. Kadangi trimačiu atveju skaičiavimai yra ženkliai
sudėtingesni ir reikalauja žymiai daugiau kompiuterinio laiko, tai panašiais at-
vejais racionalu pasirinkti dvimatį modelį.

3. Naudojant (2.12)–(2.13) lygtis, prie kelių skirtingų temperatūrų apskai-
čiuoti parametrai D bei k YAG sintezėje ir kompiuterinio modeliavimo keliu –
atitinkami sintezės reakcijų puslaikiai. Jų pagrindu apskaičiuoti reakcijai suvar-
tojami energijos kiekiai prie skirtingų temperatūrų ir rasta optimali temperatūra.
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