VILNIAUS UNIVERSITETAS

MAZVYDAS MACKEVICIUS

CHEMINIU SINTEZIU PRIE AUKSTY TEMPERATURU MODELIAVIMAS

Daktaro disertacija
Fiziniai mokslai, informatika (09 P)

Vilnius, 2013



Disertacija rengta 2009-2013 metais Vilniaus universiteto Matematikos ir
informatikos institute

Mokslinis vadovas

prof. habil. dr. Feliksas Ivanauskas
(Vilniaus universitetas, fiziniai mokslai, informatika — 09 P)



Turinys

Ivadas

Darbo aktualumas . . . . . . ... ... oo
Tyrimy objektas . . . . . . ... Lo
Darbo tikslai . . . . . . . ...
Darbo uzdaviniai . . . . . . .. ... .
Tyrimy metodika . . . . . . . . ...
Darbo mokslinis naujumas . . . . . . . . ... ... L
Darbo rezultaty praktiné reikSme . . . . . . ... ... ... ..
Gynimui pateikiama . . . . . ... 0oL o
Darbo rezultaty aprobavimas . . . . . . .. ... ... ... ...
Disertacijos struktura . . . . . . .. ... Lo

. Pagrindiniai désniai ir ir nuostatos

1.1 Veikian¢iy masiy désnis . . . . . . .. ...
1.2 Antrasis Fick’'odésnis . . . . . . . ... ... ... .. ... ...,
1.3 Difuzijos—reakcijos lygtis . . . . . .. ...
1.4 Masés tvermés désnis . . . . . . ...
1.5 Arrhenius’o désnis . . . . .. .. ..

. Dviejy reagenty modelis
2.1 Sintezés metodai . . . . . ...
2.1.1 Zoliy—geliy metodas . . . . . . . .. ... ... ... ...
2.1.2  Kietafaziy reakcijy metodas . . . . . . ... ...
2.2 Matematinis modelis . . . . . ... .. oL
2.3 Tikslas . . . . . .
2.4 Skaic¢iavimo metodas ireiga . . . . .. ... ...
2.5 Kompiuterinio modeliavimo rezultatai . . . . . . . . ... ... ..
2.6 Skaiciavimy rezultatai . . . . ... ... ... L.

15
15
17
18
19
23



4 TURINYS

2.7 YAG pagaminimo energijos sanaudy optimizacija . . . . . . . .. 39

3. Trijy reagenty matematinis modelis 41
3.1 Trumpai apie CHAp sinteze . . . . . . . . . .. ... .. .. ... 41
3.2 Matematinis modelis . . . . .. ... oo 41
3.3 Tikslai . . . . . oo 45
3.4 Skai¢iavimo metodas ireiga . . . . . .. .. ... 46
3.5 Skaic¢iavimo rezultatai . . . . . ... ..o 49

4. Skaitiniai metodai ir algoritmai 50
4.1 Dviejy reagentu (YAG) atvejis . . . . . . . ... L. 50
4.2 Trijy reagenty (CHAp) atvejis . . . . . . . ... .. ... .. ... 56
4.3 Lygiagretinimo algoritmas parametry (D, k) skaic¢iavime . . . . . 68
4.3.1 Procesy giju tipy paskirstymas . . . .. .. ... ... .. 68

4.3.2 Reakcijos greicio koeficiento paieskos intervalo siaurinimas 69
Isvados 71

Literatura 72



Iliustracijy sarasas

2.1
2.2

2.3
24

2.5

2.6

2.7
2.8
2.9
3.10
3.11

3.12
3.13

4.14
4.15

4.16

Sintezés erdvés periodizavimas dviejy daleliy dvimacio modelio atveju.
Sintezés erdve dvimacio dvieju daleliy modelio atveju: V' = [0,a] X
[0,a]; @ = 1 (um) zoliy-geliy metodui ir a = v/10 kietafaziy metodui.
Sintezés erdvés periodizavimas dviejy daleliy trimacio modelio atveju. .
Skaiciavimo rezultatai vienamacio modelio atveju. Sintezés erdve V =
(0,a); a =1 (pm) zoliy—geliy ir a = 10 (um) kietafaziy metodo atveju.
Skaiciavimo rezultatai dvimacio modelio atveju. Sintezés erdvé V =
[0,a] x [0,a]; a = 1 (um) zoliy-geliy ir @ = v/10 (um) kietafaziy metodo
atvejais. . . ... L oL e
Skaiciavimo rezultatai trimacio modelio atveju. Sintezés erdve V =
[0,a] x [0,a] x [0,a]; a =1 (um) zoliy-—geliy ir a = v/10 (um) kietafaziy
metodo atvejais. . . . . . ... oL
Difuzijos koeficiento priklausomybiy nuo temperaturos palyginimas vie-
namaciame, dvimaciame ir trimac¢iame modeliuose. . . . . . . . . . .
Reakcijos greicio koeficiento priklausomybiy nuo temperaturos palygi-
nimas vienamaciame, dvimaciame ir trimaciame modeliuose. . . . . .
Energijos sanaudos prie pasirinkty temperatury. . . . . . . . . . ..
Sintezés erdveés periodizavimas dvimacio trijy daleliy modelio atveju.
Dvimatis trijy reagenty modelis: rombinés dalelés ir trikampé sintezés

Sintezés erdvé trijy daleliy modelio atveju. . . . . . . . . . . . .. ..
Skaiciavimo rezultatai trijy daleliy modelio sintezés atveju trikampéje

erdvéje V' su krastinémis ¢ = 1 (um) (3.12 pav.). . . . . . . . ... ..
Pradinés YAG sintezés koncentracijos: (a) ¢; (Y203); (b) c2 (Al2O3). .
Tarpines koncentracijos YAG sintezéje laiko momentu ¢ = 0,5¢; 9

(a) C1 (YQOg); (b) (&) (AlQOg); (C) C3 (Y3A15012). ...........
Koncentracijos YAG sintezéje puslaikio momentu t =ty /5: (a) c1 (Y203);
(b) C2 (A1203); (C) C3 (Y3A15012). ...................

27

28
29

32

33

34
38
38
40
44

44
45

47
52

o4



4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23

4.24

ILIUSTRACIJU SARASAS

Triju daleliy sintezés gardelé . . . . . . . . . . ... 56
Laplaso operatoriaus aproksimacija trikampyje. . . . . . . . . . . .. 58
Iliustracija Laplaso operatoriaus aproksimacijai trikampyje, kai My yra
gardelés kraste. . . . . . . ... oL L L 60
Pradinés reagenty koncentracijos CHAp sintezéje: (a) ¢1 (Ca?T); (b) ca (PO437);
(c)es (OHT). o o v oo e 63
Reagenty koncentracijos CHAp sintezéje momentu ¢ = 0,5t 5 (a) c1 (Ca%t);
() ca (POSB7);(e)es (OHT). .o oo oo 64
Reagenty koncentracijos CHAp sintezéje puslaikio momentu ¢ = ¢y, :

(a) e1 (Ca?T); (b) 2 (POS7);(c) es (OHT). o o o oo oot 65
Produkto (CHAp) koncentracija c4 skirtingais laiko momentais: (a)t = 0.5t 5;
()t =ty () t=4typ - o o o 66

Produkto (CHAp) koncentracija c4 laiko momentu t = 4t; /5 smulkiu
masteliu. . . . . .. oL 67



Lenteliy sarasas

2.1
2.2
2.3
24
2.5
3.6
4.7

Vienamacio modeliavimo rezultatai . . . . . . . ... .. .. ... 35
Dvimacio modeliavimo rezultatai . . . . . .. ... .. ... ... 35
Trimacio modeliavimo rezultatai . . . . . . .. ... ... ... .. 36
Difuzijos ir reakcijos greicio koeficienty reikSmes . . . . . . . . .. 37
Energijos sanaudos YAG sintezéje . . . . . . . ... ... 39
Difuzijos ir reakcijos greicio koeficientai . . . . . . .. ... .. .. 49
Taskai My, M, Mz priklausomai nuo tasko M, padéties. . . . . . 60



Ivadas

Homogeniniy reakcijy greitis matuojamas stebint sintezéje dalyvaujanciy me-
dziagy koncentracijy mazéjimg arba susidarancio produkto koncentracijos dide-
jima prie pastovios temperaturos. Taciau heterogeninése reakcijose koncentraci-
jos savoka yra maziau reikSminga, o reakcijos dinamika nustatoma kitais budais.
Tiriant heterogeniniy reakcijyu mechanizma bei kinetika, labiau atsizvelgiama j
daleliy masés kitima laike [3, 12, 23, 38, 11, 50]. Daugybé lygéiy, aprasanciy kie-
tafaziy reakciju greitj prie izoterminiy ir neizoterminiy salygu (klasikinis Fick’o
difuzijos arba Prout-Tompkins’o modeliai), yra aprasytos ir iSnagrinétos litera-
turoje [1, 6, 14, 40, 58]. Kinetiniy lyg¢iy interpretacija yra sudétinga, nes reikia
atsizvelgiama ] salygas, prie kuriy pradeda vykti cheminé sinteze, kaip susidaro
naujos medziagos dalelés, kaip kinta jy dydis ir kiekis, galiausiai — kaip mazéja
reagenty kiekis [57, 13, 54]. Sudétinguy kietafaziy reakciju problemoms spres-
ti buvo pasiulytos naujos matematines aproksimacijos bei skaitiniai modeliai
(17, 41, 42, 46].

Sioje disertacijoje pateikiami dviejy ir trijy reagenty sintezés reakeijy prie
auksty temperatury modeliai ir reakcijy parametry — difuzijos bei reakcijy grei-
¢io koeficienty — jvertinimo metodai, kai turimi pradiniai realiy laboratoriniy
eksperimenty duomenys is yra riboti. Tie duomenys — tai sintezes puslaikiai prie
keliy skirtingy temperatury bei apytiksliai reagenty daleliy dydziai. Modeliuose

ir skai¢iavimuose rémtasi Fick’o, Arrhenius’o ir veikianc¢iy masiy désniais.
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Darbo aktualumas

Daznai sprendziant aktualias matematinio modeliavim problemas naudojami di-
ferencialiniy paraboliniy lygciy skaitiniai sprendimo metodai. Darbe nagrinéjami
bendri dviejy ir trijy reagenty sintezés reakcijy modeliai, tac¢iau konkretus skai-
¢iavimai atlikti itrio aliuminio granato (YAG) ir sintetinio kalcio hidroksiapatito
(CHAp) sintezés atvejais. Abi medziagos yra svarbios dél savo unikaliy savybiu.

Itrio aliuminio granatas 2Y3Al50;2 yra placiai naudojama optiné medziaga,
kuri turi daugybe unikaliy savybiy (zr., pavyzdziui, [18, 5, 20, 27, 33, 35, 36, 39]).
YAG milteliai galibuti pagaminti skirtingais metodais, tokiais kaip kietafaziy
reakciju, zoliu—geliy ir kiti metodai (zr., pavyzdziui, [2, 21, 22, 29, 34, 49, 59,
60, 61]). Sintetinis kalcio hidroksiapatitas, Caio(PO4)s(OH)s yra Zinomas kaip
vienas is svarbiausiy implantuojamy medziagy dél savo biologinio suderinamumo
ir aktyvumo ir yra naudojamas kaip zmogaus kietyjy audiniy pakaitiné medziaga
[55, 31, 48]. Deél savo cheminés strukturos CHAp pagaminimas priklauso nuo
pasirinkty procesu [15, 19, 28, 52]. CHAp gali buti pagamintas skirtingais zoliy—
geliy metodais, pavyzdziui, bevandeniu [45, 62] ir vandeniniu [56, 37].

Zoliy-geliy proceso parametry, tokiy kaip pradinis medziagy kiekis, pH, tem-
peratura, maisymo greitis, maiSymo laikas ir kt. turi buti kruopsc¢iai kontroliuo-
jami [7, 8, 9, 10].

Abiejy medziagy sintetinimas yra brangus, kadangi jy pagaminimas reika-
lauja ilgalaikio auksStos temperaturos palaikymo (7r., pavyzdziui, [43, 51, 53]).
Iprastais eksperimentais nagrinéti salygas bei ieSkoti parametry, prie kuriy jma-
noma pagaminti minétas medziagas, buty labai sudétinga ir brangu. Todél svar-
bu sukurti teorinius matematinius modelius, kuriy pagalba buty galima atlikti
sias uzduotis.

[trio aliuminio granato sintezés vienamatis modelis buvo pasiulytas ir iSnag-
rinétas darbuose [24, 25, 32]. Disertacijoje vienamatis modelis iSplétotas dvi-
maciam ir trimaciam atvejams. Naturalu, kad trimatis atvejis yra tikslesnis ir
tikroviskesnis, taciau kaip parodé musy kompiuteriniai eksperimentai, dvima-

¢iu atveju, skirtingai nuo vienamacio atvejo, rezultatai yra panasus ir todel gali



buti naudojami modeliavimui kaip paprasteni ir reikalaujantys zenkliai maziau
kompiuterinio laiko.

Nagrinéjant sintetinio kalcio hidroksiapatito sinteze, sukurtas bendras dvi-
matis matematinis modelis, leidziantis ieskoti sintezei reikalingy parametry trijy

reagenty atveju.

Tyrimy objektas

Tyrimy objektas — matematiniai modeliai, skirti cheminiy sinteziy prie auksty

temperatury parametry radimui.

Darbo tikslai

Apibendrinti ir iSplétoti dviejy reagenty sintezés vienamat] matematini mo-
delj dvimaciam ir trimaciam atvejams.

Sukurti ir iSnagrinéti trijy reagenty matematinj modelj.

Darbo uzdaviniai

o Sukurti ir istirti YAG (dvieju reagenty) vienamacio modelio dvimatj ir

trimatj analogus.

o Rasti aktyvacijos energijas dvimaciame ir trimaciame YAG sintezés mode-

livose.

o Rasti YAG sintezés dvimacio ir trimacio modeliy difuzijos ir reakcijos ko-

eficienty priklausomybes nuo temperaturos.

o Palyginti vienamacio, dvimacio ir trimacio YAG sintezés matematinio mo-

deliavimo parametry rezultatus.

o Rasti YAG sintezés optimalig temperatura, minimizuojancia energijos sa-

naudas.
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o Sukurti CHAp (triju reagenty) dvimatj matematinj modelj.

o Rasti CHAp sintezés aktyvacijos energijas ir difuzijos bei reakcijos greicio

koeficienty priklausomybes nuo temperaturos.

Tyrimy metodika

Atlikdami tyrimus, taikéme diferencialiniy lygéiy su dalinémis iSvestinémis skai-
tinius sprendimo metodus. Kompiuteriniy eksperimenty programos parasytos

ANSI C kalba, naudojant skaic¢iavimy lygiagretinimo biblioteka MPI.

Darbo mokslinis naujumas

Disertacijoje sukurti ir iSnagrinéti dvimacio bei trimacio dviejy reagenty ir dvi-
macio trijy reagenty cheminés sintezés matematiniai modeliai ir jy parametry
skaic¢iavimo metodika bei skaitiniai algoritmai. Atlikto darbo rezultatai api-
bendrina ir iSplétoja iki Siol gautus rezultatus vienamaciame dviejy reagenty
modelyje.

Kadangi pereinant tiek prie didesniy sintezés erdvés dimensijy, tiek prie di-
desnio reagenty skaic¢iaus zymiai padidéja skai¢iavimy trukmeé, ypatingas déme-
sys buvo skiriamas sprendimo pagreitinimui, sudarant efektyvesnius skaic¢iavimo

algoritmus ir skaidant bei lygiagretinant uzdavinius.

Darbo rezultaty praktiné reiksmeé

Sudaryti ir realizuoti skaitiniai algoritmai, leidziantys modeliuoti cheminés sinte-
zés difuzijos—reakcijos procesus, rasti jy parametrus, turint ribotus laboratorijose
gautus duomenis. Algoritmai pagristi lygiagretumo principu. Rastos difuzijos ir
reakcijos koeficienty priklausomybés nuo temperaturos. Apskaiciuotos aktyvavi-

mo energijos, svarbios kity sintezés uzdaviniy analizei.
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Gynimui pateikiama

o Dviejy reagenty dvimatis bei trimatis ir trijy reagenty dvimatis sintezés

modeliai.
o Sintezés parametry siuose modeliuose skai¢iavimo metodai.

o Parametry skaiCiavimu rezultatai konkreciais YAP (dvieju reagenty) ir

CHAPp (triju reagenty) sintezés atvejais.

Darbo rezultaty aprobavimas

Tyrimai atlikti VU Matematikos ir informatikos institute, bendradarbiaujant su
VU Chemijos fakultetu. Rezultatai disertacijos tema paskelbti 4-iuose recenzuo-

jamuose mokslo leidiniuose (i$ ju trys — su ISI citavimo indeksu):

1. M. Mackevicius, F. Ivanauskas, A. Kareiva, Itrio aliuminio granato sinte-

zés kompiuterinis modeliavimas, Liet. matem. rink., 51(spec nr. — LMD
darbai):291-294 (2010).

2. M. Mackevicius, F. Ivanauskas, A. Kareiva, Mathematical approach to
investigation of synthesis processes at high temperatures, Central European
Journal of Chemistry, 10(2):380-385 (2012).

3. M. Mackevicius, F. Ivanauskas, A. Kareiva, D. Jasaitis, A closer look at
the computer modeling and sintering optimization in the preparation of
YAG, Journal of Mathematical Chemistry, 50(8):2291-2302 (2012).

4. M. Mackevicius, F. Ivanauskas, A. Kareiva, I. Bogdanoviciené, Compu-
ter modeling of synthesis of calcium hydroxyapatite (CHAp), Journal of
Mathematical Chemistry, 51(5):1249-1257 (2013).

Disertacijos tema perskaityti pranesimai trijose Lietuvos matematiky drau-

gijos ir vienoje tarptautinéje konferencijoje:
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1. M. Mackevicius, F. Ivanauskas, A. Kareiva. Estimation of Diffusion and
Reaction Rates of the Yttrium Aluminium Garnet, 15th International Con-
ference on Mathematical Modelling and Analysis. Druskininkai, 2010-05—
29.

2. M. Mackevicius, F. Ivanauskas, A. Kareiva. Itrio aliuminio granaty sintezés

kompiuterinis modeliavimas. LMD konferencija. Siauliai, 2010-06-17.

3. M. Mackevicius, F. Ivanauskas, A. Kareiva. Itrio aliuminio granaty sintezés
kompiuterinis modeliavimas: trimatis atvejis. LMD konferencija. Klaipe-
da, 2012-06-11.

4. F.Ivanauskas, M. Mackevic¢ius, A. Kareiva, I. Bogdanovic¢iené. Trijy reagen-
tu cheminiy sinteziy kopiuterinis modeliavimas. Sintetinio kalcio hidrok-
siapatito (CHAp) atvejis. LMD konferencija. Vinius, 2013-06—20.
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Disertacijos struktura

Disertacija sudaro jvadas, keturi skyriai, iSvados ir literaturos sarasas. Skyriai
yra suskirstyti j poskyrius. Disertacijoje naudojama dviguba numeracija: (sky-
rius.formulé), (skyrius.paveikslas), (skyrius.lentelé).

1 skyriuje trumpai pagrindiniai disertacijoje naudojami fizikinés chemijos dés-
niai ir nuostatos, trumpai apibudinti matematiniai cheminiy reakcijy modeliai —
atitinkamos difuzijos-reakcijos lygéiy sistemos, jiems patikrintas maseés tvermeés
désnis.

2 skyriuje nagrinéjami dviejy reagenty sintezes reakcijos vienamatis, dvima-
tis ir trimatis modeliai. Konkretus reakcijos parametry sakic¢iavimai atlikti ir
palyginti YAG sintezés atveju, remiantis duomenimis is realiy laboratoriniy eks-
perimenty VU Chemijos fakultete.

3 skyriuje nagrinéjamas trijy reaganty dvimatis modelis. Sukonstruotos pe-
riodiskumo ir simetrijos reikalavimus atitinkancios reagenty daleliy formos ir sin-
tezés erdvé (rombinés dalelés ir trikampé erdveé), leidziancios atlikti skaiciavimus
trikampéje srityje su Neumanno krastinémis salygomis.

4 skyriuje aprasSyti skaitiniai metodai, naudoti difuzijos—reakcijos lygciy siste-
moms spresti. 4.1 poskyryje trumpai aprasytas standartinis skirtuminis metodas
intervalui, kvadratui ir kubui, naudotas 2 skyriaus uzdaviniams spresti. 4.2 po-
skyryje aprasytas naujai sukonstruotas skirtuminis metodas trikampei sric¢iai,
reikalingas 3 skyriaus uzdaviniams spresti. Abiejy poskyriy pabaigoje pateikti
metodus iliustruojantyss grafikai. 4.3 poskyryje pateiktas modeliavimuose nau-

doto lygiagretinimo algoritmo aprasymas.
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1. Pagrindiniai désniai ir
nuostatos

Pagrindinis darbo uzdavinys — sintezés prie auksty temperatury matematinis
modeliavimas ir pagrindiniy sintezés parametry — difuzijos ir reakcijos greicio
koeficienty radimas, kai zinomas ribotas duomeny skaic¢ius. Konkretus skaiciavi-
mai atlikti dviems chemineés sintezés reakcijoms — itrio aliuminio granato (YAG)

ir kalcio hydroksiapatito (CHAp) sintezés:

YAG : 3Y203 + 5A1203 — 2Y3A15012
CHAp: 10Ca®t +6P0,* +20H™ — Cayo(POy);(OH),.

Taciau nagrinéjami modeliai ir sukurti metodai tinka bet kokioms sintezéms
prie auksty temperatury su dviem ir trimis reagentais.
Nagrinéjamuose modeluoseje taikysime kelis fizikinéje chemijoje naudojamus

désnius, kuriuos dabar trumpai apzvelgsime.

1.1 Veikianciy masiy désnis
Veikianciy masiy' désnis teigia, kad cheminés reakcijos

aA+bB — pP (1.1)

L Arba aktyviy masiy.

16



greitis yra lygus
v=kC%CY;

¢ia Cy, Cp — reagenty A ir B koncentracijos (matuojamos moliais turio viene-
te, pavyzdziui, ,%)7 k — reakcijos grei¢io koeficientas,? o @’ ir ¥’ — vadinamieji
stechiometriniai reakcijos koeficientai. Paprasty, vienazingsniy reakcijy atveju
a' = a ir b’ = b, taciau sudétingose reakcijose a’ ir b’ nustatomi eksperimentiskai
(galimi net trupmeniniai arba nuliai), o kol tai nepadaryta, paprastai, pradiniu
priartéjimu imama a’ = b = 1 (7r., pvz., [44]). Sios nuostatos ir laikomasi siame
darbe. Kitokiy konstanty o' ir &' pasirinkimas neturéty jokios principinés jta-
kos naudojamiems metodams, iSskyrus poros eiluciy pakeitimg kompiuterinése
programose.

Taigi laikome, kad reakcijos greitis aprasomas sarysiu
v==xkC AC B-

Minuso zenklas imamas ragentams A ir B (vykstant reakcijai, medziagy kiekiai
mazéja), o pliuso zenklas — reakcijos produktui P.

Kita darbo nuostata yra ta, kad reakcijos prie auksty temperatury vyksta
ne tarp medziagy A ir B molekuliy, o tarp jy sankaupy — kompleksy, t.y. tarp
molekuliy kompleksy aA ir bB, o reakcijos produktas — kompleksas pP. Tada
dydziai C4 ir Cp (o taip pat Cp produktui) interpretuojami butent kaip komp-
leksy koncentracijos. Pazymékime c4, cp ir cg paciy medziagy koncentracijas.
Tada

ca=aCy, cp=0Cp, cp=pCp.
Is ¢ia gauname, kad reakcijos greiciai reagentams ir produktui yra atitinkamai

va=—7keacs, vp=——keacs, vp= - keacs. (1.2)
b a ab

2Dar vadinamas reakcijos grei¢io konstanta.
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Analogiskai trijy medzagy reakcijai
aA+bB+cC — pP (1.3)

gauname tokius reakcijy greiciy sarysius:

1 1 1
vy = ——kcacp, vp = ——kcacg, vo=——kcacg, vp= ik:cAcB. (1.4)
be ac ab abe

1.2 Antrasis Fick’o désnis

Antrasis Fick’o désnis apraso, kaip keiCiasi medziagos koncentracija ¢ = ¢(z,t)
veikiant difuzijai. Paprasciausiu atveju, kai difuzija visuose taskuose vienoda,

Sis désnis aprasomas lygtimi

231)80516157

¢ia ¢ = ¢(z,t) yra medziagos koncentracija taske z € R™ laiko momentu t, D; —
difuzijos koeficientas kryptimi x;, n = 1,2,3 — modelio dimensija. Jei D; = D

vienodas visomis kryptimis, tai Fick’o désnj galime trumpai uzrasyti

oc
= DA
ot G

cia A=3" — Laplaso operatorius.

J182
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1.3 Difuzijos—reakcijos lygtis

Difuzijos—reakcijos lygtis naudojama, kai norima aprasyti medziagy koncentra-
ciju kitima veikiant dviem procesams — cheminéms reakcijoms, kuriy metu me-
dziagos saveikaudamos virsta is vieny kitomis, ir difuzijai, kurios metu medziagos
maisosi, ,,skverbdamosi® i$ didesnés koncentracijos viety i mazesnés koncentra-

cijos vietas. Bendras jos pavidalas yra

dc
E = DAC + R(C),

¢ia R — funkcija, aprasanti cheminés reakcijos jtaka medziagy koncentracijoms.

Nagrinéjamu atveju funkcija R gauname is veikianc¢iy masiy désnio. Dvie-
ju reagenty sintezés atveju (1.1) pazymékime ¢, ¢y ir ¢3 reagenty A ir B bei
produkto P koncentracijas. Tada, remdamiesi (1.2) sarysiais, galime uzrasSyti

difuzijos—reakcijos lygciy sistema

001 D - 8261 1

i 9
o o b

802 u 8202 1

<2 _D = _ Tk 1.5
ot ; (935? P (15)

663 “ 62 C3
B _p\NT I8 £
ot C~ Ox2  ab

2 skyriuje si sistema taikoma ir nagrinéjama YAG sintezés modeliavimui dvi-
madiu ir trimaciu atvejais (n = 2, 3).
Triju reagenty sintezés atveju (1.3) pazymeékime ¢, co, c3 ir ¢4 reagenty A, B

ir C' bei produkto P koncentracijas. Remdamiesi (1.4) sarysiais, dvimaciu atveju
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gauname difuzijos—reakcijos lygciy sistema

801 2 8201 1 L
— = —— — —kcyeye
ot L 92 be VPP
j=1
802 2 8262 1
Bt = P2 g T g
=t (1.6)
2 9 :
803 0 C3 1 L
—_— = — — —kcyeyc
ot L 92 qb TR
j=1 ~J
Ocy 252 0%cy p
7 k
at ax + C1C2C3.

3 skyriuje si lygciy sistema taikoma ir nagrinéjama CHAp sintezés modeliavimui

dvimaciu atveju.

1.4 Masés tvermes désnis

Tarkime, kad V' C R" (n =1,2,3) yra aprézta uzdara sritis, apribota dalimis glo-
dziu krastu 0V, o F': V' — R" — tolydziai diferencijuojama funkcija (,laukas®).
Remiantis Gauso—Ostrogradskio formule (zr., pvz., [26], p. 433, bendru atveju
[30], p. 136-137),

| vr@ = [ Z o o = [ (pa)n(o))ds:

desinéje turime (I tipo) integralg srities V krastu 0V, (-, ) — skaliariné sandauga
erdvéje R, o n(x) — iSoriné pavirsiaus OV normalé taske z € V. Atskiru atveju,

kai F' yra funkcijos f: V' — R gradientas, t.y., priklausomai nuo n,

Fe) = grad f(z) — (agg)(?gg)agij)) (8§g)8§g)> arba. /()

3Pavirsinj integrala atveju n = 3, kreivinj integrala atveju n = 2 ir tiesiog skirtuma F(b) —
F(a) vienamaciu atveju, kai V = [a, b].
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(atitinkamai trimaciu, dvimaciu ir vienamaciu atvejais), turime

/VAf(x)dx /;82;(2)d;c—/W(gradf(x),n(x»ds

14 i=1 7
0
- / 1) 4. (1.7)
oy On
Cia 8f — funkcijos f kryptiné iSvestiné taske x € OV iSorinés normalés kryptimi.

Dabar tarkime, kad funkcija ¢ = c(x,t), x € V, t > 0, tenkina Silumos
laidumo lygtj

Oc
o = DAc.

Tada i$ (1.7) lygybés turime

Oc(x,t)
F1% on

9 c(x,t)dr = / gc(%t) dx = D/ Ac(z,t)dxr =D ds.

Jei, be to, funkcija ¢ srities kraste 0V papildomai tenkina nuline Neumanno

krastine salyga

tai

0

&/Vc(x,t)dx:(), £>0,
t.y.

/ c(x,t)dx = const, t>0.
v

Tai galima interpretuoti kaip masés tvermes désnj:
Jei medZiagos koncentracija (arba tankis) ¢ = c(x,t) srityje V x
[0,00) tenkina Silumos laidumo lygt; su nuline Neumanno krastine

sglyga, tai medZiagos masé srityje V islieka pastovi su visais t > 0.
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Si désnj pritaikykime miisy nagrinéjamoms (1.5) ir (1.6) sistemoms. PradZioje
nagrinékime dviejy reagenty atveji, t.y. (1.5) sistema. Atkreipkime démesj j tai,
kad joje koncentracijos ¢; matuojamos moliais turio vienete. Pazymékime My, Mo
ir M3 medziagu A, B ir P molekulinius svorius. Reakcijoje (1.1) dalyvaujanciy

medziagy molekuliniai svoriai tenkina sarysj
ng = aM1 + bM2 (18)

Pazymékime tikrasias koncentracijas, matuojamas gramais turio vienete, ¢, ¢o

ir ¢;3. Tada
51 = Mlcl, 52 = MQCQ, 63 = MgCg. (19)

Irase Sias lygybes i (1.5) sistema, gauname

ol " 0% Lo
— = — — ——ké e
ot < 0a7 Mpb
06y "L 9%,
= =D I — 1.1
ot ]ZI 8%2. Ma ac (1.10)
0¢; 0% Msp .
= C1Co.

— =D
ot e 8sz + M, Msab

Sudéje gautasias tris lygtis ir atsizvelge j (1.8) sarysi, gauname tokia lygti bendrai

medziagy koncentracijai ¢ := ¢, + ¢3 + ¢3:

dc "L 0% N ( 1 1 N Msp )kf .
g g — — C1C
at = 8[L’3 Mgb Mla MlMQCLb 1
" 0% —Mya— Myb+ Msp
=D - kejé
; 8:5? + MlMQCLb e
"L 9%
=D — 1.11
; dx3’ (1.11)
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t.y. ¢ tenkina Silumos laidumo lygti. Jei koncentracijos ¢; = ¢;(x,t) sintezés
srities (arba jos dalies) V' kraste 0V tenkina nuline Neumanno krastine salyga
% = 0, tai toje srityje (arba jos dalyje) ta salyga tenkina ir bendra medziagy
koncentracija ¢ = ¢(z,t). Taigi pastarajai galioja mases tvermés désnis.

Trijy reagenty, t.y. (1.6) sistemos atvejui masés tvermeés désniu jsitikinama
analogiskai. Pazymeéje My, M,, Mz ir My medziagy A, B, C' ir P molekulinius

svorius, turime sarysj
pM4 = &Ml -+ bMQ + CM3- (112)

Pazymeéje tikrasias koncentracijas ¢y, ¢o, €3 ir ¢4 ir pasinaudoje lygybémis ¢; =

Mc;, i=1,2,3,4, 18 (1.6) sistemos gauname

% _ Dji: aal? - ;43%/@516263,

% _ Djzn; 229;2 _ Ml]\143ack615263, (1.13)
% _ Dg ‘215; _ M2]\143abk615263.

% =D j; ZE * MIJ\Z?)J]\Zgabkélézé?"

Sudéje gautasias keturias lygtis ir atsizvelge i (1.12) sarysi, gauname, kad bendra

medziagy koncentracija ¢ := ¢; 4+ €3 + ¢3 + ¢4 tenkina Silumos laidumo lygtj

oc i 820 n —Mla — Mgb — M3C + M3p ki G0
R * KC1CoC
ot Ox? M,y My Msabe ne

7=1 J

- Diﬁ. (1.14)

Jei koncentracijos ¢; = c¢;(x,t) sintezés srities (arba jos dalies) V kraste oV

tenkina nuline Neumanno krastine sglyga ‘gﬁ = 0, tai toje srityje (arba jos dalyje)
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ta salyga tenkina ir bendra medziagy koncentracija ¢ = c(z,t). Taigi ir trijuy
reagenty atveju bendrai koncentracijai galioja masés tvermeés désnis.
Kaip matysime véliau, nagrinéjamuose modeliuose $i nuliné Neumanno kras-

tiné salyga visada tenkinama, taigi ir masiy tvermeés désnis visada galioja.

1.5 Arrhenius’o désnis

Difuzijos koeficiento D ir reakcijos greicio koeficiento k priklausomybés nuo tem-

peraturos apibudinamos Arrhenius’o désniu

I

D = Dyexp (—%), k = kgexp (—%)

¢ia T — temperatura Kelvino laipsniais, Ep — difuzijos aktivacijos energija, F4 —
reakcijos aktyvacijos energija, Dy ir ky — konstantos, priklausanc¢ios nuo reaguo-
janc¢iy medziagy prigimties (rodancios ribines D ir k reikSmes, kai T — o0), 0
R = 8.314472 — universalioji dujuy konstanta.

Pagrindinis darbo tikslas — parametry Ep, Ea, Dy, ko apskaic¢iavimas re-
miantis ribotais eksperimentiskai gautais duomenimis — reakcijos puslaikiais prie
skirtingy temperatury ir apytikriais sintezéeje dalyvaujanciy reagenty daleliy dy-
dziais. Siam tikslui sukurtas metodas bendrais bruozais remiasi tokia skai¢iavimy

schema:

« Pradzioje skirtuminiais skaitiniais metodais sprendziant (1.5) arba (1.6)
lygciy sistemas, apskaic¢iuojama pakankami daug D ir k reikSmiy, prie
kuriy reakcijy puslaikiai lygus realiuose eksperimentuose stebétiems zoliy—

geliy ir kietafaziy sintezes reakcijy puslaikiams prie jvairiy temperatury.

 Tiriant gautas (D, k) kreives, randamos dvi $iy parametry poros, geriausiai

,derancios” prie Arrhenius’o désnio.

o Randami atitinkami Arrhenius’o désnio parametrai Ep, E4, Dy, kg ir kartu

— difuzijos ir reakcijos greiciy koeficienty priklausomybés nuo temperaturos.
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o Gautais rezultatais galima pasinaudoti kitoms sintezés savybéms tirti. Pa-
vyzdziui, 2 skyriuje randama temperatura, prie kurios sintezei naudojamos

energijos sagnaudos yra minimalios.
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2. Dviejy reagenty modelis

2.1 Sintezés metodai

2.1.1 Zoliy—geliy metodas

Zoliy-geliy sintezés metu stechiometrinis itrio oksido kiekis buvo tirpinamas
0,2M acto rugstyje. Po 12-14 h intensyvaus maiSymo magnetine maisykle uz-
dengtose dengiamuoju stiklu laboratorinése stiklinése, esant 55-60 °C temperatu-
rai, buvo gauti visiskai skaidrus itrio oksido tirpalai. [ gautus tirpalus, intensyviai
maisant, buvo pilamas vandeninis aliuminio nitrato tirpalas. Gauti misiniai buvo
1 h maisomi toje pacioje temperaturoje; po to, nenutraukiant maisymo, j juos bu-
vo pridedama 2 ml kompleksodario 1,2-etandiolio, ir dar 1 h maisoma uzdengtose
stiklinése. Gauti skaidrus, bespalviai tirpalai buvo koncentruojami atvirose stik-
linése maisant ir esant 60-70°C temperaturai. Gauti balti Y-AI-O purus geliai
buvo 10 h dziovinami 100-120 °C temperaturoje jprastinéje dziovinimo spintoje ir
kruopsciai sutrinami agato grustuvéje, po to 1h kaitinami krosnyje esant 800°C
temperaturai. Temperaturos kélimo greitis buvo skirtingas jvairiuose tempera-
turiniuose intervaluose: 20-400°C = 2°C/min, 400-800°C = 10°C/min. Po
pirmojo kaitinimo produktai buvo smulkinami agato grustuveje ir pakartotinai
5 h kaitinami toje pacioje temperaturoje. Kai kuriais atvejais pavyzdziai buvo

kaitinami aukstesnése temperaturose (iki 1600 °C).

2.1.2 Kietafaziy reakcijy metodas

Stechiometrinis metaly oksidy (Aly O3 ir YoO3) misinys atidziai sutrinamas agato

grustuvéje ir kaitinamas ore jvairiose temperaturose — nuo 1000 iki 1600 °C.
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2.2 Matematinis modelis
1 skyriuje sintezés reakcijai
3Y203 + 5A1203 — 2Y3A15012, (21)

remiantis veikianciy masiy ir Fick’o désniais, sudaryta tokia difuzijos—reakcijos

lygciy sistema Y503, Al,O3 ir Y3Al;015 koncentracijoms cq, ¢o ir c3:

801 = 8261 1

99 _pNyZa . g 2.2
ot ; 92 5 €12, (2.2)
802 - 8202 1

< =D R A— 2.
ot o dx3 3 e (2:3)
063 “ 8263 2

— =D — 4+ —k 2.4
ot ; 92 15T 24)

su pradinémis reagenty koncentracijomis ¢;(z,0) = (z), x € V =V UIV, i =

7

1,2, 3, bei nulinémis Neumanno krastinémis salygomis srities V' kraste oV’

Oc(z,t)

=0,:=1,2,3,¢t>0.
81‘ ) b ) Sy -

zedV

Naudodami gana ribotus duomenis (sintezés puslaikiai prie skirtingy tempe-
ratury bei daleliy dydziai), gautus atliekant laboratorinius eksperimentus Vil-
niaus universiteto Chemijos fakulteto laboratorijoje, analizuosime parametry D
ir k sarysius. Reakcijos puslaikiu vadinamas laikas, Zymimas ¢, /5, per kurj pra-
dinis suminis reagenty koncentracijos kiekis sumazeja pusiau, t.y.

/V(cl(x,tl/g) + co(x,t)2))da = %/V(cl(x, 0) + co(z,0))dx. (2.5)

VU chemikai pateike tokias apytikreés puslaikiy ¢, /; reikSmeés prie jvairiy tem-

peratury 7"
Metodas Zoliy—geliy r. Kietafaziy r.
T (°C) | 1000 | 1200 | 1600 1600
tip (h) | 5 4 3 5

27



Paruosiamojoje sintezés stadijoje, medziagos yra susmulkinamos ir sumaiso-
mos tam tikrame kubiniame turyje. Sintezés metu daleles pasiskirsto atsitiktinai
ir juy tikslus issidéstymas néra zinomas. Todél norédami supaprastinti modelj,
dvimaciame modelyje laikome, kad reagenty dalelés yra kvadrato formos ir yra
issidésciusios plokstumoje periodiskai, ,,Sachmatine tvarka®“ Taip kvadratinémis
dalelemis uzpildytoje plokstumoje isskiriame vieng sritj — kvadratélj, kaip pa-
rodyta 2.1 paveiksle. Tipiskas reagenty daleliy tiris yra apie 1 pum?® taikant
zoliy-geliy metoda ir apie 10 um?3 — taikant kietafaziy reakcijy metods. Todél
dvimacio modelio atveju laikome, kad daleliy linijiniai matmenys yra atitinkamai
a=1pmir a = /10 pm (vienamaciu atveju — a = 1 pm ir a = 10 pgm). Tai
motyvuojame naturalia nuostata, kad norint palyginti skirtingy dimensijy mo-
delius, su tomis paciomis medziagy koncentracijy reikSmémis medziagy kiekiai

visy dimensijy modeliuose turi buti tie patys.

-t -
2a pm } L I a pm
L

2.1 pav.: Sintezés erdves periodizavimas dviejy daleliy dvimacio modelio atveju.

Be periodiskumo taip isskirtas kvadrateélis dar pasizymi kita, dar svarbesne,
simetrijos savybe: daleliy isdéstymas visoje erdvéje yra simetriskas bet kurios
kvadratélio krastinés atzvilgiu. Todél pradinés reagenty koncentracijos ¢;(x,0) =
A(x), i = 1,2, taip pat yra simetriskos Sio kvadratélio krastiniy atZvilgiu. Aigku,
kad tokia pradiniy koncentracijy simetrija leidzia laikyti reakcijoje dalyvaujan-
¢iy reagenty koncentracijas ¢;(x,t) simetriskomis kvadratélio krastiniy atzvilgiu
visais laiko momentais ¢ > 0. Todél pakanka reakcijos dinamika tirti Siame kvad-

ratélyje. Jji nuo Siol zZymeésime ta pacia raide V', kuria zZyméjome visa sintezes
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erdve. IS simetrijos savybés iSplaukia, kad kvadratélio krastinése koncentracijy

iSvestinés normalés kryptimi lygios nuliui, t.y.

a 7 at .

9eil®.t) o peov. 130, i=12 (2.6)
on

Taigi matome, kad pakanka (2.2)—(2.4) lygé¢iy sistema (su n = 2) spresti Siame

viename kvadratélyje su nulinémis Neumanno krastinémis salygomis (2.6) ir pra-

dinémis salygomis, lygiomis pradinéms reagenty koncentracijoms (Zr. 2.2 pav.):

:':':':’:’:I:':':':':':: l
........... n ... n
....................... !
S '
meey=8 ! cl= n
e =5 T
:::::::::::::::':':':'::
............... Y203 1 Al Oy
;*;;;;;*;;;;;*4771f‘f??ff'fﬁ?
N
AlLLO;3 Y5037
pox2Mse e
[
rLoL
no =0 REEPEINE . = TR
c3=5 L eg0n
L
n HRUEEURREIE SEDENRREE
] ":ff’:':':I':':':':f':
a pm

2.2 pav.: Sintezés erdve dvimacio dviejuy daleliy modelio atveju: V' = [0,a] x [0, a];
a =1 (um) zoliy—geliy metodui ir @ = v/10 kietafaziy metodui.

%@_{&m4,x€®ﬂxgﬂﬂMﬁﬂxM§L

o priesingu atveju;

j(a) = {5 1070, € (0,5 [0,5]) U ([5,0] x [5, ).

Co . )
0 priesingu atveju.

3;;’;13 (2.2 paveiksle trumpumo délei £29) . Siste-

Cia pradinés reikSmeés pateiktos 3
pm

ma sprendziame standartiniu skirtuminiu metodu, trumpai aprasytu 4.1 posky-

ryje.
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Trimaciame modelyje analogiskai periodizuojame sintezés erdve, isdéstyda-
mi kubo formos daleles ,$Sachmatine tvarka“ (Zr. 2.3 pav.) ir isskirdami kuba
V =10,a] x [0,a] x [0, a], pasizymint] simetrijos savybe: visa sintezés erdvé yra

simetriska bet kurios kubiuko sienos atzvilgiu.

SAALI2S
SO
28 s
>
SATBE0
SO

2.3 pav.: Sintezés erdvés periodizavimas dviejy daleliy trimac¢io modelio atveju.

Grafiskai pavaizduoti iSskirta nauja sintezés erdve kartu su pradinémis kon-
centracijomis, kaip tai dvimaciu atveju padaryta 2.2 paveiksle, yra sunkoka,
taciau matematiskai tai nesukelia jokiy esminiy problemy — kube V' sprendzia-
me (2.2)—(2.4) sistema su nulinémis Neumanno krastinémis salygomis (2.6) ir

pradinémis salygomis

3.10°6 1%
°<x>={ S

C ~
! 0, reV\V;
5106, zeV\V,
cy() = =
0, r eV,

GaV pazyméjome kubo V' poaibj, sudaryta is 4-iy juody kuby (2.3 pav.), kuriame
pradiniu momentu sukoncentruotas pirmasis reagentas:
V= ([0,5] x [5,a] x [0,5]) U ([5.a] x [0, 5] x [0,5])

U ([07 %] X [07 %] X [%,CL]) U ([%7a] X [%70’] X [§,CL]).

2.3 Tikslas

Prisiminkime Arrhenius’o désnj, kuris apibrézia difuzijos ir reakcijos koeficienty

priklausomybe nuo temperaturos: 30



E E
D:Doexp{—R—;}, k:koexp{—R—;}. (2.7)

Cia Ep — difuzijos aktivacijos energija, E, — reakcijos aktyvacijos energija, Dy ir
ko — konstantos (rodancios ribines D ir k reikSmes, kai T' — o0), o R = 8,314472.

Musy pagrindinis tikslas yra parametry Dy, Ep, ko, 4 radimas. Tam pra-
dzioje (2.2)—(2.4) lygciu sistemai sprendziamas atvirkstinis uzdavinys: zinant
sintezés puslaikius ¢/, prie tam tikry temperatury 7' ir skirtuminiais metodais
sprendzaint sistema, ieskomos parametry D ir k£ poros, su kuriomis sistemos
sprendinio puslaikis yra lygus duotajam puslaikiui, t.y. tekina (2.5) salyga. Pa-
sinaudojant gautais duomenimis ir (2.7) désniu, galima rasti parametry Ep, Fy,
Dy, ko apytiksles reikSmes bei atitinkamas reikSmes D ir k£ bet kokiai tempera-

turai 7.
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2.4 Skaiciavimo metodas ir eiga

Difuzijos ir reakcijos greicio koeficientai randami keliais etapais. Pirmiausia,
naudojant kompiuterinio modeliavimo programas, nubraizomos kreivés L;, suda-
rytos i difuzijos ir reakcijos grei¢io koeficienty poru (D, k), su kuriomis (2.2)—
(2.3) sistemos sprendiniai prie skirtingy temperatury 7; turi puslaikius, gautus is
laboratoriniy eksperimenty. Konreciau: pasirinktiems reakcijos koeficientui D,
puslaikiui ¢, 5 ir daleliy dydziui a, programa vidurinio tasko budu randa atitin-
kama k, spresdama lygciu sistema tol, kol negaunama lygybeé (2.5) (pakei¢iant
integralus juos aproksimuojanc¢iomis sumomis). Kiekvienai temperaturai 7" yra
randamas pakankamas skai¢ius poruy (D, k), kurias sujungus, nubréziamos krei-
ves L.

YAG atveju kreives Ly, Ly ir L3 vaizduoja gautus rezultatus, kai buvo mode-
liuojami zoliy-geliy metodu atlikti laboratoriniai bandymai ir imami puslaikiai
t1/2 = 5,4, ir 3 (atitinkantys temperaturas 1000, 1200 ir 1600 °C). Tuo paciu budu
rasti kreives Zg taskai (D, k), atitinkantys kietafaziy metodo reakcijos duome-
nis (7" = 1600°C, t1/2 = 5). Pagrindinis skirtumas modeliuojant zoliy-geliy bei
kietafaziy reakcijas yra daleliy dydj nusakantis parametras a, kuris kietafaziy
metodo atveju yra lygus v/10 (trimaciu atveju), v/10 (dvimaciu atveju) ir 10
(vienamaciu atveju).

2.4, 2.5 ir 2.6 paveiksluose pavaizduotos sumodeliuotos visas keturios kreivés
(atitinkamai vienamadciu, dvimaciu ir trimaciu atvejais); kreivés Ly, Lo ir Lg
atspindi zoliy-geliy atvejus prie temperatury 7Ty, T, ir T3, o Z3 — kietafaziy
reakcijos atvejj prie temperaturos T3.

Prie tokios pacios temperaturos 75 = 1600 °C iskart randame bendra taska
(D, k), kuriame kertasi kreives Zg ir L3. Taip gauname pirmg svarbia pora, kurig
pazymime N.

Nezinomuju (Ep, Ea, Dy, ko) apskaiciavimui reikalinga dar bent viena ,tikra“
pora (D, k). Tuo tikslu ieskosime dvieju tasky kreivése L; ir Lo, labiausiai

suderinamy su Arrhenius’o désniu. Pradékime, pavyzdziui, nuo kreivés L, tasky
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2.4 pav.: Skai¢iavimo rezultatai vienamacio modelio atveju. Sintezés erdve V = (0, a);
a =1 (pm) zoliy—geliy ir a = 10 (um) kietafaziy metodo atveju.

M; = (Digp0, Kiggo)s @ = 1,...,m, gautu kompiuterinio modeliavimo programos
pagalba, kai puslaikis lygus 5 h.

Pasinaudoje Arrhenius’o désniu, visoms tasku N = (Digo0, k1600) it M; =
(D% 005 Kiooo) POTOms, atitinkanciomis temperaturas T = 1873 K ir T' = 1273 K,

sprendziame lygciu sistema nezinomuyju (Ep, E4, Dy, ko) atzvilgiu:

FE FE
D1600=D06XP{— D }, k?1600=k’oexp{— - },

1873 R 1873R
FE FE
D1ooo = Dy exp {— 127§R} , k1000 = koexp {— 12721%} )
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2.5 pav.: Skaic¢iavimo rezultatai dvimacio modelio atveju. Sintezés erdve V = [0, a] x
[0,a]; @ = 1 (pm) zoliy—geliy ir a = /10 (um) kietafaziy metodo atvejais.

Parametrus (Ep, £4) randame dalindami atitinkamas lygtis viena i3 kitos ir

po to gautasias lygtis logaritmuodami:

DIOOO 1873 - 1273 D1600
Ep =1 : "R~ 43.60 -1
D=0 1873+ 1273 Y

kieoo —1873 + 1273 K100

E4 =log

Juos turédami, galime rasti (Dy, ko) i$ iSraisky

FE FE
Dy = Digoo exp { 127];]_2} ) ko = k1000 €xp {ﬁ} .
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2.6 pav.: Skai¢iavimo rezultatai trimacio modelio atveju. Sintezés erdve V' = [0, a] x
[0,a] x [0,a]; @ =1 (um) zoliy—geliy ir @ = v/10 (um) kietafaziu metodo atvejais.

Pazymékime atitinkamus sprendinius (E%, EY, Di, k), i = 1,...,m. IraSe
sias reikSmes | Arrhenius’o désnio formule (2.7) su parametru 7' = 1200°C =
1473 K, gauname aibe tasku O; = (Diygg, kiggo)s i = 1,...,m.

Lygindami taskus O; su kreives Lo taskais, parenkame jai artimiausia ir pazy-
mime ji Lo (teoriskai tai kreives, einancios per taskus O;, ir kreivés Lo susikirtimo
taskas). Tai ir yra antroji ,tikroji“ pora (D, k). Kartu randame ir nezinomus
parametrus Ep, Fa, Dy, ko, geriausiai deranc¢ius prie Arrhenius’o désnio ir kartu

— prie chemiky pateikty puslaikiy reiksmiy. .

2.5 Kompiuterinio modeliavimo rezultatai

[ssamumo délei pateikiame tarpinius skaiciavimy rezultatus. 2.1-2.3 lentelése
pateiktos kompiuterinio modeliavimo programa rastos difuzijos ir reakcijos akty-
vacijos energijos EY, Ei ir konstantos D} ir k% (i = 1,...,m). Paryskintos eilutes

zymi reiksmes, labiausiai derancios prie Arrhenius’o désnio.
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2.1 lentelé: Vienamacio modeliavimo rezultatai

) 1) M 2 E E; D} kg 1) O 2

1 1.1e-5 | 154 | 137e3 | 82e2 | 4.7 337 | 6.4e-5 | 172

2 1.9e-5 | 131 | 119e3 | 14e3 | 1.5 483 | 8.8e-5 | 156

3 | 3.5e-5 | 121 | 99e3 | 16e3 | 0.4 571 | 1.2e-4 | 149

4 | 5.0e-5 | 118 | 87e3 | 17e3 | 0.2 600 | 1.5e-4 | 147

5 | 6.0e-5 | 117 | 81le3 | 17e3 | 0.13 609 | 1.7e-4 | 146

6 | 80eb | 115 | 72e3 | 183 | 0.07 627 | 2.0e-4 | 145

7 | 1.2e-4 | 114 | 58e3 | 183 | 0.03 638 | 2.5e-4 | 144

8 [2.0e4 | 114 | 41e3 | 183 | 0.01 648 | 3.4e-4 | 144

9 | 4.1e4 | 113 | 18e3 | 19e3 | 2.2e-3 | 659 | 5.1e-4 | 143

10 | 5.0e-4 | 113 | 11e3 | 19e3 | 1.4e-3 | 661 | 5.8e-4 | 143

2.2 lentelé: Dvimacio modeliavimo rezultatai

1 i) M 3 E; E; Dy k& D Oi 2

1 | 5e-6 139 | 57e3 | 11e3 | 1.1e-3 | 382 | 10e-6 159
2 | 6.5e-6 129 | 48e3 | 13e3 | 6.1e-4 | 447 | 12¢-6 153
3| 7.5e-6 125 | 43e3 | 14e3 | 4.5e-4 | 475 | 13e-6 150
4 | 8.5e-6 123 | 39e3 | 15e3 | 3.4e-4 | 496 | 14e-6 148
51 10.5e-6 | 119 | 32e3 | 16e3 | 2.0e-4 | 526 | 15e-6 146
6 | 14.5e-6 116 | 22e3 | 17e3 | 1.1e-4 | 557 | 19.1e-6 | 144
7 | 15e-6 115 | 20e3 | 17e3 | 1.0e-4 | 563 | 19.5e-6 | 143
8 | 16e-6 115 | 18e3 | 17e3 | 8.9e-5 | 567 | 20e-6 143
9 | 18e-6 115 | 14e3 | 17e3 | 7.0e-5 | 574 | 22¢-6 143
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2.3 lentelé: Trimacio modeliavimo rezultatai

M; ; ; i i O;
1) 2 E! E; Dy kg a) 3
4e-6 | 146 | 33e3 | 12e3 | 9e-5 | 450 | 6e-6 170
5e-6 133 | 26e3 | 15e3 | 5.9e-5 | 544 | Te-6 161
6e-6 126 | 20e3 | 17e3 | 4e-5 611 | 7.8e-6 | 156
Te-6 122 | 15e3 | 18e3 | 2.9e-5 | 653 | 8.5e-6 | 153
Se-6 119 | 11e3 | 19e3 | 2.2e-5 | 690 | 9.2¢-6 | 151

~.

Ol W N =

2.6 Skaiciavimuy rezultatai

Atlikus praeitame skyriuje minétus skaic¢iavimus, gauti tokie rezultatai:

Vienamatis modelis.
1) N = (Digoo; k1600) = (7e-04,199);
2) Lo = (5.8e-4, 143);

3) Difuzijos ir reakcijos greicio koeficienty priklausomybé nuo temperaturos
T:

D = 1.4e-3exp(—1.1e4/(RT)), (2.8)
k =661 exp(—1.9e4/(RT)) (2.9)

Duvimatis modelis.
1) N = (D1600, k1600) = (28e-6,192).
2) Lo = (15e-6, 146);

3) Difuzijos ir reakcijos greicio koeficienty priklausomybé nuo temperaturos
T:

D = 2e-4exp(—3.2e4/(RT)), (2.10)
k = 526 exp(—1.6e4/(RT)). (2.11)
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Trimatis modelis.
].) N = (Dlﬁoo, klﬁOO) = (116—6, 209)
2) Lo = (6e-6, 170);

3) Difuzijos ir reakcijos greicio koeficienty priklausomybé nuo temperaturos
T:

D = 9e-5exp(—3.3e4/(RT)),
k = 450 exp(—1.2e4/(RT)).

(2.12)
(2.13)

Arrhenius’o désnio lygtys (2.8)—(2.13) leidzia apskaiciuoti difuzijos ir reakcijos
greicio koeficientus prie bet kokiy temeperatury. ReikSmés prie temperatury

T = 1000°C, 1200°C ir 1600 °C pateiktos 2.4 lenteléje.

2.4 lentelé: Difuzijos ir reakcijos greicio koeficienty reiksmes

T | 1000°C | 1200°C | 1600°C
Vienmatis modelis

D | 5.0e-4 5.8¢e-4 7.0e-4

k | 113 143 199
Dvimatis modelis

D | 10.5e-6 | 15e-6 28e-6

k | 119 146 192
Trimatis modelis

D | 4e-6 6e-6 11e-6

k | 146 170 209

Atitinkami kreiviy L;—Lg ir L taskai (D, k) (2.5 ir 2.6 pav.) yra pazymeéti
T10005 T12005 T1600-
2.7 ir 2.8 paveiksluose palygintos visy trijy modeliy difuzijos ir reakcijos grei-

¢iy koeficienty priklausomybés nuo temperaturos, naudojant Arrhenius’o désnj.
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2.7 pav.: Difuzijos koeficiento priklausomybiy nuo temperaturos palyginimas viena-
maciame, dvimaciame ir trimaciame modeliuose.
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2.8 pav.: Reakcijos greicio koeficiento priklausomybiy nuo temperaturos palyginimas
vienamaciame, dvimaciame ir trimac¢iame modeliuose.

Matome, kad reakcijos greicio koefcientai yra panasus visy trijy dimensijy
modeliuose, taciau difuzijos koeficientai panasus tik dvimaciame ir trimaciame
modeliuose, ryskiai skirdamiesi nuo vienamacio atvejo. Pastarajj skirtuma galime
paaiskinti tuo, kad vienamaciame modelyje difuzija vyksta tik viename taske, o

kituose dviejuose modeliuose ,,difuzijos pavirsius®“ yra zymiai didesnis.
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2.7 YAG pagaminimo energijos sagnaudy opti-
mizacija
Skaic¢iavimy rezultatai leidzia rasti sintezés temperatura, minimizuojancia ener-

gijos sanaudas. 2.5 lentelés 3 stulpelyje parodytos galios, naudojamos krosnies

ikaitinimui iki reikiamy temperatury YAG sintezei.

2.5 lentelé: Energijos sanaudos YAG sintezéje

Nr. [T (°C) [ Pr (kW) [ D k [ty () | Ep (MJ)
1 | 1000 | 648 de-6 | 146 | 5 7.8
2 | 1100 | 667 Be-6 | 157 | 4.47 7.3
3| 1200 | 720 Ge-6 | 170 | 4 7.2
4 | 1300 | 975 7e-6 | 181 | 3.63 9.0
5 | 1400 | 1260 8e-6 | 191 | 3.37 11
6 | 1500 | 1512 10e-6 | 200 | 3.17 13
7 | 1600 | 1800 11e-6 | 209 | 3 14.4

Energijos sanaudos buvo apskaiciuotos aukstos temperaturos krosniai Na-
bertherm LHT. Pasinaudoj¢ kompiuteriniu modeliavimu bei (2.12) ir (2.13)
lygtimis, galime rasti difuzijos ir reakcijos greic¢io koeficientus (4 ir 5 stulpeliai)
pasirinktoms temperaturoms ir apskai¢iuoti atitinkamus puslaikius (6 stulpelis).
Energijos sanaudy Er (7 stulpelis) prie pasirinkty temperatury 7' skai¢iavimuose
atsizvelgéme j enegijos sagnaudas krosnies jkaitinimui nuo kambario temperaturos
iki sintezei reikalingos temperaturos. Tam pusvalandj naudojama penkis kartus
didesné galia. Skaic¢iuodami darome prielaida, kad sintezés laikas yra apytiks-
liai du kartus ilgesnis uz puslaikj, nors realiuose eksperimentuose reakcijos laikas
yra ilgesnis.* Taigi naudosime tokig energijos sagnaudy Er prie temperatiros T

formule:
ET = PT(25 + 2t1/2),

¢ia Pr yra galia, naudojama temperaturos T krosnyje palaikymui.

4Teorigkai netgi begalinis.
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2.9 paveiksle pavaizduotas apskaiciuoty energijos sanaudy, atsizvelgiant j sin-
tezei reikiamg temperatura, grafikas. Matome, kad minimalios energijos sagnau-

dos pasiekiamos prie temperaturos 1" ~ 1170 °C.

7 L L L
1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600

2.9 pav.: Energijos sanaudos prie pasirinkty temperatury.
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3. Trijy reagenty modelis

3.1 Trumpai apie CHAp sinteze

Ca—P-0O geliams sintetinti vandeniniu zoliy-geliy metodu, kalcio (Ca) ir fosfo-
ro (P) saltiniais pasirinkti kalcio acetatas monohidratas ir diamoniovandenilio
tetroksofosfatas. Stechiometriniai pradiniy medziagy kiekiai atskirai istirpinti
100ml distiliuoto vandens. Gauti skaidrus bespalviai tirpalai sumaisomi, pries
tai pasildzius iki 65°C. Misinys jgauna balksva spalva. Zoliy—geliy sintezés pro-
cese naudota kompleksuojanti reagentas vyno rugstis. 2,251 g vyno rugsties istir-
pinta 100 ml distiliuoto vandens. Po vienos valandos intensyvaus maisymo toje
pacioje temperaturoje uzdengtose stiklinése j pradiniy medziagy tirpalus supiltas
vyno rugsties tirpalas. Abiems misiniams tapus skaidresniais, jie toliau 15h buvo
maisomi magnetine maisykle uzdengtose laboratorinése stiklinése 65°C tempe-
raturoje. Po to tirpalai buvo koncentruojami atvirose stiklinése, esant tai paciai
65 °C temperaturai. MaiSymasbuvo baigtas tirpalams virtus baltu klampiu geliu.
Gauti Ca—P-O geliai 24 h dziovinti krosnyje (100 °C). Kserogeliai sumalti aga-
to grustuvéje ir 5 h kaitinti aplinkos ore 1000 °C temperaturoje (temperaturos

kélimo greitis 10 °C/min).

3.2 Matematinis modelis

1 skyriuje, remiantis veikian¢iy masiy ir Fick’o désniais, sudaryat difuzijos—
reakeijos lygéiu sistema Ca*™, PO}, OH™ ir Ca;o(PO,)s(OH), koncentracijoms

1, Co, c3 ir ¢4 cheminéje reakcijoje

10Ca** + 6PO,*” + 20H™ — Cayg(POy4)s(OH),. (3.1)
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Priminsime ja:

aﬁctl - DZ > Cl 1 k:010203, (3.2)
a;tz = DZ » 62 ! kC]_CQCg, (3.3)
% =D 2 aa—;??’ — %kclcgc& (3.4)
%c; = DZi: gz—;; + Elokclcgc;e,, (3.5)

su pradinémis reagenty koncentracijomis
ci(2,0)=c(z), €V =VUIV, i=1,234,
bei krastinémis salygomis srities V' kraste 9V

Ocy(z,t)

—0,i=1,2,3,4, t>0.
on eV

Trijy reagenty atveju apsiribojame dvimaciu atveju dél siy priezasciy:

o Atsizvelgiant j dviejy reagenty atvejo rezultatus, galima tiketis, kad tri-
macio modelio rezultatai buty panasus j dvimacio modelio rezultatus, o

skaiciavimy trukmeé buty zymiai didesné.

o Trimaciu atveju labai sudétinga sukonstruoti sritj su simetriskumo savybe,

o netgi sukonstravus — buty sudétinga joje skaitiskai spresti uzdavinj.

Kaip ir YAG sintezés atveju, pagrindinis tikslas panasus — naudojant duome-

nis (sintezes laikai prie skirtingu temperatury, daleliy dydziai), gautus atliekant
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laboratorinius eksperimentus Vilniaus universiteto Chemijos fakultete, istirti sa-

rysSius tarp D ir k. Skaiciavimuose, kaip ir dviejy reagenty atveju, pagrindiniai

pradiniai duomenys yra sintezés puslaikiai prie skirtingy temperatury.
Priminsime, kad puslaikis 1/, — tai laikas, per kurj pradinis suminis trijy

reagenty koncentracijos kiekis sumazeja pusiau, t.y. tenkina lygti

/(01<I,t1/2) + 02<x7t1/2) + Cg(ZL’, tl/g) dz
\%4

= %/V(cl(x, 0) + c2(x,0) + c3(x,0)) du. (3.6)

Kadangi eksperimentiskai nustatyti puslaikius yra sunku, chemikai pateiké
»pilnus® sintezés laikus prie keturiy skirtingy temperatiury, kai sintezes reakcijos
yra praktiskai pasibaigusios. Taciau teoriskai pilnas sintezés laikas yra begali-
nis, todél reikia susitarti, ka reiskia ,pilnas“ sintezés laikas. Darbe laikomasi
nuostatos, kad sintezés reakcija yra praktiskai pasibaigusi, kai neasureagavusiy
reagenty yra like apie 0,1% ~ 271, Kompiuteriniais eksperimentais nustatéme,
kad suminis reagenty kiekis reakcijoje gesta mazdaug eksponentiskai — sumi-
nio kiekio logaritmas kaip laiko funkcija yra gana artimas tiesei (iSskyrus gana
trumpa laika reakcijos pradzioje). Todél laikome, kad praktiskai puslaikis lygus
desimtadaliui ,,pilno® chemiky pateikto reakcijos laiko. Apytikrés puslaikiy ;o

reiksmeés prie skirtingy temperatury 7' pateiktos Sioje lenteléje:

tys () [ 1,6 [ 10] 08 [ 06
T (°C) | 900 | 100 | 1100 | 1200

Kaip ir dviejy reagenty atveju, noréedami gauti skai¢iavimams tinkamg mo-
delj, turime visy pirma isdéstyti reagenty daleles periodiskai. Jei dviejy reagenty
atveju ,sudéliodami® kvadratines dvieju rusiy (vaizduojamas juoda ir balta spal-
va) daleles ,Sachmatine“ tvarka iskart gavome simetriskumo savybe, tai perio-
diskas trijy spalvy daleliy iSdéstymas taip, kad tam tikroje mazoje srityje buty
tenkinama simetriskumo savybé, pasirodé Zymiai sudétingesnis uzdavinys. Deja,

tai padaryti nepavykosu kvadratinémis ar staciakampémis dalelémis bei sritimis.
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3.10 pav.: Sintezés erdvés periodizavimas dvimadio trijy daleliy modelio atveju.

Gali buti, kad tai net nejmanoma. Todél teko ieskoti kity formy daleliy ir sri-
¢iy. Galiausiai tai pavyko su rombo formos dalelémis ir simetriskumo savybe
pasizymincia trikampe sritimi, kaip pavaizduota 3.10 paveiksle.

3.11 paveiksle matome isskirtg trijy rombiniy daleliy kompleksa su trikampe
sintezes erdve. Rombinés dalelés apribotos punktyrinémis linijomis, o trikampé

sintezés sritis — iStisinémis.

<

3.11 pav.: Dvimatis trijy reagenty modelis: rombinés dalelés ir trikampé sintezés

erdve.

Daleliy dydis, anot chemiky, yra apie 600 nm = 0,6 gm. Imant ilgesniaja rom-
bo jstrizaine lygia 1 pm, trumpoji istrizainé yra /3 /3 =~ 0,6 pm. Taigi sintezés
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trikampio krastine galima laikyti apytikriai lygia 1 pm.

3.12 pav.: Sintezés erdveé trijy daleliy modelio atveju.

Taigi galutinai suvedéme nusy modelj j (3.2)—(3.5) lygciy systema trikampéje

sintezés erdvéje V', pavaizduotoje 3.12 paveiksle, su pradinémis salygomis (),

dc;
on

spresti sukonstruotas skirtuminis metodas, aprasytas 4.2 poskyryje.

1 = 1,2,3, bei Neumanno krastines salygomis ov = 0 Siai lygdéiy sistemai

3.3 Tikslai

Skaic¢iavimuose ir toliau remsimés Arrhenius’o désniu, apibrézianciu difuzijos ir

reakcijos koeficienty priklausomybe nuo temperaturos:

E
D—Doexp{—%}, k—koexp{—R—;}; (3.7)

¢ia Fp — difuzijos aktivacijos energija, F4 — reakcijos aktivacijos energija, Dy ir
ko — konstantos, o R = 8.314472.
Vienas i$ pagrindiniy tiksly yra koeficienty poru (D, k) prie skirtingy tempe-

ratury radimas. (3.2)—(3.4) lygciu sistemai sprendziamas atvirkstinis uzdavinys.
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Pirmiausiai turimiems prie tam tikry temperatury 7' puslaikiams ¢/, ieskomi
parametrai D ir k, tenkinanstys puslaikio salygas (2.5). Pasinaudojant gautais
duomenimis ir (2.7) désniu, galima rasti parametry Fp, Ea, Dy, ko apytiksles
reikSmes bei atitinkamas koeficienty reiksmes D ir k prie bet kokiy temperatu-

ry 7.

3.4 Skaiciavimo metodas ir eiga

Skirtingai nei YAG sintezéje, Sjkart zinomos yra puslaikiy reikSmeés sintezés reak-
cijose, vykdomose tik zoliy-geliy metodu. Todél negalima pasinaudoti galimybe
gauti vieng tikra koeficienty pora kaip dvieju (D, k) kreiviy prie tos pacios tempe-
raturos susikirtimo taska. Kita vertus, is viso turimos keturios puslaiky reiksmeés
prie keturiy skirtingy temperatury. Todél tikslinga modifikuoti parametry Ep,
E 4, Dy, ky radimo metoda.

Pirmiausiai, kaip ir anks¢iau, skirtingoms temperaturoms 7} = 1200°C,
T, = 1100°C, T3 = 1000°C ir T, = 900° nubréziamos atitinkamos kreivés L1,
Lo, Lz ir Ly per difuzijos ir reakcijos greicio koeficienty taskus (D, k), su kuriais
puslaikiai atitinka laboratorinius eksperimentus naudojant zoliy-geliy metoda
(t.y., atitinkamai ¢;/, = 0,6; 0,8; 1; 1,6). Tam naudojama kompiuterinio mo-
deliavimo programa, kuri bet kokioms fiksuotoms reikSméms (D, k), puslaikiui
t1/2 ir daleliy dydziui @ skaitiniais metodais sprendzia (3.2)—(3.4) lygciy sistema,
kol netenkinama salyga (2.5), ir kievienai fiksuotai D reikSmei vidurinio tasko
metodu randa k reikSme, su kuria puslaikis lygus duotajam. Kiekvienai tem-
peraturai T;, i = 1,2, 3,4, programa rado pakankamai didele aibe tasky (D, k),
kuriuos sujungus, gautos kreivés Ly, Lo, L3 ir Ly, pavaizduotos 3.13 paveiksle.

Dabar pereikime prie parametry (Ep, Ea, Dy, ko) radimo. Kiekvienai porai
(D1, k1) € Ly ir kiekvienai porai (D, ko) € Ly, pasinaudoje Arrhenius’o désniu
temperaturoms 77 = 1473 K ir T, = 1173 K, sudarome ir iSsprendziame lygciy

sistemas (Ep, Fa, Dy, ko) atzvilgiu:
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3.13 pav.: Skaic¢iavimo rezultatai trijy daleliy modelio sintezés atveju trikampéje erd-
véje V su krastinémis a = 1 (um) (3.12 pav.).

Parametrus (Ep, F4) apskai¢iuojame i$ iSraisku:

Dg Tl'Tg k2 Tl'T2
Fp=log —  ———— - R Ejy=log — —————— - R.
P T, T S P
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Juos turédami, apskaic¢iuojame (Dy, ko) i8S israisku:
Dy ko

T m U o
exp{ R%} exp {—Rﬁ}

Tokiu budu gauname visus galimus parametry (E%, EY, D), ki), i =1,2,.. .,

Dy =

rinkinius. Kartodami tuos pacius zingsnius kreivéms L ir L3, gauname dar vieng
galimy parametry deriniy komplekta (E%, Eﬁ;, DK, j=1,2,....
Toliau, pasinaudojant svertiniu maziausiy kvadraty metodu, ieSkoma maziau-

sia sumos
wi (B}, — E})* 4 wa(Ey — E])* + ws(Df — D))? + wy(kf — kj)° (3.8)

reiksmeé, parenkant svorius w;, ¢ = 1,2, 3,4, taip, kad sumuojami démenys buty
panasios eilés. Parametry rinkinius, kurie minimizuoja suma (3.8), pazymékime
(Bl B D Koy ir (B2, E?, D kI°). Juos abu galima laikyti apytikrémis tik-
ruyju parametry (Ep, Ea, Dy, ko) reiksmeémis, tik pirmasis rinkinys ,atstovauja“
kreiviy porai L; ir Ly, o antrasis — kreiviy porai Lo ir L3 (idealiu atveju jie tiesog
sutapty). Norédami suvienodinti kreiviy ,indélj“, laikomés ,aukso vidurkio“ ir

pasirenkame

Ep = (ES + ER)/2,
= (Ej + E})/2
= (D + D§)/2
— (k + k) /2.

Dabar naudojant Sias parametry reikSmes jau galima rasti koeficientus D ir k
prie bet kokios temperaturos T. 3.13 paveiksle juy reikSmeés temperaturoms 77,

1 =1,2,3,4, pazymétos “a”. Matome, kad jos gana gerai atitinka visas kreives L;.
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3.5 Skaic¢iavimo rezultatai

Dvimaciame trijy reagenty modelyje randame difuzijos ir reakcijos greiciy koefi-

cienty priklausomybe nuo temperaturos 7"

D = 1.6e-2 exp(—T7.7e4/(RT)), (3.9)
k = 2.7el0exp(—8.6e3/(RT)). (3.10)

Rastos Arrhenius’o désnio lygtys (3.9)—(3.10) leidzia apskai¢iuoti difuzijos
ir reakcijos grei¢io koeficientus prie bet kokiy temperatury. Juy reiSmeés prie
temperatury 7' = 900 °C, 1000 °C, 1100 °C ir 1200 °C pateiktos 3.6 lenteléje.

3.6 lentelé: Difuzijos ir reakcijos greicio koeficientai

T | 900°C | 1000°C | 1100°C | 1200°C
D | 6.8¢-6 | 1.3e-5 2.1e-5 3.4e-5
k | 1.1e10 | 1.2e10 | 1.3e10 | 1.4e10
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4. Skaitiniai metodai ir
algoritmai

4.1 Dviejy reagenty (YAG) atvejis

(2.2)—(2.4) lygciy sistemos, aprasancios YAG sintezés dinamika, sprendimui

naudojome gana standartinj skirtuminj metoda, kadangi sintezes sritis santyki-

nai paprasta — intervalas, kvadratas arba kubas (zr., pavyzdziui, [16], [47] ar-

ba [4]). Si metoda pilnumo délei ¢ia trumpai aprasysime. Apsiribosime trimaciu

— kubo — atveju. Pakeitimai vienamaciam ir dvimaciam atvejams akivaizdus.

Suformuokime tinklus:

wh:{xjkl - (.ZU], Yk, Zl) :xi:jhu yk:kha 2l :lh7 j,kf,l:O,...

h:

w,=A{t":t"=n1, n=0,..., M}, T =

Wrh = Wr X Wh.
Zymésime

— g _ n
u = iy = u(zpn,t"),
u—u
N s nt1 _
i =uly =u(m, t""), u = —

Ujp1,k — 2kl + Uj—1 ki

Aqujp = 72 )
Aoy — kLl — 2Ujpg + Ujp—1,

o1

=Nz =

7N}7



A Uik ga1 — 2Ujg T+ Uk g1
3Ujkl = 72 )

Au]'kl = Al’u]'kl + Azujk;l + A3Ujkl-

Tarkime, kad u; = ui;,; = ui(v,1"), i = 1,2, yra gardeléje w,j, apibréztos
funkcijos, aproksimuojancios koncentracijos funkcijas ¢; = ¢;(x,t), tenkinancias

(2.2)—(2.3) lygciy sistema. Joms konstruojame baigtiniy skirtumy schema
1
Ut = DA’LLl — gk}UﬂLQ,
1
U2t = DAUZ — gku1u2,
su pradinémis salygomis
ui(z12,0) = & (wm), i =1,2, 4, k,1=1,2,...,N,

ir krastinéemis salygomis

u (wop) = wi' (T1m), wi (Tnm) = ui (N1 m), Kk 1=1,2,..., N,
U?(l’joz) = U?(l‘ju), U?(%‘Nz) = U?(%,N&,l), Jl=12,...,N,
ui (o) = wi' (Tjp1), wi (Ten) = ui (Tpn-1), J b =1,2,..., N,
n=20,..., M.

Pazymékime k; = —%k, ky = —%k‘. Tada funkcijy u™' reiksmes visuose

gardelés taskuose randame rekurentiskai is iSraisky

=7 (DA + ksulul) 4ul, i =1,2, n=1,2,...,M — 1.

[ 7

Nors nagrinéjamos lygéiy sistemos sprendimas néra pagrindinis uzdavinys,
veikiau — pagrindinio uzdavinio sprendimo ,jrankis“, pateiksime keleta Siuo skai-
tiniu metodu gauty grafiky, jtikinamai iliustruojanciy nagrinéjams reakcija. Na-
turalu, kad tai galime padaryti tik dvimaciu atveju. SkaiCiavimai atlikti su
T = 1600°C (hi/2 = 3 h) ir difuzijos bei reakcijos greicio koeficienty reiks-
mémis D =4e-05 ir £ = 188, gautomis 2 skyriuje. Gardelés ir laiko zingsniai
h =0,05 (pm) ir ¢ =0,001 (s).
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0.000003
0.000002
0.000002
0.000002
0.000001
0.000000
0.000000

3.00000e-006

2.50000e-006

2.00000e-006

1.50000e-006

1.00000e-006

5.00000e-007

0.00000e+000

©
=)
S
S
S
<
[S)

0.000005
0.000004
0.000003
0.000002
0.000001
0.000000

6.00000e-006

5.00000e-006

4.00000e-006

3.00000e-006

2.00000e-006

1.00000e-006

0.00000e+000

(Y203); (b) c2 (Al203).

(a) a1

ijos:

4.14 pav.: Pradinés YAG sintezés koncentrac

53



4.14 paveiksle pateikti pradiniy koncentracijy grafikai.

4.15 paveiksle vaizduojamos reagenty ir produkto koncentracijos tarpiniu lai-
ko momentu, lygiu pusei puslaikio. Kadangi vaizdumo délei naudojame labai
smulky mastelj, realiai grafikai yra zymiai plokstesni — didziausios ir maziausios
reiksmes skiriasi tik treciu reikSminiu skaitmeniu.

4.16 paveiksle vaizduojamos reagenty ir produkto koncentracijos puslaikio
momentu, kuriame masteliai dar labiau pasmulkinti. Todél, pavyzdziui, pro-
dukto koncentracija cz, nors ir plokscia, grafike atrodo monotoniskai didéjanti.
Taciau praktiskai ji yra visiskai horizontali, nes skirtumas tarp didziausios ir ma-
ziausios reiksmés — 7-ame reikSminiame skaitmenyje! Beje, kaip ir turéty buti,
jos labai artimos teorinei produkto koncentracijos puslaikio momentu vidutinei

reikdmei 0,5 - 1076,
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0.00000103

0.00000103
1.03500e-006

1.03000e-006
1.02500e-006
1.02000e-006
1.01500e-006
1.01000e-006
1.00500e-006

0.00000102
0.00000102
0.00000102
0.00000101
0.00000101

0.00000172
0.00000171
0.00000171
0.00000170
0.00000170
0.00000169
0.00000169
0.00000168
0.00000168
0.00000168

1.72000e-006
1.71500e-006
1.71000e-006
1.70500e-006
1.70000e-006
1.69500e-006
1.69000e-006
1.68500e-006
1.68000e-006
1.67500e-006

0.00000032055
3.205506-007 0.00000032054
3.205456-007 000000032054
3.20540e-007 0.00000032053
3.20535e-007 0.00000032053
3.20530e-007 0.00000032052
3.20525e-007 0.00000032052
3.20520e-007

4.15 pav.: Tarpinés koncentracijos YAG sintezéje laiko momentu ¢ = 0,5t

(a) C1 (YQOg); (b) Co (AlgOg); (C) C3 (Y3Al5012).
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0.0000007579
0.0000007579
0.0000007579

0.0000007578
757860e-007 0.0000007578
;232‘2‘32:233 = — 0.0000007578
7.57800e-007 0.0000007578
7.57780e-007 0.0000007578
7.57760e-007 0.0000007577
7.57740e-007

7.57900e-007
7.57880e-007

0.0000012632

0.0000012631
1.26320e-006

1.26315e-006
1.26310e-006
1.26305e-006
1.26300e-006
1.26295e-006
1.26290e-006

0.0000012631
0.0000012630
0.0000012630
0.0000012629
0.0000012629

0.0000004947837

4.94784e-007 0.0000004947837

4.94784e-007 0.0000004947836

4.94784e-007 0.0000004947836

4.94784e-007 0.0000004947835

4.94784e-007 0.0000004947835

4.94783e-007

4.16 pav.: Koncentracijos YAG sintezéje puslaikio momentu t =t /5: (a) c1 (Y203);
(b) (&) (A1203); (C) C3 (Y3A15012).
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4.2 Trijy reagenty (CHAp) atvejis

Siame poskyryje aprasomas skirtuminis skaitinis metodas, sukonstruotas trijy
reagenty sintezés dinamika aprasancios (3.2)—(3.5) lygéiy sistemos sprendimui
taisyklingame vienetiniame trikampyje su duotomis pradinémis salygomis ir nu-

linémis Neumanno krastinémis salygomis. 3 skyriuje jis buvo naudotas CHAp
V3
2
aukstiné) staciakampyje. Staciakampio pagrinda (ir kartu trikampio pagrinda)
padalinkime j lyginj skaiciy n — 1 lygiy daliy, kuriy kiekvienos ilgis lygus ﬁ,
o Sonine staciakampio krastine — j pusantro karto daugiau (t.y. m — 1 = @)
lygiy daliy, kuriy kiekvienos ilgis lygus \/5(711_ ok Taip gauname staciakampe gar-

dele

sintezes atveju. Trikampj patalpinkime 1 X (trikampio krastiné x trikampio

j—1 k—1

wh = {(xj, yk) 1 2j = n_1 %~ m,

j=1,...,n, k=1,...,m}.

m-1 -

m-3

Ny, -

4.17 pav.: Trijuy daleliy sintezés gardelé
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Gardelé pavaizduota 4.17 paveiksle, kuriame paprastumo délei z ir y asyse
vietoje tasky x; ir y; pazymeti juy indeksai ¢ ir j. ISrinke ,Sachmatine tvarka®
kas antra Sios gardelés taska, patenkantj i trikampj, gauname trikampe gardele,

kurios kiekvienas taskas yra nutoles vienodu atstumu nuo seSiy artimiausiy gar-

delés tasky. Patogu visus atstumus isreiksti butent Siuo atstumu h = i)

Tada staciakampé gardelé aprasoma taip:

o= (G w2 = = ) Ph g = - )2,

Apibrézkime pagalbine funkcija K (i), i = 1,...,n, aprasancia trikampio gar-

delés taskus trikampio Soninése krastinése:

o jos krastas —
Owy, = {(x;,1) 1 =1,3,...,n} U{(2i, yx()):1=2,4,...,n—1}.

Nagrinékime bet kurj gardelés trikampj su centru M, ir kampiniais taskais My,
My ir My (7r. 4.18 pav.). Taikydami Teiloro formule pakankamai glodziai® dviejy
kintamujuy funkcijai f(x,y) tasko My = (z¢,yo) aplinkoje, kai h — 0, turime

®Tris kartus tolydziai diferencijuojamai.
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m - Mi(zo,y0 + h)

m-2

m-3 -

Mo (o — 23,40 — 4) Mj(zo + 183 ,yp — 1)

4.18 pav.: Laplaso operatoriaus aproksimacija trikampyje.

f(My) = f(x0,90),
f(My) = f(xo,y0 + )
10%f

0
f(xo,y0) + 8_5(3?0, Yo)h + éa_yQ(l"o, yo)h*> + O(h?),

V3 h
Y e — —

V3af
2 Oz

1 f V3 0% f
+§[Za 2($0;ZJO>+2 4 a a ( anO)

102f
+ Za—yg(xo, yo)} h? 4+ O(h%),

f(M3) = f(xo + ﬁh,l/o - ﬁ)

2 2

V30f _19f

= f(xo,y0) + 7%(5150, Yo) 5 ay ——(z0,y0) h

1[30%f V3 02 f
+§[Za 2@0;3/0) 2. 4 a a ( an(])

f(My) = f(xo —

= f(x0,%0) — == (0, Y o)h—%g—f(ﬂfo,yo)h

102f
+ Z_lf)_gﬂ(xo’ yo):| h2 + O(h3)
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Sudéje tris paskutines lygybes, gauname

f(My) + f(Ms) + f(Ms3)

0? 0?
= 3f(My) + 4§1 [8_;;(%’?/0) + a—y];(ifo, yo) | h* + O(h?)

—3F(My) + %Af(xo,yo)hz +OM).

IS ¢ia gauname

Af(zo,90) = f(0) + f(M2>;h2f(M3) — 3 f(My)

+O(h), h—0.

Todél baigtiniy skirtumy schemg nagrinéjamai lygciy sistemai konstruojame A f
reikSmes keisdami skirtuminiu reiskiniu, gautu atmetus pastarajame sarysyje

lieckamajj narj O(h), t.y. imdami

f(My) + f(My) + f(M3) — 3f (M)

4

. (4.1)

Jei taskas M, yra trikampes gardelés wj;, kraste, tai vietoje trikampio virsu-
niy M|, M} arba Mj, esanciy trikampes gardelés iSoréje, imame taskus My, Mo,
arba Ms, simetriskus toms virsunéms gardelés krasto atzvilgiu (zr. 4.19 pav.).
Taip trikampés gardeles kraste automatiskai garantuojamas nulinés Neumanno
salygos analogas skirtuminei schemai, nes koncentracijy reikSmes sintezes erdvés
simetrisSkumo savybés déka tuose taskuose sutampa: c;(M],t) = ¢;(M;,t). Visi
galimi trikampio virSuniy padéties atvejai (reikalingi skirtuminés schemos rea-
lizavimui skaiCiavimuose) suraSyti 4.7 lenteléje, kurioje trumpumo délei vietoje
(x;,y;) rasome tik indeksus (3, j).

Dabar, naudodamiesi (4.1) lygybe ir 4.7 lentele, sudarykime skirtumine sche-
ma (3.2)—(3.4) lygciy sistemai spresti. Kiekvienam gardelés taskui z;; = (x;,y;) €

1,2

wh, pazymesime x;;, T3, atf’j atitinkamai taskus My, My, Ms, gautus is 4.7 lentelés

imant My = x;;.
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m-2

m-3

4.19 pav.: Iliustracija Laplaso operatoriaus aproksimacijai trikampyje, kai My yra
gardelés kraste.

4.7 lentelé: Taskai My, My, M3 priklausomai nuo tasko M, padéties.
My = (i, 5) M, M, M
Mo € wj, \ Ow, (4 (1 (
My € 0, j =1 ( ( (
M()an;” 1<i<n1/2 ( ( (
My € 0wy, g <i<n|(i—=1j+1)|(i—-1,7-1)]| (4,5—2)
( ( (
( ( (
( ( (

(1,1)
(n,1)
(nl/Qam)

Toliau pazymékime

U= U = u(x;,t"),

A

U= UZ-—H = u(a:ij,tnﬂ), Uy = u;u)
AU:AUU' — ( z]) ( 2])3 ( ’Lj) ( J). (42)
S h2
4

n

Tarkime, kad w,, = uy, ;; = Um (v, t"), i = 1,2, yra gardeléje w, , apibréztos

funkcijos, aproksimuojancios koncentracijos funkcijas ¢, = ¢, (z,t), m = 1,2, 3,
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tenkinancias (3.2)—(3.4) lygciy sistema. Joms konstruojame baigtiniy skirtumy

schema

1
Uy = DAUl — —k'LL1UQ'LL3,

12
1

Ut = DAUQ — %I{?UQUQU:;,
1

Uzt = DA'LLg — @k’&ﬂj@l&g,

su pradinémis salygomis
U (2i5,0) = ¢ (145), 45 € W), m=1,2,3;

ju ¢ia detaliai neisraSinésime, nes jos gana aiskiai parodytos 3.12 paveiksle tose
trikampése srityse, kuriose jos nelygios nuliui. Tiesa, norédami skaic¢iavimuo-
mol

m3 )
‘;%%1, padauginti i§ 1076, Kadangi krastinés salygos, atitinkancios nuline Neu-

se pereiti prie koncentracijos vienety

turime reiksmes, paveiksle nurodytas

manno krastine salyga, faktiskai jau apibréztos (4.2) lygybéje 4.7 lentelés pag-
rindu, tai jokiy papildomy krastiniy salygy reikalauti nereikia.

n+1

n* reikSmes

Pazymekime k; = —%k, ko = —%kz, ks = —%k;. Tada funkcijy u

visuose gardelés taskuose randame rekurentiskai is israisky

u =7 (DAUT, + ke ul ul ul) +ul, m=1,2,3.

Norédami modeliuoti ir produkto koncentracijos ¢; dinamika (uzdavinio spren-
dimui ji nenaudojama), prie $iy aproksimacijuy galime prijungti ir (3.5) lygties
sprendinio su nuline pradine salyga c}(x) = 0 rekurentiskai apibréziama aprok-
simacija
ui™ =7 (DAUY + Lk uy uy uy) + uy.
120

Sia schemg taip pat iliustruosime keliais reagenty ir produkto koncentraci-
ju grafikais. Skaic¢iavimai atlikti su 77 = 1000°C (hy/» = 1h) ir difuzijos bei
reakcijos greic¢io koeficienty reiksmémis D =1.25e-05 ir k& =1.5e+10, gautomis

3 skyriuje. Gardelés ir laiko zingsniai h = 3% (um) ir t =0,001 (s).
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4.20 paveiksle vaizduojamos pradinés reagenty koncentracijos ¥, i = 1,2, 3.

4.21 ir 4.22 paveiksluose vazduojamos reagenty koncentracijos atitinkamai
laiko momentu, lygiu puslaikio pusei, ir puslaikio momentu. Vizualiai grafikai
labai panasus, tik puslaikio momentu grafikai plokstesni ir ,Zzemesni“, kaip ir
turéty buti dél reagenty difuzijos ir reakcijos.

4.23 paveiksle vaizduojamos produkto koncentracijos momentais laiko mo-
mentais ¢t = 0,511/, t1/2 ir 41;/2. Pastaruoju laiko momentu produkto koncent-
racijos grafikas jau visai plokscias (4.23(c) pav.) Ar reakcija dar tebevyksta?
4.24 paveiksle, kuriame tas pats grafikas pavaizduotas smulkiu masteliu, matyti,
kad koncentracijos reiksmiy grafikas dar néra visai plokscias, ir tos reiksmeés apy-
tikriai lygios apie 2,8 - 107 — nors ir nedaug, bet Siek tiek triiksta iki galutinio

teorinio kiekio % -1076,
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4.20 pav.:
(b) c2 (PO4*7)

?
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Pradinés reagenty koncentracijos CHAp sintezéje:
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4.3 Lygiagretinimo algoritmas parametry
(D, k) skaiciavime

Kadangi modelis reikalauja daugybeés parametry, atitinkanciy realiy cheminiy
sinteziy duomenis, skaiciavimy, todél racionalu juos kiek galima daugiau lygia-
gretinti. Daugiausiai laiko modelio skai¢iavimuose reikalauja galimy (atitinkan-
¢iy duota puslaikj) difuzijos ir reakcijos greic¢io koeficienty pory (D, k) radimas,
todél smulkiau pateiksime juy skaiciavimy lygiagretinimo algoritma. Lygiagreti-
nimo biblioteka MPI leidzia skai¢iavimo procesy gijoms bendrauti tarpusavyje,
todél buvo pasirinkta ,Seimininko/tarno“ (angl. master/slave) algoritmo imple-
mentacija. Kiekviena ,Seimininko“ proceso gija yra atsakinga uz jai parinkto
difuzijos koeficiento D atitinkamo reakcijos greicio koeficiento k£ radimg. Tuo
tarpu ,tarno® proceso gijos gauna is savo ,,Seimininko“ gijos difuzijos koeficienta
D bei intervalg [kq, ky), su kuriais turi apskaiciuoti puslaikj ¢;/o arba pranesti,
kad puslaikis trunka zZymiai ilgiau nei reikalauja realiy sinteziy duomenys. Jeigu
Ltarno“ tipo gijos pagal jiems pateiktus parametrus atlieka tik skaitiniy metody
skaic¢iavimus ir apskaiciuoja reakcijos puslaikj, tai ,,Seimininko® gijos, atsizvelgda-
mos ] paskaic¢iuotus puslaikius, turi racionaliai siaurinti reakcijos greicio paieskos
intervala [k,, k), taip tikslindamos reakcijos greicio koeficiento k reiksmes.

4.3.1 Procesy gijuy tipy paskirstymas

Kadangi MPI protokolas reikalauja iSankstiniy skaic¢iavimams reikalingy gijy uz-
registravimo, o kiekviena gija zino, kiek skaiciavimuose yra naudojama gijy bei
koks yra jos numeris, tai pagal Siuos parametrus kiekviena gija atsirenka, ar ji

yra ,Seimininko“ ar ,tarno“ tipo gija.

Require: z — gijos numeris, y — vienai (D, k) poros paieskai skirty gijy skaicius

: function GuosTipas(z,y)
if  mod y == 0 then
return "M ASTER’
else
return 'SLAV E’
end if
end function

NN
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4.3.2 Reakcijos greicio koeficiento paieskos intervalo siau-
rinimas

Pradzioje apibrézkime, kada laikoma, kad pasirinktam koeficientui D rastas k

yra teisingas.

Require: t — puslaikis prie pasirinkty (D, k), t1/2 — duotas puslaikis, {c — leidziama laiko paklaida

: function ARPARAMETRASRASTAS(, ¢ /2, te)
if ‘t — t1/2| S te then
return TRUE
else
return FALSE
end if
7: end function

Kiekviena ,tarno“ tipo gija, gaudama nauja intervala [k,, k| iS savo ,Seimi-
ninko“ gijos, naudodama funkcijg Priskirti_k, apskaic¢iuoja, kokiam k reikia rasti

puslaikj.

Require: i — gijos numeris, [kq, kp] — intervalas, kuriame ieskomas tinkamas reakcijos greicio koeficientas k,
nodesForTask — vienai (D, k) poros paieskai skirty gijuy skai¢ius

1: function PRISKIRTI_K(i, kq, kb, nodesForTask))
2: return kq + ((ky — ka)/(nodesForTask — 1)) * (rank/nodesForTask)
3: end function

Zemiau pateikiamuose algoritmuose SEIMININKOGIJA bei TARNOGI1JA funk-
cijos Gauk_k_is_gijos ir Gauk_laika_is_gijos atspindi M PI_ Recv tipo proce-
duras, kurios grazina is 7 gijos jai priskirta reakcijos greicio koeficientg rc; bei ap-
skaic¢iuota puslaikj recSeconds, o proceduros Siusk_ka_gijai, Stusk_kb_gijai
ir Siusk_ Ar ParametrasRastas_gijai atspindi M PI_Send tipo proceduras, ku-
rios iSsiuncia susiaurinta reakcijos grei¢iy intervala [k,, k], kuriame reikéty iesko-
ti tinkamg reakcijos greic¢io koeficienty k ir pozymj, ar reikia testi skai¢iavimus.
Tarno tipo gijos tesia puslaikiy skai¢iavimus vis siauresniuose intervaluose, kol
negauna is savo Seimininko gijos pranesimo, kad tinkamas puslaikis yra rastas.

Naudojantis MPI lygiagretinimo protokolo galimybémis, programa lygiagre-
¢iai paleidzia norima kiekj ,,Seimininky® ir ,tarny“. Rezultate gaunamas tekstinis

failas su aibe (D, k) reiksmiy, atitinkanciy duotg puslaikj t; /.
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Require: nodelndz — Seimininko gijos numeris, ¢; /o — reikalaujamas puslaikis, [ka, kp] — intervalas, kuriame
ieSkomas tinkamas reakcijos greicio koeficientas k, D - difuzijos koeficientas, kuriam reikia rasti k

procedure SEIMININKOGLIA(nodeIndz, ty /2, ka, kp, D)
— numtasks — paskutinio ,tarno“, priklausanc¢io nodelIndx ,Seimininkui‘,* gijos indeksas
— nodesForTask — skaicius giju, skirty vienos (D, k) poros radimui
numtasks < (nodeIndx + nodesForTask)
while (!ArParametrasRastas(t,ty/,tc)) do
for i < (nodelndz + 1) .. numtasks do
reg — Gauk_k_is_gijos(i)
recSeconds < Gauk_laika_is_gijos(i)
if (recSeconds > ty/5 AND (recSeconds — ty/3) < bestTimeLimit) then
bestTimeLimit < recSeconds —t1 o
bestT'ime < recSeconds
else if (recSeconds < halfTime AND (t;,9 — recSeconds) < bestTimeLimit) then
bestTimeLimit < t, /5 — recSeconds
bestT'ime < recSeconds
end if
if (recSeconds < t/3) then
if (rep < kp) then
kb < rcg
end if
else
if (rcg > ka) then
ko < rcg
end if
end if
end for
for i < (nodelndz + 1) .. numtasks do
Siusk_ka_gijai(kq,1)
Siusk_kb_gijai(ky,1)
Siusk_ Ar ParametrasRastas_ gijai(Ar ParametrasRastas(t, ty /2, te), 1)
30: end for
31: end while
32: end procedure

DD DO RO B R DD DN DD DO DD = = = = = b 2 e

Require: nodelndzx — gijos numeris, masterIndex — Seimininko gijos numeris, nodesForTaskk — vienai (D, k)
poros paieskai skirty giju skaicius, D — difuzijos koeficientas, kuriam reikia rasti k

1: procedure TARNOGLIA(nodelndzr, master Index, nodesForTask, D)

2: while (IGauk_ ArParametrasRastas_is_gijos(masterIndex)) do

3: ka < Gauk_ka_is_gijos(masterIndex) — Gauna k, dyd] i$ Seimininko gijos

4: kp + Gauk_kb_is_gijos(masterIndex) — Gauna k;, dydj i§ Seimininko gijos

5: k <+ Priskirti—k(nodelndz, kq, ky, nodesForTask) — Apskaiéiuoja k pagal intervala [kq, kp)

6: l1/2 < Apskaiciuok _puslaiki(D, k) — Puslaikis apskaic¢iuojamas sprendziant difuzijos reak-
cijos lygtis skirtuminiais metodais

7 Siusk_k_gijai(masterIndex, k) — Siuncia k Seimininko gijai

8: Siusk_laika_gijai(masterIndex,t, ;o) Siuncia t; / Seimininko gijai

9: end while

10: end procedure
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IsSvados

Remiantis antruoju Fick’o, aktyviy masiy ir Arrhenius’o désniais, pateikti ir iSa-
nagrinéti dviejy reagentu (dvimatis ir trimatis) ir triju reagenty (dvimatis) sinte-
zés reakcijy prie auksty temperatury matematiniai modeliai — difuzijos—reakcijos
lygéiy sistemos, aprasancios reagenty ir produkto koncentracijy dinamika laike.
Siy modeliy pagrindu pateikti difuzijos ir reakcijos grei¢io koeficienty skai¢iavimo
metodai esant ribotiems realiy laboratoriniy eksperimenty duomenims (puslikiai
ir apytikrai reagenty daleliy dydziai). Taikant Siuos metodus konkreciais itrio
aliuminio granato (YAG) dvieju reagenty ir kalcio hydroksiapatito (CHAp) triju
reagenty sintezés reakcijy atvejais su chemiky pateiktais duomenimis, gauti Sie
pagrindiniai rezultatai bei iSvados:

1. Isvestos formulés difuzijos ir reakcijos greicio koeficienty formuleés, is-
reiskiancios ju priklausomybe nuo temperaturos: (2.10)—(2.13) lygtys YAG ui
ir (3.9)—(3.10) CHAp'ui. Kartu spskaiciuotos aktyvacijos energijos, svarbios kity
sinteziy analizei.

2. YAG sintezés atveju rezultatai reakcijos greicio koeficientui panasus visy
dimensijy modeliuose. Taciau difuzijos koeficientui rezultatai panasus tik dvi-
maciu ir trimaciu atvejais. Kadangi trimaciu atveju skaiciavimai yra zenkliai
sudétingesni ir reikalauja zZymiai daugiau kompiuterinio laiko, tai panasiais at-
vejais racionalu pasirinkti dvimatj modelj.

3. Naudojant (2.12)—(2.13) lygtis, prie keliy skirtingy temperatury apskai-
¢iuoti parametrai D bei & YAG sintezéje ir kompiuterinio modeliavimo keliu —
atitinkami sintezés reakcijy puslaikiai. Jy pagrindu apskaiciuoti reakcijai suvar-

tojami energijos kiekiai prie skirtingy temperatury ir rasta optimali temperatura.

72



Literatura

1]

B. Adnadevic, B. Jankovic, and D. M. Minic, Kinetics of the apparent
isothermal and non-isothermal crystallization of the alpha-Fe phase within
the amorphous Fe81B13Si4C2 alloy, J. Phys. Chem. Solids, 71(7):927-934,
2010.

T. Aichele, T. Lorenz, R. Hergt, and P. Gornert, Garnet layers prepared
by liquid phase epitaxy for microwave and magneto-optical applications: A
review, Cryst. Res. Technol., 38(7-8):575-587 (2003).

B. N. Arzamasov and V. N. Simonov, Circulation method for depositing
diffusion coatings, Met. Sci. Heat Treat., 52(9-10):403-407, 2011.

R. Baronas, F. Ivanauskas, and J. Kulys, Mathematical Modeling of Biosen-
sors, Springer, 2010.

J.L. Bates and J.E. Garnier, FElectrical Conductivity of MgAl,04 and
Y3Al5010, J. Am. Ceram. Soc., 64:C138-C141 (1981).

H. Belhouchet, M. Hamidouche, N. Bouaouadja, V. Garnier, and G. Fan-
tozzi, Kinetics of mullite formation in zircon and boehmite mixture, Annal.

Chimie-Sci. Mater., 35(1):17-25, 2010.

I. Bogdanoviciene, A. Beganskiene, K. Tonsuaadu, J. Glaser, H.-J. Meyer,
and A. Kareiva, Calcium hydroxyapatite, (Ca;o(PO4)6(OH)2, HA) ceramics
prepared by aqueous sol-gel processing, Mater. Res. Bull., 41:1754-1762
(2006).

73



8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

I. Bogdanoviciene, K. Tonsuaadu, and A. Kareiva, Influence of gelation
temperature on the properties of sol-gel derived calcium hydroxyapatite ce-
ramics, Polish J. Chem., 83:47-55 (2009).

I[. Bogdanoviciené, A. Beganskiené., A. Kareiva, R. Juskénas, A. Selskis, R.
Ramanauskas, K. Tonsuaadu, and V. Mikli, Influence of heating conditions
on the formation of sol-gel derived calcium hydroxyapatite, Chemija, 21:98—
105 (2010).

eve—

A. Beganskiené, and A. Kareiva, pH impact on the sol-gel preparation of
calcium hydroxyapatite, Cao(POy4)¢(OH)s, using a novel complexing agent
DCTA, Centr. Eur. J. Chem., 8:1323-1330 (2010).

M.E. Brown, Introduction to Thermal Analysis, Techniques and Applica-
tions, London, Chapman and Hall (1988).

P. Budrugeac, An iterative model-free method to determine the activation
energy of non-isothermal heterogeneous processes, Thermochimica Acta,
511(1-2):8-16, 2010.

G.W. Chadzynski, V.V Kutarov, and P. Staszczuk, Kinetic study on thermal
decomposition of the high-temperature superconductor in vacuum microba-
lance, J. Therm. Anal. Calorim., 76:633-638 (2004).

C. Chen, W. L. Gong, W. Lutze, and I. L. Pegg, Kinetics of fly ash geopo-
lymerization, J. Mater. Sci., 46(9):3073-3083, 2011.

C.K. Chua, K.F. Leong, K.H. Tan, F.E. Wiria, and C.M. Cheah, Develop-
ment of tissue scaffolds using selective laser sintering of polyvinyl alco-
hol /hydroxyapatite biocomposite for craniofacial and joint defects, J. Mater.
Sci.: Mater. Med., 15:1113-1121 (2004).

R. Ciegis, Diferencialiniy lygciy skaitiniai sprendimo metodai, Vilnius, VG-
TU leidykla ,, Technika®, 2003.

74



[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

[23]

[24]

[25]

[26]

C. J. Deng, J. M. Cai, and R. H. Liu, Kinetic analysis of solid-state reactions:
Evaluation of approximations to temperature integral and their applications,
Solid State Sci., 11(8):1375-1379, 2009.

J. Dong, P. Deng, and J. Xu, Study of the effects of Cr ions on Yb in
Cr,Yb:YAG crystal, Optics Commun., 170(4-6):255-258, 1999.

L. Gan, J. Wang, A. Tache, N. Valiquette, D. Deporter, and R. Pilliar,
Calcium phosphate sol-gel-derived thin films on porous-surfaced implants for
enhanced osteoconductivity. Part II: Short-term in vivo studies, Biomater.,
25:5313-5321 (2004).

E. Garskaite, D. Jasaitis, and A. Kareiva, Sol-gel preparation and electrical
behaviour of Ln: YAG (Ln = Ce, Nd, Ho, Er), J. Serb. Chem. Soc., 68(8—
9):677-684 (2003).

C.J. Harlan, A. Kareiva, D.B. Macqueen, R. Cook, and A.R. Barror, Ytt-
rium substituted alumoxanes: A chemie duce route to Y3Al;015 (YAG) and
Y;A1,09 (YAM), Adv. Mater., 9(1): 68-71 (1997).

A. Tkesue, K. Yoshida, and K. Kamata, Transparent Cr4-+-doped YAG ce-
ramics for tunable lasers, J. Am. Ceram. Soc., 79(2):507-509 (1996).

F. Ivanauskas, A. Kareiva, and B. Lapcun, On the modeling of solid state
reactions. Synthesis YAG, J. Math. Chemistry, 37(4):365-476, 2005.

F. Ivanauskas, A. Kareiva, and B. Lapcun, Diffusion and reaction rates of
the yttrium aluminum garnet synthesis using different techniques, J. Math.
Chemistry, 42(2):191-199, 2007.

F. Ivanauskas, A. Kareiva, and B. Lapcun, Computational modeling of the
YAG synthesis, J. Math. Chemistry, 46(2):427-442, 2009.

V. Kabaila, Matematiné analizé, 2 tomas, Vilnius, Mokslas, 1986.

5



[27]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[36]

S.M. Kaczmarek, G. Domianiak-Dzik, W. Ryba-Romanowski, J. Kisielews-
ki, and J. Wojtkowska, Changes in optical properties of Ce: YAG crystals

under annealing and irradiation processing, Cryst. Res. Technol., 34(8),
1031-1036 (1999).

S.B. Kim, Y.J. Kim, T.L. Yoon, S.A. Park, I.LH. Cho, E.J. Kim, .A. Kim,
and J.-W. Shin, The characteristics of a hydroxyapatite—chitosan-PMMA
bone cement, Biomater., 25:5715 (2004).

B.H. King and J.W. Halloran, Polycrystalline yttrium aluminum garnet
fibers from colloidal sols, J. Am. Ceram. Soc., 78(8), 2141-2148 (1995).

L.D. Kudriavcev, Ostrogradskogo formula, Matematiceskaja enciklopedija, 4

tomas, Maskva, Sovetskaja enciklopedija, 1984.

E. Landi, G. Celotti, G. Logroscino, and A. Tampieri, Carbonated hydro-
xyapatite as bone substitute, J. Fur. Ceram. Soc., 23:2931-2937 (2003).

B. Lapcun, Modelling of the YAG synthesis, Ph.D. thesis, Vilnius University,
Vilnius, 2007.

A. Leleckaite and A. Kareiva, Synthesis of garnet structure compounds using
aqueous sol-gel processing, Opt. Mater., 26(2):123-128 (2004).

Y. Liu, Z.F. Zhang, B. King, J. Halloran, and R.M. Laine, Synthesis of ytt-
rium aluminum garnet from yttrium and aluminum isobutyrate precursors,

J. Am. Ceram. Soc. 79:385-394 (1996).

M. Malinowski, M. Kaczkan, A. Wnuk, and M. Szufliska, Emission from the
high lying excited states of Ho** ions in YAP and YAG crystals, J. Lumin.,
106:269-279 (2004).

R. Manalert and M.N. Rahaman, Sol-gel processing and sintering of yttrium
aluminum garnet, J. Mater. Sci., 31:3453-3458 (1996).

76



[37]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

F. Miyaji, Y. Kono, and Y. Suyama, Formation and structure of zinc-
substituted calcium hydroxyapatite, Mater. Res. Bull., 40:209-220 (2005).

H. H. Mohamed, C. B. Mendive, R. Dillert, and D. W. Bahnemann, Kinetic
and mechanistic investigations of multielectron transfer reactions induced

by stored electrons in TiO2 nanoparticles: A stopped flow study, J. Phys.
Chem. A, 115(11):2139-2147, 2011.

I. Muliuoliené, S. Mathur, D. Jasaitis, H. Shen, V. Sivakov, R. Rapalaviciute,
A. Beganskiené, and A. Kareiva, Evidence of the formation of mixed-metal
garnets via sol-gel synthesis, Opt. Mater., 22, 241-250 (2003).

K. Muraleedharan, V. M. A. Mujeeb, M. H. Aneesh, T. Gangadevi, and M.
P. Kannan, Effect of pre-treatments on isothermal decomposition kinetics of
potassium metaperiodate, Thermochimica Acta, 510(1-2):160-167, 2010.

A. Perejon, P. E. Sanchez-Jimenez, J. M. Criado, and L. A. Perez-Maqueda,
Kinetic analysis of complex solid-state reactions. A new deconvolution pro-
cedure, J. Phys. Chem. B, 115(8):1780-1791, 2011.

W. Preis, Modelling of surface exchange reactions and diffusion in com-
posites and polycrystalline materials, Montash. Chemie, 140(9):1059-1068,
20009.

R.C. Pullar, M.D. Taylor, and A.K. Bhattacharya, The sintering behaviour,
mechanical properties and creep resistance of aligned polycrystalline ytt-
rium aluminium garnet (YAG) fibres, produced from an aqueous sol-gel
precursor, J. Eur. Ceram. Soc., 19:1747-1758 (1999).

A.P. Purmal, Empiriné kinetika (Formalioji, fenomenologiné kinetika), mo-
kymo priemoné, Maskva, Maskvos fizikos—technikos institutas, 2000 (rusy
k.).

S.R. Ramanan and R. Venkatesh, A study of hydroxyapatite fibers prepared
via sol-gel route, Mater. Lett., 58:3320-3323 (2004).

7



[46]

[50]

[51]

[52]

[53]

R.V.G. Rao, U. Bandyopadyay, and R. Venkatesh, A new approach in the
estimation of diffusion-coefficient and its pressure derivative in liquids, Phy-
sica Status Solidi B — Basic Research, 181(1):1-5 (1994).

A. A. Samarskii, The Theory of Difference Schemes, Marcel Dekker, New
York, 2001.

M. Shirkhanzadeh, Microneedles coated with porous calcium phosphate ce-
ramics: effective vehicles for transdermal delivery of solid trehalose, J. Ma-
ter. Sci.: Mater. Med., 16:37-45 (2005).

Z. Sun, D. Yuan, H. Li, X. Duan, H. Sun, Z. Wang, X. Wei, H. Xu, C. Luan,
D. Xu, and M. Lv, Synthesis of yttrium aluminum garnet (YAG) by a new
sol-gel method, J. Alloys Comp., 379(1-2), L1-L3 (2004).

H. Takaba, T. Suzuki, S. Nakao, Estimation of diffusion coefficient and
permeance of aromatic molecules in silicalite and MgZsm-5 using quantum

calculation and dynamic Monte Carlo simulation, Fluid Phase Equilibria,
219(1):11-18 (2004).

H. Tanaka, Thermal analysis and kinetics of solid state reactions, Thermo-
chim. Acta, 267:29-44 (1995).

A.C. Tas and F. Aldinger, Formation of apatitic calcium phosphates in a Na-
K-phosphate solution of pH 7.4, J. Mater. Sci.: Mater. Med., 16:167-174
(2005).

C.W. Thiel, H. Cruguel, Y. Sun, G.J. Lapeyre, R.M. Macfarlane, R.W. Equ-
all, and R.L. Cone, Systematics of 4f electron energies relative to host bands

by resonant photoemission of rare earth doped optical materials, J. Lumin.,
94-95:1-6 (2001).

78



[54]

[55]

[56]

[59]

[61]

[62]

T. Tsuda, S. Kitagawa, T. Ono, and M. Maeda, Novel instrumentation for
measurement of diffusion coefficient by capillary zone electrophoresis and its
application to aqua lathanide ions, J. Capillary Electrophor., 4(3):113-116
(1997).

M. Vallet-Regi, Ceramics for medical applications, J. Chem. Soc. Dalton
Trans., 2:97-108 (2001).

H.K. Varma and S.S. Babu, Synthesis of calcium phosphate bioceramics by
citrate gel pyrolysis method, Ceram. Int., 31:109-114 (2005).

S. Vyazovkin and C.A. Wight, Kinetics in solids, Ann. Rev. Physic. Chem.
48:125-149 (1997).

F. Xia, J. Brugger, and A. Pring, Arsenian pyrite formation: Solid-state
diffusion or dissolution-reprecipitation replacement?, In: Smart Science for
Exploration and Mining, Proc. 10th Biennial SGA Meeting of The Society
for Geology Applied to Mineral Deposits, Ed. by P. J. Williams et al., 2:700—
702, 2010.

M. Yada, M. Ohya, M. Machida, and T. Kijima, Synthesis of porous yttrium
aluminium oxide templated by dodecyl sulfate assemblies, Chem. Commun.,
18:1941-1942 (1998).

J.-M. Yang, S.M. Jeng, and S. Chang, Fracture behavior of directionally
solidified Y3Al5015/Al,03 eutectic fiber, J. Am. Ceram Soc., 79(5):1218~
1222 (1996).

X. Zhang, H. Liu, W. He, J. Wang, X. Li, and R.I. Boughton, Synthesis
of monodisperse and spherical YAG nanopowder by a mixed solvothermal
method, J. Alloys Comp., 372(1-2):300-303 (2004).

H. Zreigat, R. Roest, S. Valenzuela, A. Milev, and B. Ben-Nissan, Human
bone derived cell (HBDC) behaviour of sol-gel derived carbonate hydroxy-
apatite coatings on titanium alloy substrates, Bioceramics, 17(1):541-544

(2005).

79



