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[vadas

Tiriamoji problema ir darbo aktualumas. Nagriné¢jamoji problema yra glaudziai
susijusi su daugiamaciy stebiniy pasiskirstymo analize — viena i§ esminiy duomeny analizés
Saky, kuria remiasi daugelio kitu uzdaviniy sprendimas (diskriminantiné analizé, vaizduy
atpazinimas ir pan.). Pasiskirstymo tankiy vertinimo metodologija sulaukia vis daugiau démesio
dél naujai atsiradusiy taikymo sri¢iy: genetinés informacijos apdorojimo, astronomijos tyrimy
objekty analizés, kompiuterinés technikos bei jos periferijos duomeny tyrimo ir t. t. Nors yra
daugybé duomeny pasiskirstymo tankiy vertinimo metody, ivairiis autoriai siiilo vis naujas id¢jas
[10, 19, 61, 108, 132, 168, 170, 171, 206].

Gana placiai paplit¢ modeliai, kai skirstinio Seima yra Zinoma. Ypa¢ daznai pasitaiko
Gauso skirstinio modelis. Sprendziant realius pasiskirstymo uzdavinius, paprastai biina nezinoma
skirstinio Seima (pvz., prielaida dél modelio gausiSkumo neretai biina klaidinga). Pagal tai, ar
zinoma stebimo atsitiktinio dydzio skirstinio Seima, tankiy vertinimas skirstomas | parametrinj ir
neparametrini. Parametrinio vertinimo atveju daroma prielaida, kad tankio funkcija fx),
apibudinanti d-matj atsitiktini vektoriy X, priklauso tam tikrai gana siaurai funkcijy Seimai f{-;0),
salygojamai nedidelio skai¢iaus parametry 6 = (6,,0,,...,6,) . Pavyzdziu galéty biiti daugiamaciy
normaliniy skirstiniy Seima, kuria nusako vidurkio vektorius ir kovariaciné matrica. Tankis, kuris

apskaiCiuojamas pagal parametrinj jvertini, gaunamas i$ pradziy apskaiciavus parametro € iverti

8’ ir ]A” =f (-;g) . Toks traktavimas statistiniu poZiiiriu yra labai efektyvus, taciau jeigu né vienas
Seimos f{-;0) narys néra artimas funkcijai f, gauti rezultatai gali biiti labai netikslis.

Praktikoje parametrinis modelis daznai taikomas ir tuo atveju, kai tikrasis tankis tik
apytiksliai aproksimuojamas parametriniu modeliu. Ypa¢ tai biidinga tyrimams, kai imtys néra
didelés. Pavyzdziui, parametry jverCiams rasti galima taikyti maksimalaus tikétinumo metodq
(angl. maximum likelihood method; toliau — MTM). Deja, tokiy iverciy apskai¢iavimas yra rimta
praktiné problema daugiamaciu atveju; ypac tai liecia skirstiniy miSiniy modelius, kurie taikomi
daugiamodaliniam tankiui aproksimuoti. Did¢jant duomeny matavimo ir miSinio komponenty
skaiciui, parametry dimensija greitai auga, o tikétinumo funkcija turi daug lokaliyjy ekstremumy.
Klasikiniy optimizavimo metody taikymas neduoda geru rezultaty, todél, analizuojant miSinius,
parametrams vertinti dazniausiai naudojamas rekurentinis tikétinumo maksimizavimo (angl.
expectation maximization; toliau — EM) algoritmas. EM algoritmo savybés yra gerai istirtos ir
apraSytos, pavyzdziui, [11, 24, 231]. EM algoritmas maksimizuoja tikétinumo funkcija, todél
gali biiti naudojamas MTM jvertiniui apskaiciuoti.

Neparametriniam tankio vertinimui jokios parametrinés prielaidos dél flx) néra

reikalingos, ta¢iau vietoj to daromos kitos prielaidos, tarkime, dél funkcijos f{x) tolydumo (pvz.,
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kad funkcija turi antrosios eilés tolydziaja iSvesting). Turint i$ nepriklausomy X kopiju sudaryta
didele imti X = (X(1), ..., X(n)), tankis f{x) gali biiti apskaiciuotas pakankamai tiksliai.

Taciau ir naudojant neparametrinius metodus daugiamacio tankio vertinimas kelia
problemy, ypa¢ tuo atveju, kai nagrinéjamasis tankis yra daugiamodalinis. Si situacija biidinga
tyrimams, susijusiems su klasifikavimu, vaizdy analize ir pan.

Siuolaikinéje duomeny analizéje naudojama daugybé neparametriniy daugiamaéiy
atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo tankio statistinio vertinimo metody. Ypa¢ placiai paplite
branduoliniai jvertiniai [113, 190]. Gana populiariis ir splaininiai [139, 211] bei pusiau
parametriniai [43, 78, 80, 81, 87, 103—-107, 108, 134, 161, 193] algoritmai. Taciau stokojama
iSsamiy esamy populiariy ivertiniy efektyvumo palyginimy daugiamodalinio tankio atveju.
Taikant dauguma populiariy neparametrinio vertinimo procediry, praktikoje susiduriama su ju
parametry optimalaus parinkimo problema. Branduoliniy ivertiniy konstrukcijos svarbiausias
elementas yra glodinimo plotis, nelengva parinkti splaininiy jvertiniy mazgus ir t. t. Nors yra
sukurta nemazai adaptyviy minéty parametry parinkimo procediiry [17, 30-36, 85, 114, 119-
129, 190, 206, 217, 227], taciau jos néra pakankamai efektyvios, kai imties tiiris néra didelis,
ypac jei stebiniy dimensija yra didoka. Pastaruoju atveju tikslinga taikyti duomeny projektavima
[4, 72, 73, 132, 147, 167, 173], nes parametry parinkimo uzdavinys tuo sunkesnis, kuo didesné
stebimy atsitiktiniy vektoriu dimensija. Disertaciniame darbe tiriama galimybé duomenu
projektavima panaudoti daugiamaciam pasiskirstymo tankiui nustatyti. Pasiiilytos ir iStirtos
procediiros, leidZianc¢ios gana tiksliai nustatyti daugiamaciy skirstiniy misinio pasiskirstymo
tanki pagal jo vienamaciy projekciju iverCius, gaunamus aproksimuojant Gauso skirstiniy
miSinio modeliu, o daugiamati tanki apskaiciuoti pagal gauty projekciju skirstiniy jvercius
taikant apvertimo formulg.

Nagringjami algoritmai, pagristi stebiniy projektavimu i didelj skai¢iy laisvai pasirinkty
vienamaciy krypc¢iy. Turint pakankamai didelio skaifiaus projekcijuy pasiskirstymo tankiy
iverCius, daugiamacio pasiskirstymo tankio jverti galima gauti i§ apvertimo formulés [132].
Taikant $iag metodologija skai¢iavimai kompiuteriu uzima daug laiko, todél ja susidométa tik
labai iSaugus kompiuteriy spartai. Kitokia yra J. H. Friedman idéja [72], leidZianti iSvengti
daugelio su minétos apvertimo formulés taikymu susijusiy sunkumy (keblu parinkti glodinimo
parametrus, reikalingi didelio skaiciaus projekciju pasiskirstymo tankiy jverciai ir t. t.).

Vienas i§ biidy méginti padidinti neparametriniy iverciy tiksluma — daugiamodalinio
tankio analizg traktuoti kaip vienamodaliniy tankiy vertinima, o tiriamaji tanki — kaip
vienamodaliniy tankiy miSinj. Pagrindiné darbo dalis skirta Siai idéjai jgyvendinti. Sitiloma
pirmame tyrimy etape imtj klasterizuoti, o po to kiekviena klasterj atitinkancius skirstiniy

misinio komponentus jvertinti atskirai. Pradinio klasterizavimo id¢ja néra nauja, taciau ji taikyta



tik kartu su populiariu branduoliniu tankiy vertinimo metodu, klasterizavimui naudojant
geometrinius ir hierarchinius algoritmus [52, 117].

Siame darbe Monte Karlo [95, 96, 110, 145] metodu buvo siekiama atlikti jvairiy
neparametriniy jvertiniy tikslumo lyginamaja analizg tuo atveju, kai stebiniy skirstinio tankis yra
daugiamodalinis, o imties tlris néra didelis, ir nustatyti, ar tikslinga, vertinant tokio tipo tankius,
imt] preliminariai suskaidyti i klasterius ir tuos klasterius patikslinti. Tac¢iau neuztenka nustatyti,
kad pirminio imties klasterizavimo procediiras taikyti yra tikslinga — reikia parinkti efektyvius
imties klasterizavimo algoritmus. Nemazai vietos skiriama jvairiy klasterizavimo metoduy

palyginimui.

Tikslas ir uzdaviniai. Darbo tikslas — sukurti ir iStirti daugiamacio pasiskirstymo tankio
neparametrinio vertinimo algoritmus, kurie biity efektyviis daugiamodaliskumo atveju.
Darbo uzdaviniai:
o atlikti populiariy neparametriniy tankiy statistiniy jver¢iy tikslumo lyginamaja analize
daugiamodaliniu atveju;
e iStirti pirminio duomeny klasterizavimo poveiki daugiamodalinio tankio statistinio vertinimo
tikslumui;
e palyginti jvairiy klasterizavimo procediiry taikymo pasiskirstymo tankiams vertinti

efektyvuma.
Mokslinis naujumas

1. Atlikta skirtingy tipu statistiky, skirty daugiamaciuy tankiy vertinimui, lyginamoji analizé
daugiamodaliniu atveju. Tyrimui atrenkant konkrecias pasiskirstymo tankiy vertinimo
procediiras, buvo sickiama, kad jos atstovauty populiariy jverCiu klaséms ir jau biity
eksperimentiskai tirtos kity tyréjy. Pateikiamame darbe ypa¢ daug démesio skiriama

projektavimo metodams, kuriy efektyvumas daugiamodaliniu atveju dar menkai tirtas.

2. Istirtas neparametrinés daugiamodalinio tankio aproksimacijos Gauso miSiniy modeliais

tikslingumas esant nuosaikiam imties dydziui.

3. Pasiillyta originali daugiamodalinio tankio analizés metodika, paremta tiriamo tankio
traktavimu vienamodaliniy tankiy miSiniu ir imties projektavimu. IStirtas pirminio imties

klasterizavimo efektyvumas vertinant tankj.

4. Palygintos ivairios pirminio imties klasterizavimo procediiros ir parodyta, kad, vertinant

neparametrini daugiamodalini tanki, negrieztas klasterizavimas yra pranasesnis uz griezta.



Ginamieji teiginiai
1. Atlickant populiariu neparametriniu tankio jverciy tikslumo lyginamaja analiz¢
daugiamodaliskumo atveju, parodyta, kad vertinimo rezultatai labai pageréja, jei stebiniai

pirmiausia klasterizuojami traktuojant ju daugiamodalinj tankj kaip vienamodaliniy tankiy

misini, o tankiy vertinimo metodai yra taikomi kiekvienam klasteriui atskirai.

2. Parodyta, kad imties skaidymas i klasterius, taikant Gauso skirstiniy misinio modeli ir EM
algoritma, yra akivaizdZziai pranaSesnis uz populiarius geometrinius klasterizavimo metodus,
o negrieztas klasterizavimas yra pranaSesnis nei grieztas, kai klasterizavimo rezultatai

taikomi tankiy miSiniams statistiskai vertinti.
3. Pasitlyta klasteriy skaic¢iaus nustatymo taisyklé ir iStirtas jos efektyvumas.

4. Atlikta lyginamoji keliy populiariy neparametriniy ivertiniy tikslumo analizé parodé¢, kad
daugiamodalinio neparametrinio tankio vertinimo algoritmas gautas sujungiant pirming
imties klasterizacija (taikant Gauso skirstiniy miSinio modeli ir EM algoritma) su
J. H. Friedman procediira, naudojancia duomenuy projektavima, yra efektyvesnis nei tirti kiti

populiariis vertinimo bitidai.

Raktiniai Zodziai: daugiamatis pasiskirstymo tankis, neparametrinis vertinimas, imties

klasterizavimas, tikslinis projektavimas, Monte Karlo metodas.

Rezultaty aprobavimas. Disertacinio darbo tematika yra iSspausdintas 1 straipsnis
leidinyje, itrauktame | Mokslinés informacijos instituto duomeny bazg, 2 straipsniai — Lietuvos
mokslo tarybos patvirtinto saraso tarptautinése duomeny bazése referuojamuose leidiniuose, 3
straipsniai — kituose recenzuojamuose mokslo leidiniuose. Straipsniy saraSas pateikiamas
disertacinio darbo pabaigoje.

Disertacinio darbo tematikai yra skirta 10 pranesimy Lietuvos ir tarptautinése mokslinése
konferencijose. Konferencijuy praneSimy sarasas pateiktas disertacijos pabaigoje. Taip pat skaityti
pranesimai Matematikos ir informatikos instituto Taikomosios statistikos skyriaus seminaruose,
Matematikos ir informatikos instituto Matematinés statistikos, Tikimybiy teorijos, Taikomosios
statistikos skyriy bei Vilniaus universiteto Matematikos-informatikos fakulteto Matematinés
analizés, Ekonometrinés analizés ir Matematinés informatikos katedry jungtiniame seminare bei

Vilniaus Gedimino technikos universiteto Matematinés statistikos katedros seminare.

Disertacinio darbo struktiira. Disertacija sudaro jvadas, trys skyriai, iSvados, literatiiros
sarasas, publikaciju sarasas ir priedai.
Pirmas skyrius skirtas daugiamacio pasiskirstymo tankio neparametriniam vertinimui ir

Siy jvertiniy lyginamajai analizei. Antrame skyriuje apzvelgiami duomeny klasterizavimo



algoritmai, tiriamas pirminio imties klasterizavimo poveikis pasiskirstymo tankio neparametrinio
vertinimo tikslumui. TreCiame skyriuje lyginamos populiarios geometrinio klasterizavimo
procediros bei tiriamas griezto ir negriezto pirminio imties klasterizavimo poveikis
daugiamodalinio tankio vertinimo tikslumui ir $io tikslumo priklausomybé nuo pasirinkto
klasteriy skaiciaus. Darbo pabaigoje pateikiami straipsniy ir konferenciju praneSimy disertacijos

tematika sarasai.



1. Pasiskirstymo tankiy neparametriniy jvertiniy palyginimas

Sakysime, kad atsitiktinis vektorius XeR? tenkina skirstiniy miginio modeli, jeigu jo
y jeigu j

pasiskirstymo tankis f{x) tenkina lygybe
f(x)=2pkfk(x)=f(x,6’). (1.1
k=1

Parametras ¢ vadinamas miSinio klasteriu (komponenty, klasiy) skai¢iumi, o p; — apriorinémis

tikimybémis. Jos tenkina salygas:
q
pr>0, Zp,(:l. (1.2)
k=1

(1.1) formuléje funkcija fi(x) yra pasiskirstymo tankio funkcija, o @ — daugiamatis modelio
parametras.

Tarkime, kad X yra d-matis atsitiktinis vektorius, kurio pasiskirstymo tankis f(x), ir
turime i$ nepriklausomy X kopiju sudaryta imtj X = (X(1), ..., X(n)). Sakysime, kad imtis tenkina
misinio modelj, jeigu X(¢) tenkina (1.1). Dydi »n vadinsime imties dydziu (tiiriu).

Vienas i§ statistiniy uzdaviniy yra stebimo atsitiktinio dydZio tankio vertinimas. Jei
zinomas turimos imties pasiskirstymo tipas (normalinis, Puasono ir pan.), tuomet duomeny
pasiskirstymo tankj galima jvertinti tiesiog naudojant vidurkio ir kovariacinés matricos ivercius,
juos pritaikant apibréZtam skirstiniui [12, 166, 186, 192, 210, 226]. Taigi, standartinis
parametrinis metodas taikomas, kai prielaidos dél tankio pavidalo yra tenkinamos. Vertinant
tank{ parametriniu bidu, reikia rasti skirstinio daugiamacio parametro @ reikSme, o tai néra
paprasta, nes, did¢jant dimensijai d, parametry skaiCius greitai auga. Pavyzdziui, Gauso

skirstiniy misinio atveju
dim =% gd(d+ 1)+ qgd+q—1, (1.3)

ir net esant nedidelei dimensijai d =¢ =5, modeli sudarys dim(&) = 104 parametrai, o ieSkant
parametry jverciy, gali tekti sprgsti optimizavimo uzdavini 104-matéje erdvéje. Praktikoje
klasteriy skaiCius ¢ taip pat gali biti nezinomas, tuomet ji taip pat reikia jvertinti. Parametrinis

metodas néra naudingas, kai atsitiktinio dydzio skirstinys yra nezinomas. Tokiu atveju tam



tikroms tankio jverciy formoms nustatyti taikomi neparametriniai metodai [46, 66, 75, 153, 155,
165, 220].

Histograma — vienas paprasciausiy ir seniausiy tankio jvertiniy. Kiek zinoma, duomenys
histogramos pavidalu (be grafinio vaizdavimo) pirma karta buvo pateikti 1661 metais nustatant
mirtingumo tikimybes skirtingose amziaus grupése [212]. Patj terming pirmasis pradéjo vartoti
Karl Pearson [190] nuo 1891 mety. Aproksimuojant tankj f{x) srityje €, skaiciuojamas stebiniy
X(¢) skaicius, patenkantis i €, ir dalijamas i§ n bei srities Q tiirio. Konstruojant jvertinj,
pirmiausia randama erdvés sritis, | kurig patenka visi stebiniai, t. y. randami visu X projekciju i
asis XV, X . X9 svyravimo intervalai. Stebiniy svyravimo intervalai padalijami i / daliniy

intervaly ir jais apribotuose hiperkubuose Q; (j =1, ..., r) apskaic¢iuojamas tankio jvertis:

n(Q))
n-h -hy..-h,’

Fx) = (1.4)

¢ia n(€2;) — 1 hiperkuba €; patenkanciy stebiniy skaicius, o 4, j =1, ..., d yra hiperkubo kraStinés
[104, 128, 198]. Hiperkuby skaiciy rekomenduojama (zr. [44, 187, 191] ir juose esancias

nuorodas) parinkti » =1+3,32logn, be to [ =4 turi biti sveikasis skaicius, tai r yra

parenkamas taip |_"4/1 + 3,32 log n -Id , Cia H zymi sveika, suapvalinta i didesng puse, skaiciy.
Histograma yra viena i§ paprasCiausiy duomeny pateikimo priemoniy, kuri lengvai
suprantama ir patogi. Sis jvertis yra funkcija, igyjanti neneigiamas reik§mes, o jos integralas
lygus vienetui. Taciau jis néra tolydus. Dél to kyla problemy, kai svarbu Zinoti tankio ivercio
iSvestines ir ypac, kai tankio vertinimas naudojamas tarpiniuose kity metody zingsniuose,
pavyzdziui, klasterizavimui taikant gradientini algoritma ar formuojant didelio matavimo

duomeny lygio linijy grafika.

1.1. Branduoliniai ir splaininiai jvertiniai

Anksciau minétos problemos nesunkiai galima iS§vengti bei pagerinti jvertinio tiksluma.
Formuojant histograma, reikia kiekviena X(¢) isivaizduoti kaip atskira stulpeli, kurio aukstis 1/n.

Tada logiska stulpelio centra pakeisti paciu X(¢) ir gauti $ia funkcija:

1 n
- , .
f nehyhy..-h, ; axon () (1)
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&ia C, yra hiperkubas, kurio centras X(), o jo krastiniy ilgiai — %, ..., hs. Si statistika daznai
vadinama paprastuoju jvertiniu. Apibendrinant vietoj indikatorinés funkcijos kiekviename
stebétame taske galima naudoti glodyji ,,iSkiluma*™ — branduolio funkcija. Tuomet daugiamatis
fiksuoto plo¢io branduolinis tankio jvertinys (FKDE) su branduolio funkcija K ir fiksuotu

(globaliu) branduolio plocio parametru 4, kuriuo galima jvertinti daugiamaciy duomeny X eR’

tanki ﬁ(x) , apibréziamas taip:

& (x-X()
ﬂwﬁw;d:h j. (1.6)

Siuolaikinéje duomeny analizéje tai vieni pladiausiai paplitusiy pasiskirstymo tankio
neparametriniy jvertiniy [55, 63, 94, 144, 113, 118, 190]. Branduolio funkcija parenkama tokia,
kad tenkintu salyga:

Lme:L (17

Kaip branduolys daznai naudojama standartinio normalinio skirstinio tankio funkcija ¢ [79,

150]:
p(x) = 2m) " exp(—5x'x) . (1.8)

Daznai stebiniai nebiina vienodai pasiskirste¢ visomis kryptimis. Todél pageidautina
pakeisti duomenu mastelj panaikinant didziausius sklaidos skirtumus skirtingose koordinaciy
kryptyse. Vienas tam tinkamy metody [76] yra duomeny standartizavimas, t.y. imties
paveikimas tokia tiesine transformacija, kad transformuoty duomeny vidurkis biity lygus nuliui,
kovariaciné matrica bty vieneting, o (1.6) lygybe taikyti jau standartizuotiems duomenims.

Tarkim, Z yra standartizuotas atsitiktinis vektorius:
Z=S"(X-X), (1.9)

dxd

¢ia X yra empirinis imties vidurkis, o SeR™™ — empirin¢ kovariacin¢ matrica.

FKDE pagrindu sukonstruotas jau sudétingesnis standartizuoty duomeny tankio ivertinys:

11



£)=— iK(Z_Z(t)j, (1.10)

nh' < h

_(detS)’”z N L2 X = X(0)
ﬁ(x)_—nhd ;K(S — ) (1.11)

Optimalus FKDE branduolio plotis i nustatomas minimizuojant viduting integraling
kvadrating paklaida (MISE) [197]. Pavyzdziui, kai stebiniy skirstinys yra normalinis su vienetine

kovariacine matrica, Gauso branduoliy atveju 4 nustatyti buvo pasitilyta [197] israiska

*

B = An T Gia A=[4/Q2d + 1) (1.12)

Sudétingesni branduolio plocio parinkimo metodai (tokie kaip maZziausiy kvadraty
kryzminio patikrinimo metodas) gaunami sudétingesniais ir ilgesniais skai¢iavimais [26, 65, 90,
100, 149, 162, 188, 203, 204, 221-224].

Praktiniuose tyrimuose branduolio plotis neretai parenkamas bandymuy biidu. Jeigu 4
reik§mé yra maza, tankio funkcijos ivertis turi daugiau mody, kurios atitinka stebéty duomeny
i$sidéstyma. Didesné /4 reikSmé reiSkia didesnj jver¢io glodinima.

Nors FKDE yra placiai naudojami neparametriniam tankiui vertinti, jie daznai turi ir tam
tikry praktiniy trikumy [197], pavyzdziui, negali uztikrinti skirstinio galy vientisumo kartu per
daug neglodinant pagrindinés tankio dalies.

Adaptuotas branduolinis tankio jvertinys. Geras FKDE patobulinimas yra adaptuotas
branduolinis tankio ivertinys (AKDE) [197]. AKDE konstruojamas panasiai kaip FKDE: tanki
aprasant branduoliu kiekviename stebétame taSke, taciau Siuo atveju jau atsizvelgiama i
branduolio plotj pereinant nuo vieno stebinio prie kito. Skirtingo glodumo srityse tikslinga imti
skirtingus branduoliy plo¢ius. Si metoda sudaro dvi pakopos: adaptuoto branduolio plo¢io bei
tankio vertinimas branduoliniu metodu, naudojantis pirmame etape gauta informacija.
Algoritmas gali biiti apibendrintas taip:

1 Zingsnis: Imties X = (X(1), ..., X(n)) elementai standartizuojami i Z = (Z(1), ..., Z(n)) taip, kad
bity E[Z]=0 bei €[ZZ']=1.

2 zingsnis. Randami FKDE (1.10) jverciai ]72 (2), tenkinantys salyga ]N"Z (Z(@))>0, Vvt

3 Zingsnis. Nustatomas lokalus plo¢io parametras A, = (]72 Z@)/ g)fy , Cla g yra ]72 (2)

geometrinis vidurkis, t. y. logg = 1 Z" log fz (Z(t)), 0 y —jautrumo parametras: 0 <y <1.
n=rmr

4 zingsnis. Sudaromas adaptuotas branduolinis jvertinys ﬁz (z) su kintamo plocio branduoliais:

12



E@z)=— Zh "NK[Z hf(’)], (1.13)

¢ia h — tas pats globalusis glodumo parametras kaip ir (1.6) lygyb¢je. Kuo didesnis y, tuo
jautresne bus tankio atranka. Gana daznai parenkamas y =4 [1, 197].

Pusiau parametrinis branduolinis tankio jvertinys. Kai duomenuy yra nedaug,
praktikoje parametriniai jverciai daznai yra taikomi ir tuo atveju, kai nezinomas tankis néra
parametrizuotas. Todél vertas démesio yra parametrinio ir neparametrinio jver¢iy derinys.
Pateiksime viena toki F. Hoti ir L. Holmstrém iSnagrinéta pusiau parametrinio branduolinio
pasiskirstymo tankio jvertinio apraSyma, kuris tiriamaji atsitiktini vektoriu suskaido i du
subvektorius ir vieno i$ ju pasiskirstymo tankj jvertina branduoliniu metodu, o kito salyginj tankj
aproksimuoja normaliniu pasiskirstymo tankiu [108]. Tarkim, d ir s yra teigiami sveikieji

skaiciai d > 2, 1< s< d—1. Taikant §j metoda, d-matis vektorius Xe R suskaidomas 1dus ir (d—s)-
.. . Y .. . . . Y) . s dos
macius subvektorius X = 7] atitinkamai suskaidoma imtis: X = 7 ¢ia YeR’, ZeR™.

Vertinama tankio funkcija iSreiSkiama kaip atsitiktinio vektoriaus Y pasiskirstymo tankio ir

atsitiktinio vektoriaus Z salyginio pasiskirstymo tankio sandauga:
y
Sr(x)= f(Y,Z)(yaZ) = fY(y)fZ\Y=y(Z ly), x= (Zj eR’. (1.14)

Cia fy ir fy yra atitinkamai X ir ¥ tankiai, o Jfziv=y yra Z tankis, kai Y = y. Tarkime, jog
salyginis tankis f7y-, yra Gauso, t.y. daugiamatis normalinis, bet tankis fy nepriklauso jokiai
parametriniy funkcijy Seimai. Tada tankio fy ivertinys gaunamas vertinant fy neparametriniu
biidu ir taikant daugiamati normalinj tankj kiekvienam f7y-,. Tankio funkcija f1(y), kaip ir (1.11)
yra vertinama branduoliniu metodu [197]. Kadangi imties elementai néra standartizuoti, todél
glodumo parametras visomis kryptimis néra vienodas ir, taikant branduolini metoda, jis

kei¢iamas s-mate matrica H:

1 .
== K\H -Y(@))). 1.1
RO Z de KO- Y@) (1.15)
Dazniausiai H forma parenkama diagonali — H = diag(#y, ..., k), o glodumo parametrai
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4 1/(s+4)
. “1/(s+4)
hj_LS”j ng (1.16)

PaZzymétina, kad Sig forma, kai s=1, pasitlé B. W. Silverman [197]. Komponento Y; standarting
nuokryp] o; pakeitus jo jverCiu ir pastebéjus, kad pirmasis daugiklis visada yra tarp 0,924 ir
1,059, gaunama D. W. Scott [190] taisyklé:

E=n'¢ . (1.17)

J

Sia Scott taisykle nesunku apibendrinti glodumo matricai H:
ﬁ — n—l/(s+4)g1/2 (1.18)

a £ = diag(&, &2,..., &) yra Y empiriniy dispersijy diagonalioji matrica.
Salyginis tankis f,,(-|y) aproksimuojamas Gauso skirstiniu Mm(y), C(y)), Cia m(y),

C(y) zymi vektoriaus Y salyginj vidurkj ir salyging kovariacing matrica:

m(y)=E(Z|Y =y),yeR’, (1.19)

C() =E[(Z =m(»)(Z=m(»)|Y = y], yeR". (1.20)

Vertinant m(y) ir C(y), sitiloma taikyti branduolini glodinima;:

3

2 K, 0 =YONZ() _

H(y) ===,
Zj:l KHz (y=Y()) =1

Wy, (y=Y()Z(1), yeR’, (1.21)

¢ia svoriai

K, (v-Y(@®)
' K, (v-Y(j)

j=1

W, (y=Y(®)= (1.22)
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kuriy suma lygi vienetui. (1.21) formulé gali biiti suprantama kaip Nadaraya ir Watson [158],
[225] salyginio vidurkio funkcijos m regresinis jvertinys. PanaSiai galima vertinti salyging

kovariacing matrica:
€)= 3 Wy, (v = VONZO - ) (Z(0) - K(3), yeR: (1.23)

Parametrinis salyginio tankio f7y-, {vertinys atrodo taip:
For(2)=127)" det E)T expl- 4 (2 - BONEGY ' (= - B |, zeR™ (1.24)
Tuomet X pasiskirstymo tankio fy jvertis yra:
Fe@=F,0.2=FE0 ., (). (2R (1.25)

Anksciau apraSyta procediira vadinama pusiau parametriniu branduoliniu tankio jvertiniu,
sutrumpintai — SKDE. Praktikoje net jeigu salyginé keliy atsitiktinio vektoriaus komponenciy
normalumo prielaida tenkinama, tankio vertinimo rezultaty tikslumui turi jtakos ir suskaidymo
dimensijos s, taip pat ir paciy koordina¢iy parinkimas. Vienas i§ biidy jiems parinkti yra darbe
[108] rekomenduojamas naudoti maziausiy kvadraty metodu ar maksimaliu tikétinumu pagristas
kryzminio patikrinimo metodas. Parametrus H, ir H3 [108] autoriai sitilo parinkti lygius 2H.

Histosplaininis tankio jvertinys. Teoriniai splainy glodinimo pagrindai yra aprasyti
Duchon [50, 51], Meinguet [154] bei kituose darbuose, pavyzdziui, [22, 37, 40, 48], ir iSplétoti
Delicado bei del Rio [44] ir kity autoriy [57, 205]. Pasiskirstymo tankio vertinimas histosplainu
susideda i§ dviejy etapy. Pirmame etape sudaroma d-maté histograma. Antrame etape, jau turint
histograminj netikslu tankio ivertj, ieSkoma daugiamacio splaino regresiné priklausomybé,
leidzianti patikslinti pirmame etape gauta tankio jvertj.

Histogramos (1.4) jvercius aproksimuojant d-maciu splainu, pirmiausia d-matis baigtinis
histogramos vidurio taSky tinklelis x padalijamas i s ir (d—s)-macius subtinklelius x = (y, z) taip,
kad z apibudina regresijos tiesing dalj, t. y. priklausomybé tarp z ir tankio jverciy histogramos
hiperkuby centruose w yra tiesing, o y apibuidina regresijos netiesing dali. Tada regresijos lygtis

atrodo taip:

w(k) = g(y(k)) +z(k) 3 + e(k) , (1.26)
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¢ia g yra nezinoma tolydzioji funkcija, f — nezinomas (d—s)-matis parametry vektorius, o e(k),
k=1, ..., r yra nepriklausomos atsitiktinés paklaidos, kuriy vidurkis lygus nuliui.

Aproksimavimo d-maciu splainu procedira sudaryta i§ dvieju etapy — tiesinio ir
netiesinio modeliy vertinimo. z(k)f yra tiesiné¢ parametriné modelio dalis, o z(k) — tos regresijos
nepriklausomi kintamieji. g(y(k)) yra netiesiné¢ modelio dalis.

Regresijos koeficientai randami maziausiy kvadraty metodu:
%;(W(k)—g(y(k))—Z(k)ﬁ)z, (1.27)
Netiesiné regresijos dalies funkcija g(y(k)) apibréziama [50] taip:
BN =0, + 3200+ 30,500 =20), (128)

1

oo~ y()| log(lytk) — y())) -

Cia E,(y(k) = y())) =

Taigi, sprendziant regresijos lygti randami parametrai (f, d, ). Pazyméjus
K = (K)ij= Ex(y(k) — y(j)) ir T = ()= (v/(k)), koeficientai (f, J, ) randami maziausiy kvadraty

metodu minimizuojant funkcija S(5, o, 6):
S(B,5,0)=t|y-TO-KSs—zf|". (1.29)

Tuomet histosplaininis tankio jvertinys (HSDE) yra

F)y=wx 586 (1.30)

IS pateikto algoritmo apraSymo matyti, kad tankio vertinimo rezultaty tikslumui jtakos
turi tinklelio x koordinaciy suskirstymas i subtinklelius (y, z). Vienas i§ tokio suskirstymo
parinkimo biidy — naudoti Fiserio kriterijy hipotezei apie modelio netiesiSkuma tikrinti (pvz., kai
reik§mingumo lygmuo o = 0,05).

Logsplaininis tankio jvertinys. Vienamaciais polinominiais splainais vadinami tam tikro

laipsnio daliniai daugianariai. Luzio taskai, kuriuose pereinama i§ vieno daugianario i kita,
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vadinami mazgais. Tarkim, vektorius t = (1, ..., tK)eRK apibrézia tokiy K tasSky rinkinj. Paprastai
splainas nusako glodzius rysius, rodancius, kaip sujungiamos skirtingos sritys, padalytos mazgais
[185]. Sie apribojimai tiksliai nusakomi i§reiskiant dalinius daugianarius tolydziyjy i§vestiniy
skai¢iumi s. Turimos omenyje, pavyzdziui, i§ dalies tiesinés kreivés. Jei néra jokiy apribojimuy,
Siy funkciju mazguose leidziami lazio taskai. ISkélus salyga, kad funkcijos yra globaliai
tolydzios, reikalaujama, kad atskiros tiesinés dalys kiekviename mazge sueity. Jei reikalingas
didesnis glodumas (tolydziyju pirmosios eilés iSvestiniy), tuomet prarandamas mazgy
lankstumas, o kreivés laikomos paprastomis tiesinémis funkcijomis. Aproksimavimo teorijos
literatliroje terminas ,tiesinis splainas® taikomas tolydziajai dalinei tiesinei funkcijai.
Atitinkamai terminas ,kubinis splainas® priskirtas tolydziosioms kubinéms funkcijoms,
turinioms antrosios eilés tolydZziasias iSvestines, o mazguose leidziancioms treciosios eilés
iSvestiniy Suolius. Apskritai iprasta naudoti splainus, glodZiausius ta prasme, kad visame
daugianaryje biity itraukta kuo daugiau kokiy nors tolydumo salygu.

Jei daugianario laipsnis yra b, o mazgy vektorius t, tai daugianariy splainy, kurie turi s
tolydziyjuy iSvestiniy, rinkinys sudaro tiesing erdve. Pavyzdziui, tiesiniy splainy rinkinys su

mazgais sekoje t nusakomas funkcijomis

l,xa (x_t1)+: ey (x_tK)+, (131)

gia (+).=max(+,0). Sia aibe remsimés kaip erdvés baze. Apibendrinant reikia pasakyti, kad b
laipsnio ir s glodumo splaino erdvés bazé yra sudaryta i3 vienanariy, kuriy pavidalas (x—¢,)’"/,
¢ia 1 <j<b—s. Naudojantis Sia formule, klasikiniy kubiniy splainy atveju b =3 ir s = 2, taigi

baze sudaro elementai

Lx, x5 %, (x— ) s, .., (x— t5)’s. (1.32)

Modelio poziiiriu $i bazé yra patogi, nes atskiros funkcijos mazgy vietose susijungia. (1.31) ir
(1.32) israiskose kiekviena funkcija kaip tik siejasi su vienu i§ mazgy, o Sios funkcijos
pasalinimas i§ esmés atitinka paties mazgo paSalinima.

Yra zinoma, kad funkciju (1.31) ir (1.32) skaitinés savybés yra menkos. Pavyzdziui,
tiesinés regresijos uzdaviniuose sprendimy matrica blogéja taip greitai, kaip greitai mazéja
mazgy skai¢ius. Reik§minga to alternatyva yra vadinamoji B-splaino bazé [23, 136]. Sios
funkcijos sudaromos taip, kad biity palaikomos keliuose gretimuose intervaluose, kurie

apibréziami mazgais (glodziausiems splainams naudojami b+1 gretimi intervalai). Tarkime,
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galima rasti baz¢ B(x; t), ..., B,(x; t) b laipsnio erdvés splainams, kuriy glodumas s, o mazgy

seka t, kad bet kuri funkcija erdvéje galéty biiti uzrasyta kaip
g(x;B,t)= B B (x;t)+..+ ,B,(x;1), (1.33)

kur atitinkamas koeficienty vektorius B =(fi, ..., f5)'. Jei naudojamos didziausio glodumo
splainy erdvés, tai J = K+b+1, kaip matyti i§ (1.31) ir (1.32).

Pagal poskyrio pavadinima Sios analizés objektas yra logaritminis tankis. Tarkim, X yra
atsitiktinis vektorius, igyjantis reik§mes i§ intervalo (L, U). Atskiru atveju L ir U gali buti +oo.
Kooperberg ir Stone [99, 137, 138, 206] metodas, zinomas logsplaino pavadinimu (LSDE), yra
realizuotas su kubiniu splainu. Kubinis splainas aprasomas (1.32); Sios funkcijos taip pat yra
dukart tolydziai diferencijuojamos, o daliniai daugianariai atitinkamai apibréziami mazgy sekoje
t=(1, ..., ty). Kiekviename intervale [#, %], ..., [fx1, k] kubiniai splainai yra kubiniai
daugianariai, taciau krastuose (L, ;] ir [tx, U) jie yra tiesinés funkcijos. Maziausias mazguy
skaiCius yra K>3 (prieSingu atveju turima tiesiné funkcija arba konstanta). Parenkama bazg,
kurios pavidalas yra 1, Bi(x; t), ..., Bjx; t), ¢iaJ =K — 1.

Sakoma, vektorius p = (B, ..., 8))' €R’ egzistuoja, jei:
U
CPB,t)= logUL exp(f,B,(x;t) +...+ S,B,(x; t))dx) <0, (1.34)

Tarkim, 8 Zymi tokiu galimu vektoriy rinkini. Parinkus Pe®, apibréZiama teigiamyju

tankio funkcijy Seima intervale (L, U). Jos pavidalas:
g(x;B,t) = exp(B,B,(x;) +...+ B, B, (x;t) = C(B, 1)) , L<x<U. (1.35)

Dabar, turint » didumo atsitikting imtj X(1), ..., X(n) i§ intervalo (L, U) su nezinoma

tankio funkcija £, logtikétinumo funkcija, atitinkanti logsplainy (1.35) modelj, yra:

1B, = Y g(X;:B,0)= 2.3 B,B,(X,;)~nC(B.t), Be. (1.36)

Maksimalaus tikétinumo jvertis ﬁz argmax,_, /(B,t), atitinkamai tankio ivertinys

F=gxBt),L<x<U.
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Sakykime, pazingsninio nustatymo procediiros metu modeliy seka Zymima v, v-asis

modelis turi J, baziniy funkcijy. Geriausiam modeliui parinkti naudojamas apibendrintas Akaike
informacijos kriterijus (AIC) [3]. Tarkim, kad ﬁv nusako logtikétinumo funkcijos (1.36) iverti v-
ajam modeliui ir kad AIC, (t) = —Zﬁv (t)+aJ, lygtimi apibréziamas Akaike informacijos
kriterijus, kurio modelio nuostoliy parametras a. IS daugelio modeliy parenkamas tas, kurio v

reik§mé minimizuoja AIC,,. Stone [206] rekomenduoja naudoti a = log n.

1.2. Duomeny projektavimu paremti tankiy jvertiniai

Apvertimo formulés tankio jvertinys. Nagrinéjant parametriniy metody aproksimacijas,
reikia pabrézti, jog, didé¢jant duomeny dimensijai, modelio parametry skaicius sparciai auga,

todél sunkiau rasti tikslius parametry jvercius. Vienamaciy duomeny projekciju
X.=7X (1.37)

tanki f; rasti daug lengviau negu daugiamaciy duomeny tanki f. Kadangi egzistuoja abipus

vienareikSmé atitiktis
fo {fn eR%, (1.38)

tai visai natiiralu yra bandyti rasti daugiamati tanki f naudojant vienamaciy stebiniy projekciju
tankiy jvercius ﬁ [132].
Pazymétina, kad miSinio (1.1) atveju, kai skirstiniai yra Gauso, stebiniu projekcijos

(1.37) taip pat pasiskirsciusios pagal (vienamati) Gauso skirstiniy miSinio modelj:
q
£:00 =2 pi (@), () =£, (%, 0(7)) , (1.39)
k=1
¢ia @, . (x) = p(x;m, (1), o, (r)) — vienamatis Gauso tankis. Daugiama¢io miinio parametra @ ir

duomeny projekciju pasiskirstymo parametrus 6(z) = (p, (), m,(t), 5, (r)), k=1, ..., q sieja

lygybés:
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pj(T):pj’
m;(r)=1M, (1.40)

2 1,
o;(r)=7R 7.

Pasinaudojus apvertimo formule

1 —it'x
f@ = ij w(n)dt, (1.41)
¢ia
w(t)=Ee™ (1.42)

zymi atsitiktinio dydzio X charakteristing funkcija. Pazyméjus u=|f, z=1¢/f] ir pakeitus

kintamuosius | sfering koordinaciy sistema, gaunama:

f(x)= (2%)51 ) j ] dsI ey (uryudu. (1.43)

Cia pirmasis integralas suprantamas kaip vienetinés sferos pavirSinis integralas.

Pazymeéjus stebimo atsitiktinio dydzio projekcijos charakteristing funkcija
w.(u)=Ee™™, (1.44)
galioja
yur)=y (u). (1.45)

Pasirinkus projektavimo krypciu, tolygiai iSsidésCiusiy ant sferos, aib¢ 7 ir charakteristing

funkcija keiciant jos jvertiniu, gaunama formulé jverciui apskaiciuoti [132, 133, 2A]:

Fx) =

C;?) ;z‘;e—iur'xﬁr (u)ud—le—hu2 dl/l , (1.46)
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Cia ir toliau # Zymi aibés elementy skaiciy. Pasinaudojus d-macio rutulio tiirio formule

R 28 Kaidmod2 =0
V,(R)= rﬂd S=1 L (1.47)
G+D S idmod2=1
galima apskaiciuoti konstanta c(d), priklausancia nuo duomeny dimensijos:
1 i -d _%
c(d)z(Vd())R _d2”'rx (148)

@r)"  T(E+1)

Kompiuterinio modeliavimo tyrimai parodé, jog naudojant apvertimo formule gauti

tankio jverciai yra neglodiis. Todél (1.46) formuléje po integralo Zenklu naudojamas papildomas
daugiklis e Sis daugiklis jvert] ﬁ(x) papildomai glodina su Gauso branduolio funkcija.

Kaip matome toliau, tokia daugiklio forma leidZia analitiSkai apskaiCiuoti integralo reikSme, o
Monte Karlo tyrimai parodé, jog ji naudojant gerokai sumazgja jverciy paklaidos.

(1.46) formulé gali biiti naudojama esant jvairiems projektuoty duomeny charakteristinés
funkcijos ivertiniams. Aptarsime du budus, kurie naudojami Siame darbe. Vienas ju remiasi
tankio aproksimacija Gauso skirstiniy miSinio modeliu (IFDE). Nagrinéjamu atveju naudojamas

parametrinis charakteristinés funkcijos jvertinys:
S ki (7)1’ & (r)/2
. () =) B ()", (1.49)
k=1

1 (1.46) irasius (1.49), gaunama:

0

_ ( & i (1, (7)—7%)—u (h+&,§(r)/2) d-1
(=" W AGIE du
rel k=1

0

(1.50)

_a(d) i, (r)—7x £ o -d
;;ﬁk( M, IL—WJ(\/ 2(7)+ ) ,

¢ia
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1,(y)= Re{ j e"yz-*“zfdz}. (1.51)

0

Pazymétina, jog Cia galima nagrinéti tik realia iSraiSkos dali (menamyjy daliy suma turi biti lygi
nuliui), nes tankio jvertis ﬁ(x) gali igyti tik realias reikSmes. Pasirinkta glodinimo daugiklio

_ 2
forma e ™

leidzia susieti glodinimo parametra 42 su projekciju klasteriy dispersijomis —
skai¢iavimuose dispersijos tiesiog padidinamos dydziu 24.

Apskaiciuojama (1.51) iSraiska. Pazyméjus

I(,‘(J’)ZJ.Cosyz-e'zz/2 -Z'dz, (1.52)
0
S,(y)=[sinyz-e = 2/dz, (1.53)
0
galioja lygtis
J‘efiyzfzz/ZZidZ — Kj (y) +lSj (y) . (1.54)
0

Integruojant dalimis, gaunama:

K;(y)= e 22/ cos 2|, + Ie’zz/z((j —1)z’7? cos yz — yz/ ™" sin yz)dz = (155)
1.55
0

=1, +(U-DK;,(0)=yS5,,(»), j 2 1.

AnalogiSkai i8reiSkus Sj(y) bei atsiZvelgus i/ indekso apribojimus, gaunamos rekurentinés lygtys:

K,(»=0GU-DK,,(»)-¥S.,(»).j=22, (1.56)
K, (y)=1-y5,(»), (1.57)
S;(»=0-DS,,(»-yK,,(¥),/22, (1.58)
S\ () =yK,(y). (1.59)

Funkcijoms Ky(y) bei So(y) apskaiciuoti pasinaudojama tuo, kad
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0

(S, (»)), =jzcosyz-e’zz/2dz =K,(»).

0

I8 (1.57) ir (1.60) gaunama, kad Sy tenkina diferencialing lygti
So(»)=1=pS,(»), §,(0)=0.

Si lygtis sprendziama S skleidziant Teiloro eilute:
Se(») = chﬂ (+Dy™ =1- ZCHJ’I .
1=0 =2

Sulyginus koeficientus prie panasiy nariy, randamos jy reikSmes:

00:0, C1= 1,

C|= —Cl_z/l, [>2.

Taigi,

) (_1)/y2/+1 y3 yS y7
S =) —F———=y-——+———+
o) ,Z.; QI+ 7 T3 s

Ky randama 1§ (1.52) iSraiskos:

0 . | o 2
KO(y):J.COSyZ'eiz /ZdZ:E jcosyze’z 2dz
0 -0

100 .. _2/2 T 2
=— |(cosyz—isinyz)-e* '“dz=,—e™ '".
2_[0( y yz) 1/2

Ieskomo integralo (1.46) reikSmé

L) = K).
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Kitas naudotas (1.46) formulés taikymo biidas vertinant pasiskirstymo tanki yra ne
aproksimuoti ji Gauso skirstiniy miSiniu, o vertinti neparametriSkai branduoliniu AKDE metodu
kaip branduolio funkcija naudojant Gauso pasiskirstymo tanki ¢ ir taikyti apvertimo formulg
(sutrumpintai vadinama IKDE). Sis biidas jgalina (1.46) de§inéje puséje esanti integrala

apskaiciuoti analitiSkai [3A]. Kiekvienam e T

t=1 t

ﬁ(v)——i (V_ZX(”] /h b= h(2) (1.67)

ir

e, (u)=— Zexp{lurX(t) h2u2/2} (1.68)

t=1

Vartojant tuos pacius zyméjimus kaip ir AKDE algoritmo aprasyme, turima /4,(t) = hA(7), Cia h
randamas naudojant (1.12), o A, yra lokalusis glodumo parametras.

1(1.46) irasius (1.73), gaunama:

F) = c(d) Z C lTeiu(X(t)—r'x)—uz(thhf(r)/Z)Md—ldu
0

t=1
p o ' ) (1.69)
C( )ZZ . X0 -y (/ht2(1-)+2h) ]
el =1 N A (z)+2h
Elgiantis kaip (1.50) formulés atveju randama /,(y) iSraiSka (1.66).
Pasinaudojus lygybe
15 .
SO =5 ey i) du. (1.70)
2

—00

ivercio (1.69) israiska galima uzrasyti taip:

_C(d) 1 | 7X(@)—7x h? 2h B 1.71
Fo=S7%3 0 [T (T)+2h}(1/,<r)+ J" (1.71)
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&ia 'V zymi standartinio normalinio tankio d-1 eilés i$vestine.

Apvertimo formulés modifikuotas tankio jvertinys. Vienas i§ apvertimo formulés
metodo, apibrézto (1.46), trukumy yra tas, kad Siuo jvertiniu apraSomas Gauso skirstiniy miSinio
modelis (1.1) (kai fi=¢x) gerai vertina tik jam artimo pasiskirstymo stebiniy tanki.
Aproksimuojant tiriama tankj Gauso skirstiniy mi§iniu daznai IFDE tampa sudétingas dél didelio
komponenty su mazomis apriorinémis tikimybémis skaiCiaus. Ju skaiciy galima sumazinti
ivedant triukSmo klaster;.

Panagrinékime modifikuota algoritma, sukurta remiantis daugiamaciy Gauso skirstiniy
misinio modelio naudojimu. Pasinaudokime apvertimo formule (1.41). Apibrézkime parametrini

tolygaus skirstinio tankio charakteristinés funkcijos parametrinj ivertini:

iu(a+b)

2 (b-ay M
zﬁ(u)—(b_a)usm 5 u-e . (1.72)

Tankio jverCio skai¢iavimo formuléje (1.46) charakteristinés funkcijos ivertini konstruokime
kaip Gauso skirstiniy miSinio ir tolygaus skirstinio charakteristiniy funkciju sajunga su

atitinkamomis apriorinémis tikimybémis:

3 iy (1)~ & (v 2 C(b—a)u M
o= 2 B () dk()/uﬁ‘)(f)(b—a)usm( S (1.73)

¢ia antrasis narys apra$o tolygaus pasiskirstymo triuk§mo klasterj, £, — triuk§mo klasterio
svoris, a =a(7), b=>b(7). Remdamiesi nustatytais tolygaus skirstinio parametry jverciais ir

projektuotais duomenimis, galime uzrasyti:

PR G Wy W

2n1) (1.74)
ir
o (T%) max = (75) i
b=(7X),. + 21 . (1.75)

Irase (1.73) 1 (1.46), gauname:
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j€( )_ c(d) Z Zﬁk( )j iu (B (7)—7%)—u (h+:€k(r)/2) d— ldu

el | k=1

o j (1.76)
iu ——rﬁc —u2h _
+Mj‘e 2 -sinb—au-u"’zdu )
b-a v 2

Naudodami zyméjimus kaip ir (1.50), galime uzrasSyti:

fiw =<2 25) {Z £.(DI, [%J (€@ +2n)2

28,(7) a+b-2tx b-a _d-1
2
T —a J‘”( 232k ’2«/2h] @A) }

(1.77)

¢ia [j(y) 1SraiSka yra kaip ir (1.51), o jo reikSmé — (1.66) bei

J,(y,2)= Re[j ™2 sin zu -u"du} (1.78)

0

Integruodami gauname:

00
e . .. . —u%2 i
J‘e'}" W2 o u’ du :I(cosyu+zsmyu)-s1nzu-e “Suldu

=}

_ J‘[s1n(y+z)u ;—sm(z —y)u _H,cos(y—z)u ;cos(y+z)uj‘euz/2ujdu ‘ (1.79)
0

1 1 .1 1
=5Sj(y+z)+5Sj(z—y)+lEKj(y—z)—15Kj(y+z),

¢ia Sj(y) ir Ki(y) apibrezti (1.52) ir (1.53).

Ieskomo integralo (1.78) reikSmé
Ji(,z) = VaSi(y+z) + VaSiz—y). (1.80)

Anksciau minéta procedira vadinama modifikuotu apvertimo formulés tankio jvertiniu
(sutrumpintai — MIDE) [S5A].
Tikslinio projektavimo tankio jvertinys. Subtilesné yra J. H. Friedman ir bendraautoriy

idéja [71, 72, 73], leidzianti i§vengti daugelio su minétos apvertimo formulés taikymu susijusiy
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sunkumy (keblu parinkti glodinimo parametrus, reikalingi didelio skaiciaus projekciju

pasiskirstymo tankio jverciai ir t. t.). Tikslinio projektavimo tankio jvertinio (PPDE) sudarymo

esme yra ieskojimas ,,ijdomiy“, mazo matavimo duomeny projekcijuy, kurios parodo skirstinio
struktiras, t. y. kur projekcijos turi skirstinius, labai besiskirian¢ius (kokio nors projektavimo

indekso prasme) nuo Gauso. Nors ,,jdomybiy“ mintj gali biti ir sunku iSreiksti, P. J. Huber [111]

pateiké euristinj pasitilyma Gauso skirstinj laikyti neidomiausiu. Tai yra grindZiama tuo, kad:

e daugiamatis Gauso skirstinys yra visiskai apibréztas savo tiesinés struktiiros (vidurkio ir
kovariacijy matricos), o norima apciuopti duomenuy struktiira, kuri nepriklausyty nuo
koreliacinés duomeny struktiiros ir tiesiniy transformacijy, pvz., mastelio parametro;

e visos daugiamacio Gauso skirstinio projekcijos taip pat yra Gauso skirstiniai. Taigi, jeigu
tikslinio projektavimo biidu rasta projekcija nereikSmingai skirsis nuo Gauso skirstinio, tai
rodys, kad ir daugiamatis duomeny skirstinys yra artimas Gauso skirstiniui;

e daugiamaciy duomeny, turinCiy struktiira keliose projektavimo kryptyse, daugelis projekciju
turés skirstini, artima normaliniam. Sis teiginys i$plaukia i§ centrinés ribinés teoremos;

e esant pastoviai dispersijai, Gauso skirstinys laikomas neinformatyviausiu.

Friedman iSplétojo Huber minti ir pasitlé algoritma, vadinama tiriamuoju tiksliniu
projektavimu, skirtu daugiamaciam neparametriniam tankiui vertinti. PPDE procediira sudaro
penkios pakopos:

1) duomeny standartizavimas: supaprastina iSsidéstyma, mastelj bei koreliacines struktiiras;

2) projektavimo indeksas: nustatomi jvairiy krypciy ,,idomumo* laipsniai;

3) optimizavimo strategija: ieSkoma tokia kryptis, kurioje projektavimo indeksas yra pats
didZiausias;

4) duomeny transformavimas: pasirinktoje kryptyje apskaiciuojamas vienmatis tankis ir
duomenys gausianizuojami;

5) tankio formavimas: daugiamatis tankis formuojamas i§ apskaiciuoty vienmaciy tankiuy, t.y.
daugiamatis tankis yra vienmaciy tankiy funkcionalas.

Buvo pasiiilyta tokia projektavimo indekso konstrukcija. Zinoma, kad daugiamacio
Gauso skirstinio visos projekcijos yra vienmaciai Gauso skirstiniai, taigi, jeigu nors viena
kryptimi skirstinys yra ne Gauso, tai ir daugiamatis skirstinys taip pat néra Gauso. Vadinasi,
projektavimo indeksas /() parodo, kiek vienmatis tankis f(y) kryptimi 7 (¥ = 7'Z) yra nutolgs nuo

Gauso skirstinio, kai Z yra standartizuotas dydis [89]:

; e? . (1.81)

I =] (£, -p() dy, &ia p(y) =

7]
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Projektavimo kryptis 7, maksimizuojanti 7 (r), projektuojant skirstinj, parenkama taip,

kad iSrySkéty to skirstinio daugiamodaliné ar kita netiesiné struktiira. Jeigu transformuojame

duomenis y pagal lygybe
R=20(Y)-1=2®(rZ)-1, Re[-1, 1], (1.82)

kur ®(u) yra standartinio normalinio skirstinio funkcija:

O(u) = %dt, (1.83)

1 J-u e
N2
o transformuoto dydzio R pasiskirstymo tankis

;.0 _ L)

Sr(r) = 200y)” (1.84)

or
oy

tai, (1.81) lygybe galima perraSyti kintamajj y pakeiciant i r:

1@ = [ 2000 () =112 dr = [ 20(®7 E))(f,(r)~1/2)?dr (1.85)

Friedman [73] pasitlé Siek tiek kitokia projektavimo indekso /() forma, R netolygumo matu
laikant integruota kvadrating paklaida:

1) = [ (fo()=1/2dr =] fi(r)dr-1/2. (1.86)

Pazymeétina, kad jeigu Y skirstinys yra Gauso, tai fz(r) = 1/2, Vr, o projektavimo indeksas
I(7) lygus nuliui. Kuo daugiau Y skirstinys skiriasi nuo normalinio, tuo didesné indekso /(7)

reik§mé. Kadangi Re[-1, 1], tai fz(r) gali biiti iSskleistas ortogonaliaisiais LeZandro daugianariais

{‘// j }j‘;o Ly fo(r) = zi‘o=0bf!//f(r) :

I(7) = jll f2(rydr—1/2= jll {i b,v/,(r)}fze (r)dr—1/2. (1.87)
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Ortogonalieji Lezandro daugianariai apibréziami iteracine iSraiska:

l//o(l’)zl, l//](l")zf',

a e 1.88
(2) 1)”‘//_/—1(”). G-y, () ,kaij>2. o
J

l//j(r):

IS ortogonalumo savybés iSplaukia, jog koeficientai {b;} gali biiti apskai¢iuojami taip:

2j+1
2

p 20t Edy, (=252 o0~ (189

=L [ 0 =

¢ia J:ll w;(r) fr(r)dr =E [y ,(r)] iSraiSka aproksimuojama imties vidurkiu. Taigi, (1.86) lygybe

galima uzraSyti taip:

16)=[ firyar-112= % 2L B (). (1.90)

Jj=1

Pazymeétina, kad begaliné suma pakeista baigtine. Toks pakeitimas turi pranaSumy: suma
yra greiciau skaiciuojama, be to, tai suteikia projektavimo indeksui robastiSkumo, nes sumuojant
tik baigtini skaiciy nariy, létai ggstancios projekciju skirstiniu ,,uodegos® maziau turi jtakos
projektavimo indekso reikSmei. Sifiloma parinkti 4 <s < 7.

,ldomioms* projekcijoms ieskoti siiloma daug metody. Geri taikymo rezultatai gaunami
atsitiktinio starto principu, kai vienetinéje hipersferoje generuojamas didelis skai¢ius krypciy, o

projektavimo kryptys po kiekvienos k-osios transformacijos parenkamos nuosekliai perrenkant:
r=argmax{/(7r)},7't=1. (1.91)

Kitas sitilomas metodas, ieSkant ,jdomiausios projektavimo Kkrypties, yra misri
optimizavimo strategija [73, 77, 83]. ApibréZus projektavimo indekso analiting iSraiska, jos

gradientas projektavimo kryptimi 7 gaunamas toks:
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- %Z(zj FDELY, (OB (D™ (2~ o), (1.92)

¢ia Lezandro daugianario iSvestiné lengvai apskaiciuojama pagal iteracing formulg:

vi=1,0
: , . . (1.93)
Vi) =y )+ (), kaij 2 1.

Pradzioje randamas apytikris pazingsninis optimizatorius atlickant paieSka pagrindiniy
komponenciy bei ju kombinaciju kryptyse taip, kad galéty buti greitai pasiektas pradinis
konvergavimas { maksimuma. Apytikris pazingsninis optimizatorius (staciausias pakilimas)
greitai parenka projekcijas, reikalingas pakilti i (lokaluji) projektavimo indekso maksimuma.

Naudojant projektavimo indeksa (1.90), ieSkoma ,,jdomiy“ duomeny projekciju. Taciau
dazniausiai nepakanka rasti vienos projekcijos, kad gana tiksliai buty jvertintas daugiamatis
tankis. Bendruoju atveju ,,idomios* kryptys nebiitinai turi biiti ortogonalios ir gali tekti naudoti
daugiau projektavimo krypciu nei yra duomeny dimensija. Todél, vertinant tankj tikslinio
projektavimo biidu, taikomas vadinamasis duomeny strukttiros panaikinimas. Jis atlicka netiesing
mastelio pakeitimo transformacija, rasta projektavimo kryptimi taip, kad transformuoty duomeny
skirstinys Sia kryptimi tampa normalinis, t.y. ,,neidomus®. Tai uztikrina, kad, ieskant kitos
projektavimo Krypties, nebiity rasta ta pati kryptis kaip ir pries tai.

Duomeny struktiiros panaikinimas remiasi tuo, kad jeigu vienamaté duomeny projekcija

7'Z turi pasiskirstymo tankj f;(y) ir atitinkama skirstinio funkcija F, tuomet atsitiktinis dydis
Y =@ ' (F.(Y)), (1.94)

Gia @' yra pateiktai (1.83) lygybei atvirkitiné standartinio normalinio skirstinio funkcija.

Friedman [73] pasitlé empirini skirstinio  funkcijos iverti skaiCiuoti taip:
}€T(y) =rank(Y)/n —2L, Cia rank(y) yra Y rangas visoje n dydzio imtyje. Deja, Sis ivertis néra
n

tikslus ir daznai gaunama labai netolygi tankio funkcija. Pazyméje Z”'=Z, aptarsime, kaip i

7% gaunamas Z*. Remiantis (1.94) lygybe apibréziama

70 = 76D + [0 (F(2 2% V) - 225Dz (1.95)
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Tokia pat ,,jdomiausios* projekcijos ieskojimo procediira atlickama su Z* ir ieskoma
nauja kryptis. Si veiksmuy seka kartojama tol, kol daugiamatis skirstinys tampa artimas Gauso
skirstiniui visomis kryptimis. Buvo pastebéta [73], kad gausianizavimas viena krytimi sutrikdo
normaluma anksé¢iau nagrinétomis kryptimis, taigi ju projektavimo indeksas /(r) jau nebebiina
lygus nuliui. Taciau tyrimai rodo [72], kad atsirade¢ poky¢iai yra labai nedideli.

Daugiamatis tankis apskaic¢iuojamas i§ vienmaciy tankiy iverciy. Sasaja tarp daugiamaciy

Z® ir Z%Y tankiy (&ia Z® yra nutolusiy duomeny 7%V struktiira i8ilgai k-osios projekcijos 7(k))

yra:
)y _ fr(/H)(Z(H))
A=)
k (1.96)
fr(k—l)(z(k_l)) = fr(k)(z(k)) | J, (Z(k_”) [,
¢ia jakobianas
o (k) AU (k) (k) f ( (k—l)) f (z_!(k)z(k—l))
J (Z(k—l))_ 4 _ ( z ) _ 6)/ A0 y _ Jek) >0 (1 97)
k - - Z U. .

(e B . Ca0 B G OER)

Pradedant nuo daugiamaciy pradiniy duomeny 7, gausianizavimo procedira atlickama
kiekvienai ,,jdomiai“ projekcijai, rastai pagal /(7). Po tam tikro skaiciaus, tarkime, po M,
projekcijy daugiamaciai duomenys Z*” nedaug tesiskiria nuo normalinio skirstinio, t.y.

Foan, ) = p(z*). 79 tankis gali bti apskai¢iuotas taip:

f(z")= fr(])(z(l))‘jl (z) = fr(z)(Z(Z))Jz (Z(l))Jl (z") = fT(M)(Z(M))ﬁ Ji (z")

M ~ M f (T!(k)z(k—l)) h (1.98)
~ (M) (k=D — (M) (k)
~oE@ O ED = oL e my

Vienmatis projektuoty duomeny tankis f,(k)(r’(k)z(k'l)) apskaiCiuojamas pagal (1.84)
lygybe, t. y. f:= 2p(y)fx(r), arba konkreciau:

Fro ()25 = qo(r'(k)z“'”)i%'ziw,- Dy (). (1.99)
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Tuomet (1.98) desinéje puséje nezinomus vienmacius pasiskirstymo tankius pakeitus ju

statistiniais jverc¢iais, gaunama:

u E (@ (k)z* )
_ (M) (k)
F2) =9z )1]]1 pETrOw

(1.100)
Dél daugianarinés projektavimo indekso formos ir iteratyvaus sarySio tarp daugianariy

PPDE apskai¢iuojamas gana greitai.

1.3. Daugiamacio pasiskirstymo tankio jvertiniy tikslumo tyrimas

Ivertiniy tyrimo metodika. Tankio ivertinius tyréme Monte Karlo metodu. Kadangi
tikrasis imties tankis buvo zinomas, tai skaiCiavome ijvertiniy paklaidas ir, jas lygindami,
formulavome i$vadas apie jvertiniy kokybe. Siame skyriuje konkretizuosime tyrime vartotas
atsitiktines imtis, tirtus jvertinius ir ju paklaidas.

Atsitiktinés imtys. Tyrimui naudojome generuotas imtis, pasiskirsciusias pagal Gauso ir
Kosi skirstiniy misiniy modelius. Norint jvairiapusiskai istirti sitlomus metodus, buvo
varijuojamas miSiniy komponenty skaicius, ju tikimybés, atstumai tarp komponenty centry.
Imties parametrams nurodyti vartosime sutrumpinta zyméjima, pvz., n =400, p;= 0,65,
m;=[0,0; 0,0, u; =[0,42; 0,517, p»= 0,35, m,=[2,0; 2,0]', u,=[0,33; 0,46]' reiks imtj, sudaryta
i§ 400 stebiniy, kuriy tankis yra tam tikry skirstiniy misinio (¢ =2) tankis su atitinkamais
komponenty svorio, padéties ir mastelio arba sklaidos parametrais.

Paklaidos. Tiriamyjy ivertiniy tiksluma matavome naudodami kelias paklaidas,

pasizymincias skirtingomis savybémis. Daugiausia démesio skyréme paklaidoms

5, = 3 |rexen - Fax|z f|re - ool rooas (1.101)

ir

L&) - foeay| 1
5, =~ = —[1£(x) - Fx)ldx - 1.102
3 X))+ FX (1) il | (1102

Buvo skai¢iuojami §iuy paklaidy matematiniy vidurkiy empiriniai analogai. Kiekvienu atveju
apskaiciuoti paklaidy J; aritmetiniai vidurkiai &, bei standartiniai nuokrypiai, gauti sugeneravus

100 nepriklausomy im¢iy. Juos ir pateiksime lentelése bei grafikuose.
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Tankiy vertinimo parametry parinkimo metodai. Taikant dauguma populiariy
neparametrinio vertinimo procediiry, praktikoje susiduriama su ju parametry optimalaus
parinkimo problema. Branduoliniy ivertiniy konstrukcijos svarbiausias elementas yra glodinimo
plotis, splaininiams jver¢iams nelengva parinkti mazgus ir t. t.

Parametry parinkimas maziausiy kvadraty kryzminio patikrinimo bidu. Kryzminio
patikrinimo metodas (angl. cross-validation) pirma karta buvo pasitlytas Kurtz (1948) ir
tikslintas Mosier (1951) bei plétotas Krus ir Fuller (1982) [141, 157, 140]. Metodas pagristas
idéja, jog statistika, apskai¢iuota naudojantis vienais imties elementais, yra tikrinama naudojant
kitus imties elementus [122, 175]. Vienas i§ populiariausiy kryzminio parinkimo metody,
vertinant tankj, yra maziausiy kvadraty kryzminio patikrinimo metodas (paskelbtas Breiman
(1984) ir Burman (1989) [27, 29], kurio idéjos nagrinétos ankstesniuose Stone darbuose (1974 ir
1977) [207, 208]). Ivercio parametro ieSkoma tokio, kad Sis minimizuoty integruota kvadrating

paklaida:

0= argmein T(ﬁg (x) —f(x))zdx

—00

—argmin | £ (o] 2 () (ond+ ||f(x)||§J (1.103)

= argmin| | £ (x)”i 2 T ﬁg(x)dF}

¢ia @ — vertinamas parametras, o F(x) — stebimo atsitiktinio dydzio skirstinio funkcija. Keiciant

nezinoma skirstinio funkcija i empiring skirstinio funkcija, gaunama parametro ivercio isSraiska:

&= arg mgin(” j% (x)”i -2 T ﬁe (x)d}e]

(1.104)

. 22

= arg m;n( £, —;Zﬁg(X(r))].
t=1
Pazymétina, kad vietoj (1.104) patogiau naudoti formule

. 22
6~ argm;n[uﬁg @, - FE ol z)j, (1.105)

t=1
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Cia f;(x |t) yra ivercio reik§mé taske x, kuri apskaiciuojama pasalinus i$ stebiniy reikSme X(¥).
Be to, empiriniai tyrimai rodo, kad taikant kryzminio patikrinimo metoda, geriau ieSkoti ne
globaliojo minimumo, o didZiausio lokaliojo minimumo tasko [39, 53, 88, 126].

Parametry parinkimas tikétinumo kryzminio patikrinimo biidu. Nauji tikétinumo
kryzminio patikrinimo metody tyrimai skelbiami Smyth (2000) bei Pavlic ir van der Laan (2003)
straipsnivose [201] ir [164]. Formalizuojant tikétinumo kryZminio patikrinimo metoda,
naudojamas binarinis atsitiktinis vektorius S,e{0,1}", nepriklausantis nuo E. s, apibrézia
savotiska n stebiniy imties padalijima { mokomaja imti {te{1,...,n}: S,(£)=0} ir tikrinamaja imti
{te{l, ...,n}: S,(t)=1}. Tarkim, }€S1 , }€S yra empirinés atitinkamai tikrinamosios ir

n

mokomosios imciy skirstiniuy funkcijos, o stebiniy santykinis skaiCius p =Zt S (t)/ne(0,])

-1 n

tikrinamojoje imtyje yra pastovus. Tikétinumo kryZminio patikrinimo kriterijus apibréziamas

taip:
B, (k) =—Eg [log(£ (x| £)JE! (x). (1.106)
Pagal §j kriterijy randamas optimalus E:

Eoarg, i, G 8 (1107
Pazymeétina, kad skirtingai parenkant atsitiktinius dydzius S,(f) aprépiama daug kryZminio
patikrinimo tipuy: tokius kaip V sulenkimo (angl. V-fold) kryZminis patikrinimas, Monte Karlo
(kartojami atsitiktiniai padalijimai) kryZminis patikrinimas ir im¢iy kartojimo (bootstrap)
kryzminis patikrinimas. Pastarasis atitinka n didumo grazinamyjuy imciy pakartojimus i$
generalinés duomeny aibés ir vektoriy S,,, kuris lygus #-ojo stebinio paémimo karty skaiciui.
Siuo atveju }€S° , }€Sl zymi atitinkamai stebiniu pakartoty imciy ir jose iSskirty stebiniy
empirinius skirstinius.

Pasirinkto £ atskaitos taskas apibréziamas lygtimi
By () =—Eg [log(£ (x| ) JiF (x) (1.108)
ir yra minimizuojamas:
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k =arg s min 0,0 (k). (1.109)
Pazymétina, kad k yra parinktas optimaliai, kai atitinka toki &, kuriam esant Kulbako ir
Leiblerio atstumo tarp vertinamo tankio f{x) ir mokomaja imtimi paremto jo ivercio ﬁk(- | }€S°)

vidurkis pagal S, yra maziausias:

/()
k—>E, |log| ———— |dF
- s,,J"g[ﬁmﬁ;l)] e (-

AsimtotiSkai kryzminio patikrinimo £ parenkamas taip pat gerai kaip ir k ta prasme,
kad salyginio Kulbako ir Leiblerio atstumo vidurkiy santykis

(E6N’n(l_p) (ﬁ)—ﬁ*)/(Egn(l_p)(l; )—0") konverguoja i vieneta. Helingerio atstumas tarp funkcijy

SeCl ﬁn(k ) 1r fkartu su atitinkamu Kulbako ir Leiblerio atstumo apribojimu yra:

J(V7@-f ) duo<] IOg(%}/(x)dﬂ(x) . (L111)

Galiausiai tarp visy ﬁ, tokiy, kad ﬁ - —j log( ﬁ(x))dF (x), apibréziamas minimumas:

0" =—[log(f (x)dF (x). (1.112)

Pazymésime, kad @(l_p)(ﬁ) > g,,(l_p)(l;) >0,

Ivairias kryZminio patikrinimo biidy kompiuterines realizacijas galima rasti populiariuose
statistiniuose paketuose, pavyzdziui, [233, 234].

Parametry jverciy , jdéties” principas. Parametry ijverciy ,idéties” (angl. plug-in)
principas pagristas tuo, kad nezinomi dydziai iSraiSkose keiiami ju statistiniais jverciais [223].
Sis principas i$populiaréjo pradéjus naudoti kompiutering jranga. Daznai jis biina paprastas, nes
nereikia sudétingos matematinés analizes.

Parametry parinkimas pasiskirstymo tankiy procediirose. Siame tyrime Monte Karlo
metodu buvo siekiama atlikti anksCiau 1.1 ir 1.2 skyriuose apraSyty pasiskirstymo tankio

neparametriniy  jvertiniu (adaptuoto branduolinio, pusiau parametrinio branduolinio,
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histosplaininio, logsplaininio, apvertimo formulés taikymo, kuris remiasi tankio aproksimacija
Gauso skirstiniy misinio modeliu, apvertimo formulés modifikuoto ir tikslinio projektavimo)
tikslumo lyginamaja analizg. Taikant adaptuota branduolini metoda naudojamo jautrumo
parametro reikSme autoriai [113] sitilo rinkti i§ aibés {0,2; 0,4; 0,6; 0,8}, o konkreti parametro
reikSm¢ nustatoma tikétinumo kryZzminio patikrinimo biidu [142, 143]. Taikant pusiau
parametrini branduolini metoda, buvo perrenkamos visos galimos subvektoriaus Y dimensijos s
reikSmeés ir jas atitinkancios koordinatés, o rezultatams palyginti su kitais tirtais metodais
naudotos tiksliausios paklaidos. Histosplaininiu metodu parenkant histogramos vidurio tasky
tinklelio suskaidyma i subtinklelius galima naudoti konstruktyvia programinés ijrangos SAS
procediira, kuri remiasi neparametrinés regresijos modeliu [183]; ji ir buvo naudojama darbe.
Taikant logsplainini metoda, parenkant bazinio splaino tasky skaiCiy, minimizuojamas Akaike
informacijos kriterijus [137]. Sio jver¢io apskaitiavimo kompiuteriné programa pateikta [232], ja
ir buvo naudotasi tyrime. Apvertimo formule pagristas metodas ir jo modifikacija turi glodinimo
parametra 4. Modeliavimo tyrimai parodé, kad $is metodas yra jautrus parametro parinkimui:
parinkus per maza h reikSmg, jvertinys tampa labai neglodus ir turi dideles paklaidas. Per daug
suglodinus tankio vertini, labai nenukencia jo kokybé. Atliekant tyrimus, buvo pastebéta, kad
ivertinys tampa neglodus dél to, kad kai kuriose kryptyse projektuoty stebiniy reikSmés yra
panasios, todel iSskiriami mazo svorio komponentai su nedidelémis dispersijomis. Glodinimo
parametras, taip pat triukSmo klasterio svorio (tikimybés) konkreti reik§mé i§ aibés {0,05; 0,1;
0,15; 0,2; 0,3; 0,4} parenkami maziausiy kvadraty kryZzminio patikrinimo biidu [197]. Taikant
tikslinio projektavimo metoda ir remiantis straipsnio [113] rekomendacija, skleidinio (1.99) eilé
4<s<6, o projektavimo kryptys buvo parenkamos maksimizuojant J. H. Friedman
rekomenduoto projektavimo indekso (1.90) jvercio reikSmg.

Pastaba. Cia apra$yti parametry parinkimai pasiskirstymo tankiy procediirose buvo
naudoti ir vélesniuose skyriuose pateiktiems sudétiniams algoritmams tirti.

Tirti modeliai. Daugiausia démesio buvo skiriama atvejui, kai nepriklausomy d-maciy
stebiniy skirstinys yra KoSi skirstiniy miSinys. Daugiamatis Kosi skirstinio tankis buvo
aprasomas kaip sandauga vienamaciy Kos$i skirstinio tankiy su standartizuotais mastelio

parametrais. Taigi,
q
f(X) = Z pifC(xami) >
i=1
¢ia
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SeGe,m;) = H

j1 77(1+(x m;)*)
Palyginimui buvo generuotos ir imtys, atitinkancios Gauso skirstini su vienetine

kovariacine misiniy matrica. Siuo atveju
q
f(x)= Z pifN(xami) ’
i=1
kur
Su(x,m;) = H\/_exp{ mg)2/2}.

Nagrinéti Sie modeliai:

Al:g=2,p1=(1-p2),p>=0,1,0,3, 0,5, m; = (0; 0; 0; 0; 0)'; mp = (0,5k; 0,5k; 0,5k; 0,5k; 0,5k)'

(Cia ir toliau k perbéga reikSmes 1, 2, ..., 6).
A2:g=3,p1=p2=(1-p3)/2,p3=0,1,1/3,0,8, m; =(0; 0; 0; 0; 0,

my = (0,5k; 0,5k; 0,5k; 0,5k; 0,5k)', m3 = (0,5k; 0,5k; 0; 0; 0)'.
A3:q=4,p1=p2=p3=(1-p4)/3,ps=0,1,0,25,0,7, m; = (0; 0; 0; 0; 0)',

my = (0,5k; 0,5k; 0,5k; 0,5k; 0,5k)', m3 = (0,5k; 0,5k; 0; 0; 0)', mq = (0; 0; 0,5k; 0,5k; 0,5k)'.
Ad:g=2,p1=(1-p2),p>=0,1,0,3,0,5 m; =(0;0), my,=(0,5k; 0,5k)".
AS:q=3,pi=p2=(1—-p3)/2,p3=0,1,1/3,0,8, m; = (0; 0)', my = (0,5k; 0,5k)", m3 = (0,5k; 0)".
A6:g=4, pr=p2=p3=(1-ps)/3,ps=0,1, 0,25, 0,7, m; = (0; 0)', my = (0,5k; 0,5k)’,

m3 = (0,5k; 0)', ms = (0; 0,5k)".
Kiekvieno tipo duomenims generuotos jvairaus didumo imtys (50, 100, 200, 400, 800).
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1.4. Pasiskirstymo tankio jvertiniy tikslumo tyrimo rezultatai

Tyrimo rezultatai parodé, jog imtyje esant labai dideléms iSskirtims logsplaininiu metodu
tvertintas tankis duoda dideles paklaidas, ir tokiais atvejais §i metoda naudoti néra
rekomenduojama. Histosplaininis tankiy vertinimo metodas gali konkuruoti su kitais tankiy
vertinimo metodais, kai duomeny dimensija yra nedidelé. Kai duomeny dimensija yra didesné,
Siuo metodu rezultatai gaunami prastesni nei tiriant kitais metodais [SA, 6A].

Skaiciuojant §; paklaida penkiamaciu atveju:

e kai n =50, geriausi rezultatai gauti adaptuotu branduoliniu, apvertimo formulés modifikuotu
ir apvertimo formulés taikymo metodais;

e kai n=100, geriausi rezultatai gauti apvertimo formulés modifikuotu, adaptuotu
branduoliniu ir tikslinio projektavimo metodais;

e kai g=2, n>200, geriausi rezultatai gauti pusiau parametriniu branduoliniu ir apvertimo
formulés modifikuotu metodais;

e kai g >3, n =200, labai persidengianc¢iy skirstiniy atvejais (k= 1, 2) geriausi rezultatai gauti
pusiau parametriniu branduoliniu, o labiau atsiskyrusiy (k>3) — apvertimo formulés
modifikuotu metodu;

e kai g=3, n>400, geriausi rezultatai gauti pusiau parametriniu branduoliniu ir apvertimo
formulés modifikuotu metodais;

e kai g =4, n =400, labai persidengianciu skirstiniy atvejais (k < 3) geriausi rezultatai gauti
pusiau parametriniu branduoliniu, o labiau atsiskyrusiu (k>4) — apvertimo formulés
modifikuotu metodu;

e kai g=4, n>400, geriausi rezultatai gauti pusiau parametriniu branduoliniu ir apvertimo
formulés modifikuotu metodais.

Skai¢iuojant penkiamaciu stebiniy 6, paklaida, labai ir mazai persidengianciu skirstiniy
atvejais (k<4) geriausi rezultatai gauti pusiau parametriniu branduoliniu, o atsiskyrusiy
skirstiniy — apvertimo formulés modifikuotu metodu (1.1 lentelé, skliausteliuose pateiktos
paklaidy standartiniy nuokrypiy reik§més).

Skaiciuojant d; ir d, paklaidas dvimaciu, labai ir mazai persidengianciy skirstiniy (k < 4)
atveju geriausi rezultatai gauti pusiau parametriniu branduoliniu, o atsiskyrusiu skirstiniy atveju
— adaptuotu branduoliniu metodu.

01 paklaidos atveju, kai miSinius sudaro labai persidengiantys skirstiniai, gauti rezultatai

yra blogesni nei tada, kai skirstiniai yra atsiskyrg.
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1.1 lentelé. 0, paklaidos priklausomybé nuo atstumo tarp komponenty centry

Vertinimo Tankiai
metodai d=5,p1=pr=p3=1/3; n=100
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
AKDE 0,8268 0,8257 0,8197 0,8128 0,8066 0,8075
(0,076)  (0,0814) (0,0848) (0,0827) (0,0788) (0,0731)
PPDE 0,9243 0,9319 0,9303 0,93 0,9284 0,925
(0,0501) (0,0364) (0,0375) (0,0387) (0,041) (0,0433)
LSDE 0,8043 0,8162 0,8583 0,8611 0,8613 0,8711
(0,0534) (0,054) (0,0491) (0,0349) (0,0434) (0,0577)
SKDE 0,7158 0,7144 0,7088 0,7071 0,7179 0,7227
(0,026)  (0,0905) (0,0905) (0,083) (0,0631) (0,0498)
IFDE 0,9459 0,8886 0,7857 0,8463 0,8761 0,8312
(0,0362) (0,1318) (0,0706) (0,038) (0,111)  (0,0538)
MIDE 0,7389 0,7332 0,7235 0,7149 0,7121 0,7219
(0,0279) (0,0221) (0,0338) (0,0195) (0,0208) (0,0203)

0, paklaidos atveju geresni rezultatai gauti tada, kai

vidutiniskai (k= 3, 4, 5).
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2. Duomeny pirminio klasterizavimo poveikis daugiamodaliniy

tankiy statistinio vertinimo tikslumui

2.1. Klasterizavimo metodai

Klasteriné analizé — tai matematiniy metody visuma, skirta objekty ar reik§miy aibéms
suskaidyti i tam tikra prasme vienalytes, homogenines grupes (klases, klasterius) taip, kad tos
pacios grupés elementai buty ,artimi“ vienas kitam, o elementai i§ skirtingy grupiy — ,,tolimi
vienas kitam. Toks uzdavinys iSkyla sprendziant ivairias taikomasias problemas: ivairiy
preparaty poveikio efekty tyrimas medicinoje, ekonomikos subjekty ivairiy plétros tendencijy
iSskyrimas, ankety ir respondenty tipologiné analizé sociologijoje, dangaus kiiny segmenty
iSskyrimas astronomijoje, pavyzdziui [15, 200, 216].

Dauguma klasterinés analizés (klasterizavimo be mokymo) darby pasirodé per
pastaruosius keturis deSimtmecius, nors pirmieji darbai, kuriuose buvo paminéti klasterinés
analizés metodai, pasirodé gana seniai. 1911 metais lenky antropologas J. Czekanowicki iskele
»struktiirinés klasifikacijos* idéja, kuri realizuoja pagrindinj klasterinés analizés principa —
iSskirti objekty kompaktines grupes. Terming ,klasteriné analizé* (angl. cluster analysis) 1939
metais pirmasis pasiiilé angly mokslininkas R. C. Tryon. Zodis ,,cluster* i§ angly kalbos gali bati
verCiamas kaip ,,keké®, ,,sankaupa®. Labai didele itaka klasterinei analizei padaré dviejy biologu
R. R. Sokal ir P. H. Sneath knyga, kurioje tvirtinama, jog objektu suskaidymo i grupes struktiiros
nustatymas padeda atkurti $iy struktiiry susikiirimo procesa, o skirtingy grupiu (klasteriy)
objekty skirtumai ir panaSumai gali biiti evoliucinio proceso mechanizmo suvokimo pagrindas.

Klasteriy sudarymo metody yra daug. Jie skirstomi pagal tai, kokia yra skirstymo {
klasterius strategija, kaip parenkami panaSumo matai bei atstumo tarp klasteriy nustatymo
kriterijai. Pagal naudojama metodika klasterizavimo metodus salygiSkai galima suskirstyti i
»geometrinius® ir ,tikimybinius®, pagal klasteriy svarbuma — { hierarchinius ir nehierarchinius
[21, 25, 54, 177, 228, 4A].

Imties Kklasterizavimas naudojantis EM algoritmu. Jei atsitiktinio vektoriaus X
pasiskirstymo tankis turi ¢ maksimumu, tai ji galima bandyti aproksimuoti ¢ vienamodaliniy

pasiskirstymo tankiy misiniu:

£ =3 pfi). @.1)
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Tarkime, kad X skirstinys priklauso nuo atsitiktinio dydzio v, kuris igyja reikSmes
1, ..., g su atitinkamomis tikimybémis py, ..., p,. Klasifikavimo teorijoje v yra interpretuojamas
kaip klasés, kuriai priklauso stebimas objektas, numeris. Taigi, stebinius X(7) atitiktu v(?),
t=1, ..., n. Funkcijos f; traktuojamos kaip X salyginis pasiskirstymo tankis, esant salygai v =%.
Remiantis tokiu poziiiriu, imties negrieztas klasterizavimas suprantamas kaip aposterioriniy

tikimybiy
m(x) =P{v=KkX=1x} (2.2)

vertinimas, kai visi xe {X(1), ..., X(n)}. Grieztas imties klasterizavimas biity atsitiktiniy dydziy

v(1), ..., v(n) vertinimas, t. y. imtis suskaidoma i poaibius remiantis lygybe

H¢) = arg max £, (X(1)). (2.3)

[verciai £, gaunami aproksimuojant nezinomus pasiskirstymo tankio komponentus ¢y

normaliniais pasiskirstymo tankiais ir naudojant EM algoritma. Ji trumpai apraSysime. Tarkime,
galioja (2.1) lygybeé ir f; yra skirstiniy MM(k), R(k)) tankio funkcijos, k=1, ..., ¢. Siuo atveju
(2.1) lygybés desiniaja puse pazymékime f{x,0), Cia 0 = (py, M(k), R(k), k=1, ..., q).

Galioja lygybés:

_ Py (X) ir k

=1q.
™) .q (2.4)

7, (X)

Turint € jverti, tikimybiy 7; iverCiai gaunami i§ (2.4) ,jidéties” metodu, t. y. kei¢iant deSingje
puséje nezinomus parametrus ju statistiniais jverciais. EM algoritmas yra rekurentiné procediira,

skirta @ maksimalaus tikétinumo jverciui

0" =arg max L(O), L) = ﬁf(X(t),@) (2.5)

t=1

ir ji atitinkantiems {veréiams 4, apskaiGiuoti. Sis algoritmas Gauso misinio analizei buvo
nepriklausomai pasiiilytas keliy autoriy: Hasselbland (1966) [102], Behboodian (1970) [18].
Véliau jo savybés buvo gerai iSnagrinétos [24, 41, 42, 214, 231] ir kituose darbuose. EM

algoritmui skirta daug démesio jvairiuose apzvalginiuose straipsniuose ir monografijose [45, 58,
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130, 152, 169, 213]. Tarkim, po r cikly gavome jverCius £, = £”. Tada naujasis jvertis

&=6"" apibréziamas lygybémis:

Fi = YA X0,

Wk = % S E(X(@)- X(1),

K t=1

k) = ?iﬁk XX - w0 ry - 8w

1
ngy

Sak=1,...,q. Irasius &Y {(2.4) desiniaja puse, randami £ (X (?)), k=1, ¢, t=1,n. Sios

rekurentinés procediros iSdavoje gauname nemazéjancia seka L(ﬁm ), taciau ar ji konverguoja i

globaliojo maksimumo taska, labai priklauso nuo pradinio jverdio &® (arba £). Pradinés

reikSmés parinkimas néra galutinai iSspresta problema. Galimus sprendimo biidus galima

suskirstyti | tokias grupes:

Paprasciausias pradinés reikSmeés parinkimo problemos sprendimo budas — taikyti atsitiktinio
starto principa: EM algoritmas kartojamas daug karty kiekviena karta pradinius jverc¢ius £

parenkant atsitiktinai. Galutinis rezultatas parenkamas taip, kad ji atitinkanti tikétinumo
funkcijos L(ﬁ) reikSmé biity maksimali.

Geri rezultatai taip pat gauti taikant nuoseklaus klasteriy isskyrimo procedira. Si metodika
skiriasi tuo, kad EM algoritmas néra vykdomas nuo tam tikro pradinio tasko, bet klasteriai
palaipsniui iSskiriami i§ miSinio ir kiekviena karta, iSskyrus nauja klasteri, parametrai yra
tikslinami EM algoritmu. Prie tokiy metody galima priskirti [172] aprasyta procediira,
i§skiriancia klasterius kaip sritis, turinc¢ias didesn¢ neparametrinio tankio jvercio reikSmg.
Kitas nuoseklaus klasteriy iSskyrimo metodas paskelbtas darbe [219].

Gerai yra zinomi hierarchiniai klasifikavimo metodai, bet paprastai jie néra pritaikyti Gauso
miSiniy modelj tenkinantiems duomenimis. Pirmakart toks klasifikavimo algoritmas,
iSlaikantis Gauso miSinio modelj sudarant klasteriy medj, buvo aprasytas Fraley 1998 metais
[69]. Taigi, tai naujas ir gerai veikiantis algoritmas. Bene vienintelis iki Siol pastebétas
didelis jo trikumas yra tas, kad ilgai trunka kompiuterio skaiCiavimai ir reikia didelés
kompiuterio atminties, jeigu duomeny yra daug.

k vidurkiy metodas, kiti euristiniai klasterizavimo metodai. Tai vienas i§ daZnai naudojamy

parinkimo btidy. Kadangi Sie pradinio tasko parinkimo metodai néra tiesiogiai skirti Gauso
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miSiniams, jie gerai veikia tik tada, kai Gauso miSinys tenkina papildomas salygas, pvz.,
k vidurkiy metodas tinka EM algoritmui inicializuoti kai klasteriy kovariacinés matricos
skiriasi nedaug.

Hierarchinis Kklasterizavimas. Nedideliam objekty (stebiniy) skai¢iui klasterizuoti
dazniausiai naudojami hierarchiniai algoritmai. Hierarchija gali biiti skaidancioji, kai jos
formavimo procese pradedama nuo objekty visumos kaip vienos klasés, o baigiama tuo, kad
kiekvienas objektas sudaro atskirg klase. Atvirkstinis procesas, kai i§ pradziy kiekvienas objektas
sudaro atskira klasg, o paskui sujungti galutiniame etape visi objektai sudaro viena klase,
vadinamas jungiamaja hierarchija. Pazymékime S, — i-aja objekty klas¢ (klasterj), n, — objekty
skaiciy klaséje, p(S,,S,) — atstuma tarp klasiy S, ir S,. Stebiniy klasifikacijai naudojant
jungiamosios hierarchijos algoritma pradinis skaidinys yra S = (Sl(o), ves S,(,O)), Cia

S’ ={X(t)}, k-lygio skaidinys S =(Sl(k),..., Sﬁ'j}), gaunamas i§ S“" skaidinio apjungus

klasiy pora (S;,S)):

(5).S,)=arg_min  p(S),S,,).

"o
S;,8,es*D

2.6)

Galuting hierarchija sudaro ikelty skaidiniy sistema S < S <...c §"™" =X, kuria
galima vaizduoti grafiSkai medzio pavidalo diagrama, vadinama dendrograma. Hierarchijos
formavimo biidai placiai nagrinéti Anderberg [6], Sneath ir Sokal [202], Hartigan [101], Everitt
[59].

Klasteriy artumo matai. Klasterinéje analizéje svarbu apibrézti objekty homogeniskumo
savoka. Tai sunkus uzdavinys, nes jam spresti néra formaliy metody. Paprastai artumy matricoje
elementai p(S,,S,) apibiidina arba atstuma tarp objekty, arba jvertina jy panasSumo (skirtumo)
laipsni. Atstumo tarp objekty metrikos d(X(i), X(j)) parinkimas yra vienas i§ pagrindiniy
klasterinés analizés uzdaviniy. Nuo jos parinkimo priklauso ir galutinis objekty grupavimo i
klasterius variantas. Praktikoje daZniausiai naudojamas Euklido atstumas [131]. Taip pat daznai
naudojamas Euklido kvadratinis atstumas, svertinis Euklido atstumas, Ceby§evo atstumas,
Manhateno atstumas, Minkovskio atstumas, absoliutusis laipsninis atstumas [116].

Populiarios ir daznai naudojamos Sios klasteriy artumo metrikos [116, 131, 135, 156,
202]:

e vidutinio atstumo tarp visy galimy dvieju klasteriy objekty poru:
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poa(5,.5)=—— 3 S dX().X()):

MMy x(es; X(j)es,,
e artimiausio kaimyno (angl. nearest neighbor):

pmin(SlJSm) = Xr(gi? d(X(Z),X(])),

X())eS,
e tolimiausio kaimyno (angl. furthest neighbor):

P (S158,,) = max d(X (D), X());

X(J)eS,

e centroidy (angl. centroid) — sunkio centry metodas (matuojamas atstumas tarp klasteriy

,,sunkio centry®):
pC(Sl7Sn1) :d(gl’gm)ﬂ
e Ward’s:

d(§1’§m)

Pw(SnSm)Zm-

Tyrime hierarchinio klasterizavimo artumui tarp klasteriy apibrézti naudojame tris
metrikas:
1. Tolimiausio kaimyno — atstumas tarp klasteriy apibréziamas kaip atstumas tarp klasteriy

tolimiausiy kaimyny (objekty).

Klasteris S

@ 5,5

N /D) B = T ACLD X))
N

Klasteris Sn, o

2.1 pav. Tolimiausio kaimyno atstumo tarp klasteriy nustatymas
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2. Centroidy — atstumas tarp klasteriy apibréziamas kaip Euklido atstumo tarp klasteriy centry

kvadratas.

ﬁc(SIS.)

Klasteris 5; £
a @

o Q
g o

Klasteris S

Y pe=d(5,5)

2.2 pav. Centroidy atstumo tarp klasteriy nustatymas

3. Taikant Ward‘s metoda, atstumas tarp dvieju klasteriy apibréziamas kaip Euklido atstumy
tarp visy imanomu klasterius sudaranc¢iu objekty pory kvadraty suma. Tiesa sakant,

kiekviename hierarchinio klasterizavimo etape atliekama dispersiné analizeé.

2

d(5;,5)

Py =7.1

- %
-»cz%fs a4

—

2.3 pav. Ward’s atstumo tarp klasteriy nustatymas

k vidurkiy metodas. Sis algoritmas klasterizuoja objektus, suskaidydamas juos i &
klasteriy. Jo idéja pasitilé MacQueen [148] ir Hartigan [101]. Tai vienas i§ EM algoritmo
varianty, kurio tikslas — apibrézti £ vidurkiy stebiniams, kuriy skirstinys yra Gauso. Daroma
prielaida, kad stebiniai yra daugiamaciai. leSkoma suskaidymo, kuris minimizuoja dispersijas

klasteriy viduje arba funkcija

> 2 lx=ms)| 2.7)

i=1 XeS,
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¢ia S;, i=1,2, ..., k yra klasteriai, o m(S;) yra klasterio S;, sudaryto i§ stebiniy XeS,, ,,svorio
centras®.

Algoritmas pradedamas suskaidant stebinius | k& pradiniy klasteriy. Tuomet
apskaiCiuojamas kiekvieno klasterio vidurkis ar randamas jo centras. Atlickamas naujas
suskaidymas stebinius priskiriant artimiausiems centrams. Véliau perskaic¢iuojami naujy klasteriy
centrai ir §ie du zingsniai kartojami tol, kol stebiniai nebekeicia klasteriy, t.y. centrai
stabilizuojasi.

Dél greito savo konvergavimo $is algoritmas ypa¢ populiarus praktikoje [13]. Ne viena
karta pastebéta, jog algoritmo iteracijy skaiCius yra daug mazesnis nei klasterizuojamy objekty
skaicius.

k artimiausiy kaimyny metodas. Yra keletas £ artimiausiy kaimyny klasterizavimo
metodo atmainy. Pateiksime viena ju, apraSyta Gitman [82] ir Huizinga [112]. Klasterizavimas
pradedamas nuo to, jog kiekvienas stebinys priskiriamas atskiram klasteriui. Toliau du klasteriai
yra jungiami i viena:

1) sudaromos visos jmanomos poros i$ dviejuy elementuy;

2) skaiciuojamas kiekvienos poros tankis:

n, (%)

f,-(x)=m,

2.8)

¢ia ni(x) — i-ojo klasterio kaimyny skaicius kartu priskai¢iuojant ir pati stebini x, V(x)
— ni(x) sudaranciy stebiniy uzimamos erdvés hipertiiris;

3) sujungiami du klasteriai, kuriy bendras tankis yra didziausias.

Toliau nagrinéjamas kiekvienas stebinys kartu su, atitinkamu vienam ar keliems
kaimynams padedant, jvertintu tankiu (2.8). Tiriamasis stebinys gali priklausyti bet kuriam
klasteriui ir tuo biidu randami jo k artimiausi kaimynai. Taigi, Sis stebinys priskiriamas tam
klasteriui, su kuriuo ji sujungus tankis (2.8) biina didZiausias ir ne maZesnis nei sujungus su bet
kuriuo kaimynu.

Toks klasteriy tikslinimas baigiamas, kai klasteriai nusistovi ir ju struktiira nebekinta [74,

229].

46



2.2. Klasteriy skaiciaus nustatymo algoritmai

Viena i§ problemu, su kuria daznai susiduriama klasterinéje analizéje, — tai klasteriy
skai¢iaus nustatymas arba modelio adekvatumo tyrimas [86]. Paprastai naudojami parametriniai
kriterijai: tikétinumo funkcijos ar kiti kriterijai, taip pat paremti tikétinumo funkcija, pavyzdziui,
Akaike informacijos kriterijus (AIC). Taciau taikant Siuos kriterijus susiduriama ir su tam
tikromis problemomis. Visu pirma reikia apskaiciuoti funkcijos globalyji maksimuma kaip
lokaliyju maksimumuy didZiausia reikSme, taciau kartais tai atlickama ir su i§imtimis. Tad tokiu
atveju né vienos procediiros taikymas negali garantuoti, kad toks globalusis maksimumas bus
rastas. Antra vertus, taikant Siuos kriterijus daroma prielaida, kad vienas i§ lyginamy
parametriniy metody yra teisingas. Si prielaida kriterijy daro nestabily. Pateikti argumentai
vercia kelti klausima: gal verta naudoti neparametrinius kriterijus, kad bty patikrintas skirstiniy
misinio modelio adekvatumas.

o’ tipo Kkriterijai. Siuos kriterijus taikyti gana nesudétinga [172]. Tarkim, £ (x) = (6 x),
&ia @ — jvertis, gautas maksimalaus tikétinumo metodu. Pazymékime skirstinio funkcija F~, o

- n_d
empiring skirstinio funkcija — F(x)=n"' ZHI{ X (0<x,} - Apibrézdami

=1 j=1

vi = [ [F" (0= FOof dF o) = n” Z [ (x@oy-Faxopl, 2.9)

neatmesime nulinés modelio (2.1) adekvatiSkumo hipotezés, jei tenkinama salyga
W1 <ér (2.10)

ReikSmingumo lygmeniui a lygmuo ¢ parenkamas kaip galima arCiau kvantilio
uy: P{y1>u,} =o. Tam galima naudoti bootstrap metoda [2, 28, 91, 146, 230]. Jei G
paZzymésime statistikos /; skirstinio funkcija, tuomet, esant fiksuotam #, apibréziama atsitiktinio

vektoriaus X skirstinio funkcija F, t. y.
Py <u} =Gi(u, F), visiems u. (2.11)
Kai yra duotas a, kintamasis ¢, apibréZiamas lygybe

Gi(y, F)=1-a. (2.12)
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Funkcija Gy(, F') galima gauti bootstrap metodu.
Tadiau nors o’ tipo kriterijus yra labai populiarus, reikia pripazinti, kad praktikoje
kriterijus, paremtas pasiskirstymo tankiy jverc¢iy nukrypimais, o ne skirstinio funkcijomis, yra

jautresnis. Tarkim, ﬁ(x) yra (1.6) tipo neparametrinis tankio f{x) ivertis. Statistika

v, = ﬁ(x)— £ (x|}, kaip modelio adekvatumo tyrimo kriterijy, rekomenduojama taikyti
tikrinant salyga v, < &;.

Pazymétina, kad jei hipotezé apie (2.1) modelj yra teisinga, kai n — oo, tai Eyy = O(n™") ir
Ey,=0(n"), ¢ia y = 4/(4+d). Statistika y, konverguoja i nuli 1é¢iau nei yq, o jos skirstinys i$

esmés priklauso nuo 6 parametro. Atskirai nuo y, kriterijaus kriterijus

FO) 4 :
V= [ @ =1=n L FXO) 1 (X 0)-1 2.13)

vertas didesnio démesio. Kai y, yra jprastas nuostoliy || ﬁ(x)— f7(x)||; neparametrinis jvertis,

statistika 3 yra nuostoliy

[ feo-r /N | = [(foo 1 enareo -1

ivertis. Jei teisinga (2.1) hipotezé, kai n — oo, statistika w3 konverguoja i nulj grei¢iau nei y», o
Eys= o™ ’logn). Taip pat matyti, kad w3 skirstinys nedaug priklauso nuo 6 reikimés.
Taikant s kriterijy, tikrinama salyga w3 < 3.

Lygmenys &3 ir &, nustatomi taip pat kaip (2.11) ir (2.12) naudojant parametrini bootstrap
metoda.

Tikétinumo funkcijos prieaugio Kkriterijai. Pradedant nuo reik§més g = 1, parametras ¢
toliau nuosekliai didinamas tol, kol atmetama hipotezé apie (2.1) modelio adekvatuma (pvz., su

reik§mingumo lygmeniu = 0,05, 0,1). Siai hipotezei tikrinti galima taikyti kriterijy, paremta
tikétinumo funkcijos pricaugio naudojimu. Tarkim, &(q) yra 6 jvertis, gautas naudojantis EM

algoritmu, kai klasteriy skaicius yra g,

v =L(8g+1)-LB(q)). (2.14)
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Tarkim, G(u) zymi  skirstinio {vertj, gauta parametriniu bootstrap metodu darant prielaida, kad
Gauso skirstiniy miSinio modelis (2.1) yra teisingas. Tada hipotez¢ apie modelio (2.1)

adekvatuma neatmetama, kai
1-G(y) 2 . (2.15)

Sitaip parinkta klasteriy skai¢iy Zymeésime q* [TA].

Praktiniuose tyrimuose neretai susiduriama su problema, kai dél didelio stebiniy
skai¢iaus bei mazy tankio funkcijos reikSmiy juose kompiuteriu apskaiciuota tikétinumo
funkcijos reikimé lygi nuliui. Siuo atveju galima naudoti funkcija, ekvivalenia tikétinumo

funkecijai:

L) =] +1X0).0)). (2.16)
t=l1
¢ia N =max{u: ZIW xS 0,051} . Tuomet (2.14) lygybg atitinkamai galima perraSyti taip:
t=1

7 =L(&g+1)-L(g)). (2.17)

Taikant y kriterijy, tikrinama salyga 1-G(¢/) > « .
Sarle Kkubinis Kklasterizavimo Kriterijus. Klasteriams atskirti placiai naudojamas
optimizavimo kriterijus, zinomas kaip kvadraty sumos tarp klasteriy stebiniy vertinimas [180].

Paprastai naudojama statistika nusakanti klasterizuoty stebiniy sklaida:

_ Tr(W)
Tr(T)

R’ =1
gia Tr(W) (W = X'X - X'V'VX,, &ia V — klasteriy indikatoriné matrica, kurios elementai v4= 1,
jei t-asis stebinys yra i§ k-ojo klasterio, kitu atveju v4=0, X — empirinis imties vidurkis) yra
klasterius sudaranciy stebiniy kvadraty suma, Tr(T) yra visos imties elementy kvadraty suma,
t. y. matricos T, apibréztos lygybe T = X'X, pédsakas.

Taikant Sarle kubinj klasterizavimo kriteriju (CCC), tikrinamos tokios hipotezés:

Hy: stebiniy skirstinys daugiamatis tolygusis.
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H,: stebiniy skirstinys yra daugiamaciy Gauso skirstiniy miSinys.
Teigiamy CCC reikSmiy atveju Hy atmetama.

Norint apskaiciuoti CCC, pirmiausia jvertinama dispersija:

4
j=

2N 1 1 S u/2 (n—q)° 4 S
e [ A

d
.- . . . wie e e . L * e .
¢ia s; yra hiperkubo j-osios krastinés ilgis, u;= sj/c, kai ¢=(v/q)d ir v= | |s,. , d — didziausias
i=l1

sveikasis skaiCius mazesnis uz ¢, bet toks, kad u,+ biity ne mazesnis uz vieneta.

CCC, priklausantis nuo R?, apskaitiuojamas taip:

(2.19)

cce zlog{l—E(Rz)} Jnd" )2

1-R*> |(0,001+E(R*))'*’

d d
&ia R? =1—{d* + ZMf:l Zuf .
=1

j=d"+1

Ieskoma CCC reikSmés lokaliyjy maksimumy. Jei CCC reikSmés yra tarp 0 ir 2, tai taip
parinkta klasteriy struktiira yra galima, taciau interpretuoti ja reikia atsargiai. Jei reikSmes yra
didesnés uz 2, tai sakoma, kad klasteriu skaicius parinktas tinkamai.

Pseudo-F Kriterijus. Matuojant klasteriy atsiskyrima, pseudo-F (PSF) kriterijumi taip
pat méginama nustatyti klasteriy skai¢iy imties pagrindu. PSF kriterijus gali biiti naudojamas
kaip klasteriy skai¢iaus indikatorius, tadiau jo pavadinimas i§ dalies yra klaidinantis. Si statistika
néra pasiskirsciusi kaip FiSerio atsitiktinis dydis, t.y. ji pasiskirsCiusi kaip Fiserio atsitiktinis
dydis su d(g — 1) ir d(n — g) laisvés laipsniais, jei tenkinamos ir dvi prielaidos, kurios beveik
niekada nepasitvirtina:

1) klasterizavimo metodas stebinius klasteriams priskiria atsitiktinai,
2) stebiniai yra tarpusavyje nepriklausomi, pasiskirste¢ pagal daugiamatj normalini skirstini.

PSF apibréziamas taip:

S Jia-
PSF =— = : , (2.20)
(Z > |xo-x] ]/(n—q)
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¢ia X yra imties vidurkis, o X, — k-ojo klasterio vidurkis. PSF gali biiti isreikstas statistikos R’

nariais:

2
TR _RRﬁ()q/(nl_)q) . 2.21)

PSF interpretuojamas panasiai kaip ir CCC: ieSkoma PSF reikSmes lokaliyjy maksimumuy
ir sprendziama apie klasteriy pasirinkima.

Pseudo-7* Kriterijus. Pseudo-7” kriterijaus statistika (PST2) yra Hotelling 7° kriterijaus
[109] variantas, kuriuo lyginami dviejy daugiamaciy aibiy vidurkiai. PST2 naudojamas priimant
sprendima, kurie du klasteriai turi buti sujungti arba ne. Paprastai kriterijumi PST2 matuojamas
atskyrimas tarp dvieju véliausiai sujungty klasteriy. Jei PST2 reikSmé yra didelé, tai klasteriy
vidurkiai skiriasi reikSmingai, o klasteriai nesujungiami, ir atvirk§¢iai — jei PST2 reikSmé yra
maZza, tai klasterius galima sujungti uztikrintai.

Pseudo-7° statistikos skirstinys yra FiSerio skirstinys su d ir d(ng+ m—2) laisvés

laipsniais. PST2 apskaiciuojama sujungus klasterius Cy ir C; { klasterj C:

PST2 = — W =W =W,
(W, +w)/(n, +n,—2)

(2.22)

¢ia ny yra k-ojo klasterio stebiniy skaicius, o w, = Z"X (- X,
ieCy

Pagrindiné pseudo-T° statistikos (PST2) interpretavimo taisykle — ieskoti klasteriy
skai¢iaus mazéjimo kryptimi pirmos gerokai didesnés reikSmés, nei prie$ tai buvusi, ir parinkti
klasteriy skaiciy, kuris atitinka prie$ tai esancia (mazZesng) statistikos reikSme.

Beale F kriterijus. IS daugelio formaliy metody, kurie naudojami klasteriu skaiciui
nustatyti, Beale F kriterijus laikomas vienu geriausiy [84]. Jam apskaiciuoti reikalinga atstumy

tarp stebiniy kvadraty suma. Tam klasteriy viduje skai¢iuojama liekany kvadraty sumos reikSmé:

a

WlZZZ(Xk(j)_)?k)'(Xk(j)_)?k)- (2.23)

k=1 j=I

Tas pats daroma ir su kitu klasteriy suskaidymu:
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Gy My

W2:ZZ(Xk(j)_yk)l(Xk(j)_yk)' (2.24)

k=1 j=1

Jei klasteriy viduje skai¢iuojamos liekany kvadraty sumy reikSmés yra priskirtos taip, kad
klasterizavimas su didesniu klasteriy skai¢iumi yra ¢q;, o atitinkama kvadraty suma wy, tai:
1) jei w; yra daug mazesnis uz ws, tai pasirinkti didesni ¢, yra geriau nei mazesni ¢»;
2) jeiw; yra daug didesnis uz w», tai geriau yra pasirinkti nedideli klasteriy skai¢iy g».
Zinoma, kyla klausimas, koks didelis skirtumas turi biiti.
Tikrinant, ar skirtumas tarp dydziy w; ir w, yra statistiSkai reikSmingas, skai¢iuojama §i

statistika:

. W, —W c(n—q,)
Fr==— —— ; 2.25
W c,(n—q,)—c(n—q) ( )

¢ia q; yra didesnis klasteriy skaicius nei ¢,, w; ir w, — atitinkamos atstumy, esanc¢iy klasteriy

viduje, kvadraty sumos, o ¢; = ¢, ir ¢, = ..

. - * . . " . . .. .. oy .. - .
Galiausiai, F* reikSmé lyginama su FiSerio skirstinio kritine reikSme (pavyzdziui, kai

o = 0,05), kai skaitiklio laisvés laipsniy skaic¢ius
c(n—q)—c (n—q),
o vardiklio laisvés laipsniy skaicius
c1(n—q).
Jei Beale F statistika yra didesné uz FiSerio skirstinio kriting reikSme, tai klasterizavimas

su daugiau klasteriy yra geresnis. Kitu atveju pasirenkamas sprendimas su mazesniu klasteriy

skai¢iumi.
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2.3. Pirminio duomeny klasterizavimo poveikio pasiskirstymo tankio
neparametrinio vertinimo tikslumui tyrimas

Vienas i§ biiduy méginti padidinti tankiy vertinimo tiksluma — pereiti nuo daugiamodalinio
tankio analizés prie vienamodaliniy tankiy vertinimo traktuojant tiriamaji tanki kaip
vienamodaliniy tankiy miSini. Sitilome pirmame tyrimu etape imtj klasterizuoti, o paskui
kiekviena Kklasterj atitinkancéius skirstiniy miSinio komponentus jvertinti atskirai. Be to,
klasterizavimui galima panaudoti rekurenting procediira, kuri remiasi stebiniy skirstinio
aproksimacija Gauso skirstiniy misiniu ir EM algoritmo taikymu, apraSytu 2.1 skyriuje. Kaip jau
buvo anksCiau minéta, taikant §j algoritma susiduriama su pradinés reikSmés parinkimo
problema. Paprasciausias jos sprendimo biidas — taikyti atsitiktinio starto principa [133]: EM

(0)

algoritmas kartojamas daug karty, kieckviena karta pradinius jverius £ parenkant atsitiktinai.

Galutinis rezultatas parenkamas taip, kad ji atitinkanti tikétinumo funkcijos L(&) reikSmé biity
maksimali. Klasteriy skai¢ius ¢ parenkamas kryZzminio patikrinimo btidu [143]. Gerus rezultatus
taip pat galima gauti naudojant Lietuvos Matematikos ir informatikos institute sukurta
konstruktyvia procediira, kurioje klasteriy skai¢ius parenkamas taikant " tipo kriterijy [172].

Siame tyrime Monte Karlo metodu buvo siekiama atlikti ankséiau 1.1 ir 1.2 skyriuose
aprasyty pasiskirstymo tankio neparametriniy ivertiniy (kitaip nei 1 dalyje tirtame apvertimo
formulés taikyme, ¢ia naudotas ne IFDE, o IKDE metodas) tikslumo lyginamaja analiz¢ tuo
atveju, kai stebiniy pasiskirstymo tankis yra daugiamodalinis, ir nustatyti, ar tikslinga, vertinant
tokio tipo tankius imtj preliminariai suskaidyti i klasterius. Buvo generuojamos atsitiktinés imtys
su nepriklausomais stebiniais, pasiskirsciusiais pagal Gauso ir KoSsi skirstiniy misinius. Norint
ivairiapusiSkai istirti siilomus metodus, buvo keifiamas imties dydis, misSiniy komponenty
sanklotos laipsnis.

Paklaida. Norint palyginti gautus rezultatus su gautais [113] darbe, algoritmams vertinti

naudota paklaida, apibréZianti atstuma tarp dviejy funkciju:

6 =E(g(X) - X))’ / DAX). (2.26)

Pazyméjus tankio funkcija f, o jos iverti ﬁ — g ir paémus ju empirinius analogus, paklaida

o= Err/ Var, (2.27)
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¢ia Err =%Z; ( ﬁ —f.)* reidkia viduting kvadrating ivertinto tankio ﬁ ir tikrojo tankio

fi=f(X(¢)) paklaida, o Varz,‘—lz;( f - f)? reiskia imties sklaida, &a f nusako

AX()), ..., fiX(n)) vidurki.
Kiekvienu atveju apskai¢iuotas paklaidos o aritmetinis vidurkis & bei standartinis

nuokrypis gauti sugeneravus 100 nepriklausomy imciy. Juos ir pateiksime lentelése bei

grafikuose.

Tirti modeliai. Buvo naudojami tie patys duomenys, kuriuos savo darbe [113] jau buvo
naudoj¢ J. N. Hwang, S. R. Lay ir A. Lippman. Naudojami triju tipy daugiamaciai (d = E)
Gauso ir Kosi skirstiniy su nepriklausomomis komponentémis misiniai. KoS$i skirstiniai turi

sunkias uodegas, kokiu neturi Gauso skirstiniai. Duomeny skirstiniy tankiy mi$iniai apraSomi

taip:
9
f(x)= Z p,.fy(x,m;,0,) (Gauso skirstiniy miSinys),
i=1

q9
f(x)=> p.felx,m;,u,) (Kosi skirstiniy misinys)

i=1

su apribojimais Z; p,=1,pi20,i=1g.Cia

1 1 & (x,—my)’
fy(em,o)=—r———exp—-= ) ——— ¢,
! H; V2r7o, 2 ; o,

Uy

fC(x7mi’ui) :H

o wlug + (x, —my)’]

B1:Vienos modos skirstinys. Pirmasis duomeny tipas yra vienos modos skirstinys su tokiais
parametrais (pazymétina tai, jog d = 2,4 atvejais miSinio parametrai apibréziami imant d = 5
atvejo pirmus parametry elementus): Gauso atveju,

p=1, m=(0,0; 0,0; 0,0; 0,0; 0,0)’, 6°=(0,84; 1,02; 0,70; 1,20; 0,96)';
Kosi atveju
p=1, m=(0,0; 0,0; 0,0; 0,0; 0,0)’, u=(0,84; 1,02; 0,70; 1,20; 0,96)".
B2:Mazai persidengiantis dviejy mody skirstinys. Antrasis duomeny tipas yra mazai

persidengiantis dvieju mody skirstinys su tokiais parametrais: Gauso atveju,

54



p1=0,65, m;=(0,0; 0,0; 0,0; 0,0; 0,0)', 51°=(0,42; 0,51; 0,35; 0,60; 0,48Y’,

2=0,35, my=(2,0; 2,0; 2,0; 2,0; 2,0Y, 6:°=(0,33; 0,46; 0,53; 0,43; 0,45)’;
Kosi atveju

p1=0,65, m;=(0,0; 0,0; 0,0; 0,0; 0,0)", u,=(0,42; 0,51; 0,35; 0,60; 0,48)",

p2=0,35, my=(2,0; 2,0; 2,0; 2,0; 2,0)", u,=(0,33; 0,46, 0,53; 0,43; 0,45)".

B3:Labai persidengiantis dviejy mody skirstinys. TreCiasis duomeny tipas yra labai

persidengiantis dvieju mody skirstinys su tokiais parametrais: Gauso atveju,

21=0,65, m;=(0,0; 0,0; 0,0; 0,0; 0,0Y, 67°=(0,84; 1,02; 0,70; 1,20; 0,96)’,

2=0,35, my=(2,0; 2,0; 2,0; 2,0; 2,0)', 62°=(0,66; 0,92; 1,06; 0,86; 0,90)’;
Kosi atveju

p1=0,65, m;=(0,0; 0,0; 0,0; 0,0; 0,0)", u;=(0,84; 1,02; 0,70; 1,20; 0,96)'.

p2=0,35, m»=(2,0; 2,0; 2,0; 2,0; 2,0)", u=(0,66; 0,92; 1,06; 0,86; 0,90)'".

Kiekvieno tipo duomenims (tiek Gauso, tiek KoS$i skirstiniy miSiniams) skirtinguose

matavimuose (d = 2,5) buvo generuotos jvairaus didumo imtys (200, 400, 800, 1600, 3200).

2.4. Pirminio klasterizavimo poveikio pasiskirstymo tankio vertinimo
tikslumui tyrimo rezultatai

Adaptuotu branduoliniu ir tikslinio projektavimo metodais gauti rezultatai yra panasus
kaip ir gauti J. N. Hwang, S. R. Lay bei A. Lippman: turimos mazesnio matavimo sunkiy uodegu
(Kosi) imtys geriau apraSomos branduoline struktiira. Esant didesniam matavimy skaiCiui ir
didesnéms imtims (nuo 400 stebiniy) ar Gauso skirstiniy atveju, geresni rezultatai gauti tikslinio
projektavimo tankio jvertiniu. Penkiamaciy Gauso miSiniy atveju geri rezultatai gauti
naudojantis apvertimo formulés tankio jvertiniu. Vertinant vienamodalinius Gauso bei Kosi
skirstinius, paklaidos gautos net iki 4,6 karto maZesnés; tai ypa¢ gerai matoma, kai imtys yra
mazos. Pradinis duomeny sujungimas i homogenines grupes taikant Gauso skirstiniy miSinio
modeli ir EM algoritma leido gauti geresnius rezultatus: esant mazoms imtims, paklaidos
sumazgjo net 2 ar 3, o kai kuriais atvejais net 5 kartus, esant didesnéms imtims (n = 1600, 3200),
$is santykis yra mazesnis ir siekia 1,05-2 kartus. Siame tyrime vienareiksmiskai geriausiu galima
laikyti tikslinio projektavimo jvertini [3A]. Vienamodaliniai Gauso skirstiniai gerai vertinami
taikant pusiau parametrini branduolini metoda, o penkiamaciai ju miSiniai — ir apvertimo
formulés taikymo metoda. Buvo pastebéta, jog pavieniy imciy atvejais logsplaininiu metodu
buvo gauti labai tikslis rezultatai, taCiau jei pasitaikydavo smarkiai issiskirian¢iy stebiniy,

bendras vidutinis rezultatas i§ esmeés pablogédavo. Apvertimo formulés taikymo algoritmas yra
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labai létas ir skaiCiavimams reikia kur kas dagiau CPU laiko, palyginti su kitais tirtais
algoritmais.
Sio modeliavimo tyrimo tipiniai rezultaty pavyzdziai pateikti 2.1, 2.2 ir 2.3 lentelése.

Skliausteliuose vaizduojamos paklaidy standartiniy nuokrypiy reikSmeés.

2.1 lentelé. Vienamodaliniai keturmaciai skirstiniai

Gauso skirstinys Kosi skirstinys

Metodas n =400 n=1600 n =400 n=1600

be klast. | su klast. | be klast. | su klast. | be klast. | su klast. | be klast. | su klast.
AKDE |0,2055 |0,1178 |0,1455 |0,0845 |0,1994 |0,1787 |0,1283 | 0,1052
(0,0289) | (0,0121) | (0,0169) | (0,0169) | (0,0056) | (0,0324) | (0,0014) | (0,0051)
PPDE 0,126 0,0668 | 0,0457 ]0,0243 |0,1804 |0,1115 |0,0445 | 0,0323
(0,0088) | (0,0141) | (0,0061) | (0,0061) | (0,0034) | (0,0109) | (0,0073) | (0,0031)
IKDE 0,1764 |0,1661 | 0,126 0,1159 10,2099 | 0,19 0,0777 |0,0719
(0,0063) | (0,0178) | (0,0037) | (0,0059) | (0,0087) | (0,0278) | (0,0094) | (0,0118)
LSDE ookl 0,1208 | ***** 0,1099 | ***** 0,1729 | ***** 0,0729
Heokeok Kok (0,0066) | ***** (0,0126) | ****x (0,0107) | **#¥x (0,0045)
SKDE ookl 0,0993 | **Ex* 0,0541 | **kxk 0,1908 | ***** 0,0647
stk sk ok ok (0,0124) | *#xkx (0,0015) | **x*x* (0,0032) | **xk%* (0,0071)

2.2 lentelé. Dvimodaliniai mazai persidengiantys keturmaciai skirstiniai

Gauso misinys Ko$i misinys

Metodas n =400 n=1600 n =400 n=1600

be klast. | su klast. | be klast. | su klast. | be klast. | su klast. | be klast. | su klast.
AKDE | 0,2963 | 0,2531 0,2495 |0,1882 |0,2173 |0,1755 |0,1706 | 0,1257
(0,055) |(0,0166) | (0,0706) | (0,0178) | (0,1644) | (0,0466) | (0,0861) | (0,0214)
PPDE 0,2219 |0,0928 | 0,059 0,0328 |0,2106 | 0,2027 |0,1834 |0,1057
(0,0242) | (0,0137) | (0,0229) | (0,0148) | (0,0804) | (0,0598) | (0,0266) | (0,0224)
IKDE 0,253 0,2531 |0,1841 | 0,1766 | 0,227 0,2124 |0,1851 |0,1732
(0,0621) | (0,0017) | (0,0316) | (0,0017) | (0,0685) | (0,0037) | (0,0847) | (0,0214)
LSDE lalulolo 0,1281 lalokot 0,0824 | ®*kEx 0,213 Hokokkk 0,1378
stk s sk sk (0,0148) | ****x (0,0136) | ***** (0,0283) | **x*x (0,0077)
SKDE kool 0,1393 | ®¥k*x 0,0759 | ®¥*kx 0,2011 HkA R 0,1418
Hokeok Kok (0,0107) | **#** (0,0147) | **x¥x (0,0313) | **xkx (0,0201)
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2.3 lentelé. Dvimodaliniai labai persidengiantys keturmaciai skirstiniai

Gauso miSinys KoS§i misinys

Metodas n =400 n=1600 n =400 n=1600

be klast. | su klast. | be klast. | su klast. | be klast. | su klast. | be klast. | su klast.
AKDE |0,2526 |0,1049 |0,2039 |0,0629 |0,2478 |0,1946 |0,1416 | 0,1341
(0,0471) | (0,0058) | (0,0729) | (0,0094) | (0,0889) | (0,0123) | (0,0434) | (0,0109)
PPDE 0,1684 |0,0512 |0,0591 |0,0412 |0,1879 |0,1628 |0,1403 | 0,0912
(0,0278) | (0,0106) | (0,005) | (0,0063) | (0,0078) | (0,0429) | (0,0165) | (0,0021)
IKDE 0,2563 |0,2321 |0,1808 |0,1644 |0,2496 | 0,2239 |0,1455 | 0,1427
(0,0122) | (0,0018) | (0,005) | (0,0052) | (0,0258) | (0,0518) | (0,0373) | (0,0213)
LSDE ok ko 0,1772 | #*kxx 0,1213 | *wk*sk 0,2184 | *kk*sk 0,1352
stk ok ok (0,0061) | **¥k* (0,0055) | **xk%* (0,0299) | ****%* (0,0106)
SKDE lolakole 0,0801 | ****x 0,0809 | ¥**k* 0,2193 | *kk*k 0,1245
ek sk ok ok (0,0078) | **wk* (0,0097) | **#*%* (0,0047) | **kx% (0,0056)

1 priede grafiskai pavaizduoti tirty tankiy vertinimo metody tikslumo rezultatai
priklausomai nuo imties didumo, kai taikomas pradinis imties klasterizavimas, taip pat adaptuoto
branduolinio ir tikslinio projektavimo metodu palyginimas naudojant imties klasterizavima ir jo

nenaudojant.
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3. Ivairiy klasterizavimo procediiry taikymo efektyvumas

pasiskirstymo tankiams vertinti

3.1. Paplitusiy geometrinio klasterizavimo procediiry taikymas pasiskirstymo
tankiui statistiSkai vertinti

Geometrinis duomeny klasterizavimas — vienas i§ metody, kuriam nereikia suderinty
pasiskirstymo parametry iverciy, todél jis gali buti naudojamas kaip pradiniy daugiamaciy
duomeny suskaidymo metodas. Véliau geometriniu klasterizavimu gauti klasteriai gali biiti
tikslinami (perklasterizuojami) kitais metodais. Tyrime perklasterizuojama neparametriskai
fvertinus tankj ir taikant Bajeso principa bei aposterioriniy tikimybiu mi(x) = P{v = kX =x}
vercius £, (x), k= E, o imtis suskaidoma i klasterius remiantis (2.3) lygybémis. Populiarios

geometrinio klasterizavimo procediiros palygintos tiriant juy taikyma pasiskirstymo tankiui
statistiSkai vertinti. Nagrinéty klasteriy skaiciaus parinkimo kriterijy (Sarle, pseodo-F, pseudo-
7%, Beale F) geometrinio klasterizavimo atveju atlikta literatiiros [179, 183] analizé parod¢, jog
Siame tyrime rekomenduojama taikyti Sarle kubinj klasterizavimo kriterijy bei Beale F kriterijy.
Atlikus preliminary kriterijy, aprasyty 2.2 skyriuje ir skirty geometriniam klasterizavimui,
palyginimo tyrima buvo pasirinktas Sarle kubinis klasterizavimo kriterijus [7K]. Klasterizavimui
atlikti bei klasteriy skaiCiui nustatyti galima taikyti statisting programing jranga SAS (jos
apraSyma zidiréti [16, 182, 183, 184]); darbe ji ir buvo naudota. IS visy 1.1 ir 1.2 skyriuose
apraSyty pasiskirstymo tankio neparametriniy jvertiniy Siame tyrime buvo naudoti adaptuotas
branduolinis, pusiau parametrinis, histosplaininis bei Friedman tikslinio projektavimo jvertiniai
[6A].

Paklaida. Praktikoje gali biiti sprendziamas ne tik klasifikavimo uzdavinys, bet ir
skirstiniy miSinio parametry arba tankio vertinimo uzdavinys. Kadangi panasius tankius galima
nustatyti visai skirtingais parametrais, tai tikslumui jvertinti naudosime L, atstuma tarp tankio ir

jo ivercio:

n

5= (rexan- fxan) = [(re-Feof s G.1)

I |-

t=1

Palyginimas. Tyrimui buvo naudoti tie patys duomeny modeliai B1, B2 ir B3, kuriuos
naudojome 2.3 skyriuje. Kiekvieno tipo duomenims (tiek Gauso, tiek Kosi skirstiniy miSiniams)
skirtinguose matavimuose (d =2 ir d = 5) generuotos jvairaus didumo imtys (50, 100, 200, 400,

800, 1600, 3200).
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Duomeny klasterizavimas jvairiais metodais daugeliu atveju labiausiai pagerino mazy
imc¢iy rezultatus, kadangi mazos imtys dazniau buvo skirstomos i didesni klasteriy skaiciy nei
didesnés imtys. Kosi skirstiniy rezultatai pageréjo labiau nei Gauso skirstiniy. Tankiy jverciy
tikslumui daugiausia jtakos turéjo k artimiausiy kaimyny klasterizavimo procediira.

3.1 paveiksle pateiktos dvimaciy Kosi vienamodaliniy tankiy vertinimo paklaidos, kai
duomenys pradzioje nebuvo klasterizuojami ir buvo klasterizuojami £ artimiausiy kaimyny
procediira. Cia simboliais A, P, S ir H atitinkamai zymimi AKDE, PPDE, SKDE ir HSDE
algoritmai; punktyrine linija Zymimos pasiskirstymo tankio jverciy paklaidos neatlikus pirminio
duomeny klasterizavimo, o istisine — atlikus pirmini duomeny klasterizavima. Histosplaininio
metodo taikymo kartu su pirminiu duomeny klasterizavimu rezultatai buvo gerokai blogesni nei
gauti kitais metodais, todé¢l jo grafike nevaizduojame. Visy metody rezultatai {vairaus tiirio
imtims buvo pagerinti panaudojus $ia duomeny klasterizavimo procediira. Kosi vienamodalinis
skirstinys (B1 modelis) yra vienas ty, kurio klasterizavimas skirtingomis procediiromis pagerino

vairaus didumo imc¢iy tankio vertinimo rezultatus.

O

0.0018-
0.00164g
0.00143
0.00127}

0.0010f
0.00081
0.0006-
0.0004-
0.00021

O°OOOO_:I"""'"I""""'I""""'I""'""I""""'I""""'I""""'I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

n

3.1 pav. Kosi dvimacdiy vienmodaliniy tankiy paklaidy palyginimas duomeny

neklasterizuojant ir juos klasterizuojant

Penkiamaciu atveju pradinis klasterizavimas geometrinémis procediiromis pasiskirstymo
tankio jverCius pagerino nedaug. Didziausia buvo £k artimiausiy kaimynuy klasterizavimo

procediiros jtaka.
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3.2 paveiksle pateiktos penkiamaciy Kosi vienamodaliniy tankiy vertinimo paklaidos, kai
duomenys pradzioje nebuvo klasterizuojami ir kai buvo klasterizuojami k artimiausiy kaimynuy
procediira. Cia simboliais A, P ir S atitinkamai Zymimi AKDE, PPDE ir SKDE algoritmai;
punktyrine linija Zymimos paklaidos neatlikus pirminio duomeny klasterizavimo, o istisine —
atlikus pirmini duomeny klasterizavima. Penkiamaciu atveju paklaidos yra daug mazesnés, nes ir
paciy tankiy jverCiy reikSmés yra mazesnés nei dvimaciu atveju. Kaip jau minéta, dvimaciu
atveju duomeny klasterizavimas didziausia ijtaka turé¢jo KoSi tipo skirstiniams, taciau
penkiamaciu atveju pirminis klasterizavimas pasiskirstymo tankio iver¢iy tiksluma pagerina
maziau nei dvimaciu atveju.

Duomeny perklasterizavimas dvimaciu atveju pagerino tankiy vertinimo rezultatus,
gautus kintamo plo¢io branduoliniu metodu, taip pat tikslinio projektavimo ir pusiau
parametriniu branduoliniu metodu. Penkiamaciu atveju perklasterizavimas buvo naudingas tik

taikant tikslinio projektavimo jvertini, o taikant branduolinius jvertinius rezultatai neretai buvo

blogesni.

0O
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1.04E-07+
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3.36E—08-
2. 36E—08-
1.36E—-08-
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I
3.2 pav. Kosi penkiamaciy vienmodaliniy tankiy paklaidy palyginimas duomeny

neklasterizuojant ir juos klasterizuojant

Kaip parodé grafiné paklaidy analizé, naudojant geometrinj klasterizavima gauti geresni
rezultatai nei jo nenaudojant. Taciau tolimesni tyrimai, kuriuose populiarios geometrinio

klasterizavimo procediiros palygintos su tikimybinio klasterizavimo procedira (EM algoritmu),
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parodé, jog vertinant pasiskirstymo tankius tikimybiniai klasterizavimo metodai yra akivaizdziai
pranasesni uz populiarius tirtus geometrinio klasterizavimo metodus. 1 priede pateikti grafinés
analizés pavyzdziai klasterizavimo (k artimiausiy kaimyny ir Gauso skirstiniy misinio modelio
bei EM algoritmo) metodams palyginti. Toliau aptarsime tikimybiniy metody taikyma, kai imtis

yra klasterizuojama negrieztai.

3.2. Negriezto imties klasterizavimo naudojimas neparametriSkai vertinant
pasiskirstymo tankj

2 dalyje buvo istirtas imties klasterizavimo, naudojant Gauso skirstiniy miSinio modelj ir
EM algoritma, tikslingumas. Siame skyriuje aptarsime tankiy vertinimo metody taikyma
salyginiam pasiskirstymo tankiui vertinti, kai imtis yra klasterizuota negrieztai naudojant ta pacia

procediira. Negriezto klasterizavimo atveju klasteriai suprantami kaip aibés

(XA, 7)), ..o, (X (), 7, ()}, =1, q.

¢ia 7,(f) rodo su kokiu svoriu (aposteriorine tikimybe) stebinys X(¢) priskiriamas i-ajai klasei.
Daroma prielaida, kad stebimas atsitiktinis vektorius X priklauso nuo latentinio

atsitiktinio dydzio v, igyjancio reikSmes 1, ..., g, ir kad X salyginis pasiskirstymo tankis fi(x)

esant salygai {v=1i}, yra vienamodalinis i=1,¢. Jei klasterizavus imti galioja (2.1), tai

pasiskirstymo tankiui f{x) vertinti naudojama lygybé
9
Fo=3 Bfw. (3:2)
i=1

Pakeitus aposteriorines tikimybes m;(x) = P{v=iX=x} ju jverciais £(x) ir naudojant iSraiska

pi= Ex(X), turima:
I .
@:ZZ@(X@)),F 1,...,q.
t=1
Vertinant misinio (3.2) komponenta fi(x) algoritmu AKDE, stebiniai Z(¢), kaip ir X(#), yra

nagrinéjami su svoriais £ (¢) = £ (Z(¢)) = £(X(¢)),t=1, ..., n. Todél (1.13) formulé keic¢iama {
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1S EO [2-20)
ﬁ(z)—ﬁin;hdﬂK( Wi ] (3.3)

Atitinkamai fi(x) vertinti algoritmu SKDE svoriai (1.22), kurie naudojami vertinant

salygini vidurkj (1.21) ir salyging kovariacing matrica (1.23), kei¢iami {

EOK, (y-Y(
I/ﬁi,ﬁz (y=YQ@)= - ) 2 (v (1)
S EDK, (=Y

(3.4)

Analogiskai, naudojant IFDE algoritma f;(x) vertinti, kiekvienoje projekcijoje te 7y (1.67)

formulé kei¢iama |

| @£ oy
£.0n= i lh(t) (V 2 (’)],hsht(r) (3.5)

su atitinkama charakteristine funkcija ¢, , kuri naudojama jver¢iui (1.69) uzraSyti.
Atitinkamai, vertinant miSinio komponenta fi(x) algoritmu PPDE, stebiniai Y= 7Z(f)
nagrinéjami su svoriais £ (¢t) = £(Z(t)), t=1, ..., n. Todél taikant (1.100) lygybe pasiskirstymo

tankiui fi(x) vertinti, (1.99) formulé keiciama i

2j+1

Fon= <o(y)Z S E w5, (). (3.6)

,‘n t=1

Taigi projektavimo indeksas (1.90) kei¢iamas i
2 ] + 1 2
1,(r) = 2 > (., ) (3.7)

t=1

o0 jo gradientas (1.92) i

S TAOY R A e o). 39)
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Ivertiniy palyginimas. Sitilomy metody tikslumas buvo lyginamas 1.3 skyriuje naudoty
duomeny modeliy A1-A6 Kosi ir Gauso skirstiniy miSiniy pagrindu taikant (1.101) ir (1.102)
paklaidas. Kiekvieno tipo duomenims generuotos jvairaus didumo imtys (50, 100, 200, 400,
800). Atlikta lyginamoji keliy populiariy neparametriniy ivertiniy tikslumo analizé¢ parodé, kad
daugeliu nagrinéty atveju Friedman procediira buvo efektyviausia ir tik kai imties tiiris buvo
mazas, kiek tikslesnis buvo branduolinis jvertinys. Todél Siame skyriuje, atlikus imties
klasterizavima (taikant Gauso skirstiniy misinio modelj ir EM algoritma), miSinio komponentai
buvo vertinami dviem btidais — naudojant branduolini jvertini su adaptuotai parenkamu
glodinimo plociu bei Friedman pasitilyta algoritma, kuris remiasi tiksliniu projektavimu.

Atlikto kompiuterinio eksperimento rezultatai [1A] visiSkai patvirtino 2.4 skyriaus iSvada
[3A] apie klasterizavimo tikslinguma. Abiejy paklaidy o; ir J, priklausomybés nuo imties
dydzio, klasterizavimo tipo ir atstumo tarp vertinamo tankio mody vir§tiniy buvo panasios
(kokybiniu poziiiriu).

Vertinant J; paklaida penkiamaciu Kosi skirstiniy miSiniy atveju, kai imties didumas yra
50 ir 100, kai neatlickamas pirminis imties suskaidymas i klasterius, geriausi rezultatai gauti
adaptuotu branduoliniu metodu, o didesniu im¢iy atvejais — tikslinio projektavimo metodu.
Atlikus pirminj imties suskaidyma i klasterius, paklaidos gautos maZesnés ir visais atvejais
iSryskeéjo tikslinio projektavimo metodo pranaSumas. Taikant negriezta klasterizavima, paklaidos
yra Siek tiek (~5 %) mazesnés nei taikant griezta klasterizavima, o atlikus perklasterizavima ir
patikslinus klasterius, tankiy vertinimo rezultatai, nors ir nerySkiai (~1-2 %), bet pageréja.
Didéjant atstumui tarp misSinio komponenty centry, paklaidos mazéja, jei atliekamas pirminis
klasterizavimas. Kai miSini sudaro du klasteriai, paklaidos did¢ja, jei didinamas miSinio
komponenty proporciju (svoriy) skirtumas. Didinant miSinj sudaran¢iy komponenty skaiciy,
paklaidos didé¢ja. Kai triju klasteriy miSini sudaro labai persidengiantys komponentai (k= 1),
geriausi rezultatai gauti, kai treCiasis komponentas yra maziausias, blogesni — kai visi
komponentai yra vienody svoriy, ir blogiausi — kai treCiasis komponentas yra didziausias.
Komponentus labiau atskiriant (k> 2), geriausi rezultatai gaunami, kai jie visi yra vienodo
svorio. Kai mis$inj sudaro keturi komponentai, maZziausios paklaidos gautos turint vienody svoriy
klasterius, didziausios — kai ketvirtasis komponentas yra didziausias. Atlikus pirmini imties
suskaidyma tiek triju, tiek keturiy misini sudaranc¢iy komponenty atveju, geriausi rezultatai gauti
turint vienody svoriy komponentus, blogiausi — kai vienas komponentas yra didesnis uz kitus.

Skai¢iuojant J, paklaida penkiamaciy labai ir mazai persidengianciy Kosi skirstiniy
atvejais (k < 4), kai imtys ne didesnés kaip 200, geriausi rezultatai gauti adaptuotu branduoliniu
tankio vertinimo metodu, o atsiskyrusiy skirstiniy — tikslinio projektavimo metodu. Kitos

paklaidos kitimo tendencijos yra tokios pat kaip ir vertinant J, paklaida. 3.3 paveiksle pateiktas
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paklaidy kitimo priklausomai nuo atstumo tarp misinio komponenty centry pavyzdys (simboliais
A ir P atitinkamai zymimi AKDE ir PPDE algoritmai; istisine linija Zymimos paklaidos neatlikus
pirminio duomeny klasterizavimo, trumpa punktyrine — atlikus pirmini griezta duomeny
klasterizavima, o ilga punktyrine — atlikus pirmini negriezta duomeny klasterizavimg). Esant
mazoms imtims (n = 50), tankiy vertinimo &, paklaidos siekia 0,7-0,9, atlikus pirmini imties
suskaidyma 1 klasterius, jos sumazéja iki 0,35-0,7. Esant dideléms imtims (n =800), &
paklaidos yra 0,3-0,5, o atlikus pirminj imties suskaidyma i klasterius, jos sumazéja iki 0,1-0,3.
Pirminiam imties suskaidymui, kai taikomas negrieztas klasterizavimas, mazoms imtims (n = 50,
100) gaunamos apie 2—5 % mazesnés paklaidos, dideléms (n = 800) apie 5-10 %, palyginti su
paklaidomis, gautomis taikant griezta klasterizavimo procedira, nors skirtumas tarp Siy paklaidy
kinta prieSingai — maZzoms imtims jis yra didesnis nei dideléms imtims. Perklasterizavimo itaka
buvo tokia pat esant tick mazoms, tiek dideléms imtims, ta¢iau ji naudoti tikslingiau, kai miSinio
komponentai yra ne vienodu, o skirtingy svoriy — atitinkamai mazoms iki 1 % ir dideléms iki

0,6 %.
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3.3 pav. Paklaidy priklausomybé nuo atstumo tarp miSinio komponenty centry (Kosi

tankiy miSinio modelis 2: n = 400; d = 5; p; = p,= 0,45, p3=0,1)

Dvimaciy Kosi skirstiniy miSiniy atveju skai¢iuojant abi d; ir J, paklaidas, kai imtys ne
didesnés kaip 200, geriausi rezultatai gauti adaptuotu branduoliniu tankiy vertinimo metodu.
Kitos paklaidy kitimo tendencijos yra tokios pat kaip ir penkiamaciu atveju. Dvimaciy miSiniy
atveju o paklaidos gautos mazesnés, palyginti su apskaiCiuotomis vertinant penkiamacius
misinius, kartu mazéja ir pirminio imties suskaidymo i klasterius jtaka. Negriezto klasterizavimo
pranasumas, palyginti su grieztu, esant mazoms imtims (n =50), yra iki 3 %, esant dideléms
imtims (n = 800), — iki 6 %. Perklasterizavimas negriezto klasterizavimo rezultatus pagerina tik
iki 0,5 %
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Vertinant dvimaciy ir penkiamaciy Gauso skirstiniy misiniy tankius, geriausia taikyti
tikslinio projektavimo metoda. Siems misiniams galioja analogiskos tendencijos kaip ir Kosi
skirstiniy miSiniams, iSskyrus tai, kad perklasterizavimas paklaidy nesumazino. Esant mazoms
imtims (n = 50), tankiy vertinimo &, paklaidos siekia 0,4—0,7, po pirminio imties suskaidymo i
klasterius jos sumazgja iki 0,2—0,5. Esant dideléms imtims (z = 800), &, paklaidos yra 0,3-0,5, o
po pirminio imties suskaidymo i klasterius jos sumazéja iki 0,05-0,3. 3.4 paveiksle pateikti
trimodaliniy Kosi ir Gauso skirstiniy misiniy d; ir J, paklaidy tipiniai pavyzdziai (simboliais A ir
P atitinkamai zymimi AKDE ir PPDE algoritmai; iStisine linija Zymimos paklaidos neatlikus
pirminio duomeny klasterizavimo, trumpa punktyrine — atlikus pirmini griezta duomeny

klasterizavima, o ilga punktyrine — atlikus pirmini negriezta duomeny klasterizavima).
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3.4 pav. Paklaidy priklausomybé nuo imties didumo (Kosi ir Gauso skirstiniy miSiniy

modelis A2: d=5; p1=p,=045,p3=0,1; k=1)
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3.3. Pasiskirstymo tankio vertinimo tikslumo priklausomybé nuo pasirinkto
klasteriy skaiciaus

Klasteriy skaiciaus parinkimas yra neatsiejama klasterizavimo proceduros dalis. IS
2.2 skyriuje pasiiilytu algoritmuy, skirty tikimybinio klasterizavimo procediirai, taikanciai EM
algoritma, pasiskirstymo tankio vertinimo priklausomybei nuo klasteriy skaiciaus tirti buvo
pasirinktas kriterijus, paremtas tikétinumo funkcijos prieaugiu. Tyrimas atliktas 1.3 ir
3.2 skyriuose naudoty duomeny modeliy A1-A6 Kosi ir Gauso skirstiniy miSiniy pagrindu,
naudojant (1.101) ir (1.102) paklaidas, o imti klasterizavus, miSinio komponentai jvertinti
naudojant branduolinj jvertini su adaptuotai parenkamu glodinimo ploc¢iu bei Friedman tikslinio
projektavimo procediira. Naudojant kiekvieno tipo duomenis, generuotos jvairaus didumo imtys

(50, 100, 200, 400, 800).
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3.5 pav. Paklaidy priklausomybé nuo parinkto klasteriy skaic¢iaus (KoSi tankiy miSinio
modelis A2: n =200; d=5; p1=p,= 0,45, p3=0,1; k= 6)

Analizuojant modeliavimo rezultatus priklausomybés nuo klasteriy skaiciaus aspektu,
pastebéta, jog Gauso skirstiniy miSiniams klasteriy skaiciaus jver¢io reikSmé daZniausiai
sutampa su tikruoju komponenty skai¢iumi. Kai tarp g—1 vienodo didumo komponenty yra
vienas nedidelio svorio komponentas, klasteriy skaiciaus jver¢io reik§mé buvo vienetu mazesné
nei tikrasis komponenty skaicius. Kosi skirstiniy misiniams klasteriy skaiciaus jvercio reikSmeé
buvo stebéta didesné nei miSinio komponenty skaicius: esant mazoms imtims (# = 50), klasteriy
skaiCius vienu—trimis, o esant didesnéms imtims (n = 800), — SeSiais—aStuoniais virsijo tikraji
misinio komponenty skaiciy. Tai galima paaiskinti tuo, kad stebinius méginta aproksimuoti ne

Kosi, bet Gauso skirstiniy miSiniais, taip pat kad tarp stebéty duomeny pasitaiké daug isskirciy.
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Tiriant, kaip paklaidos priklauso nuo klasteriy skaiciaus, reikia paminéti, jog parinkus maziau
klasteriy, nei yra komponenty, paklaidos padidéja: parinkus klasteriy skai¢iy, mazesnj vienetu,
paklaidos padidéja maziau tuo atveju, kai vertinamas miSinys yra su skirtingy svoriy Gauso
skirstiniais, o Sis padidéjimas siekia 20 % ar daugiau. Vienody svoriu Gauso skirstiniy misiniy
paklaidu padid¢jimas siekia iki 2,5 karto, Kosi skirstiniy miSiniy atveju klasteriy skaiciy
sumazinus vienetu panaikinamas nedidelio svorio ,,iSskiriy klasteris, o kartu 5-20 %
padidinamos tankiy vertinimo paklaidos. Situacija pasikeicia, kai, maZinant klasteriy skaiciy,
lieka du ar maziau ,,iSskir¢iy klasteriy®, tuomet paklaidos iSauga kaip ir Gauso skirstiniy miSiniy
vertinimo atveju. Kai misinj sudaranciy ir tarpusavyje nutolusiy Kosi skirstiniy yra daugiau nei
du, o klasterius taip pat parinkus du, daugeliu atvejy paklaidos padidéjo palyginti su tuo atveju,
kai nebuvo klasterizuojama (¢ = 1) (3.5 paveikslas; simboliais A ir P atitinkamai zymimi AKDE
ir PPDE algoritmai; trumpa punktyrine linija Zzymimos paklaidos atlikus pirminj griezta duomeny
klasterizavima, o ilga punktyrine — atlikus pirminj negriezta duomeny klasterizavima). Klasteriy
skaiCiy parinkus didesni uz komponenty skaiciy, paklaidos Siek tiek sumaZzéjo (sukirus tris
papildomus klasterius, paklaidos sumazeédavo tik 0,05 %, palyginti su papildomais dviem
klasteriais), taciau papildomo klasterio svoris, palyginti su kitais, buvo nedidelis, o kiekvieno

naujo klasterio atsiradimas prailgindavo papildomy kompiuteriniy skai¢iavimy trukme [1A].
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Darbo iSvados

Disertacija skirta atsitiktiniy vektoriy daugiamodaliniy pasiskirstymo tankiy statistiniam

vertinimui. Gauti tokie pagrindiniai rezultatai:

1. Daugiamodaliniuy pasiskirstymo tankiy statistinio vertinimo rezultatai labai pageréja, jei
stebiniai pirmiausia klasterizuojami (traktuojant ju daugiamodalinj tanki kaip vienamodaliniy

tankiy misSini), o tankiy vertinimo metodai yra taikomi kiekvienam klasteriui atskirai.

2. Daugeliu atveju didziausias tankiy vertinimo efektyvumas buvo pasiekiamas, kai po pirminio
imties suskaidymo kiekviena klasterj atitinkantys tankio komponentai buvo jvertinti

J. H. Friedman pasiiilyta rekurentine procediira.

3. Parodyta, kad negrieztas imties klasterizavimas, kuris remiasi nagrin¢jamo tankio
aproksimacija Gauso pasiskirstymo tankiy miSiniu ir EM algoritmu, yra pranasesnis nei
grieztas ar kitos populiarios geometrinio klasterizavimo procediiros, kai klasterizavimo

rezultatai taikomi daugiamodaliniams tankiams statistiSkai vertinti.

4. Bootstrap metodu nustatomas klasteriy skaicius yra artimas optimaliam.
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1 priedas. Tankiy vertinimo rezultaty diagramos

1P.1-1P.3 paveiksly grupése pateikti duomeny B1, B2 ir B3 modeliy, kurie aprasyti
2.3 skyriuje, tankiy vertinimo rezultatai (Sio priedo paveiksluose paklaida apibrézta (2.27)

formule), kai pradinis klasterizavimas atliktas naudojant EM algoritma.
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1P.4—1P.6 paveiksly grupése pateikti duomeny B1, B2 ir B3 modeliy tankiy vertinimo rezultatai,

gauti adaptuoto branduolinio

ir tikslinio projektavimo metodais, palyginant pradinio

klasterizavimo, atlikto naudojant EM algoritma, poveiki su rezultatais gautais neatlikus

klasterizavimo.
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1P.7 paveiksle pateikti duomeny B1 tipo Kosi tankio vertinimo rezultatai, gauti adaptuoto
branduolinio ir tikslinio projektavimo metodais naudojant pirminj imties klasterizavima
k artimiausiy kaimynuy procediira ir Gauso skirstiniy miSinio modeliu bei EM algoritmu;
simboliais A ir P atitinkamai Zymimi AKDE ir PPDE algoritmai; iStisine linija Zymimos
paklaidos atlikus pirmini duomeny klasterizavima naudojant Gauso skirstiniy mi§inio modelj bei

EM algoritma, punktyrine — k artimiausiy kaimynuy procediira.
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2 priedas. Kompiuterinio modeliavimo programos kodas

Modeliavimas atliktas naudojant SAS [233]ir R [234] programing iranga. Priede pateiktas
pusiau parametrinio branduolinio pasiskirstymo tankio vertinimo programos kodo pavyzdys,

uzrasytas SAS programavimo kalba [16, 181, 182, 183, 184].

$macro SKDE (s, XC=X);
proc iml;
use X; read all into X; close X;
use &XC; read all into XC; close &XC;
%1if %$sysfunc (exist (svoriai)) Sthen
%do;
use svoriai; read all into w; close svoriai;
%end;
%else %do;
w=7 (nrow (XC),1,1);
%end;
if &s 7= 0 then
do;
YC=XC[,1l:&s8];
Y=X[,1:&s];
if &s *= &d then
do;
ZC=XC[, &s+1:&d];
7Z=X[,&s+1l:&d];
end;
if nrow(YC)=1 then std=j(1,ncol(YC),1);
else std=sqrt (((YC-
repeat ((YC#w) [+,]/w[+],nrow(YC), 1)) ##24w) [+,]1/w[:]/ (nrow (YC)-1));
H=diag (nrow (YC)** (-=1/ (ncol (YC) +4)) *std) ;
start kdepoint (argl,Z1,hl,h2,w);
K=0;
do i1i2=1 to nrow(Zl);
arg2=(argl-z1[i2,]1)*inv (hl);
K2=(2*constant ('PI'))** (-ncol (Z1)/2) *exp(-1/2*arg2*arg2’) ;
K=K+w[i2,]*K2;
arg2=(argl-z1[i2,])*inv (h2);
K2=(2*constant ('PI'))** (-ncol (Z1)/2) *exp(-1/2*arg2*arg2’) ;
if i2=1 then WW=w[i2,]*K2/det (h2);
else WW=WW| | (w[i2, ]*K2/det (h2));
end;
f w=(K/(w[+]*det (hl))) | |WW;
return(f_w);
finish kdepoint;
do 11=1 to nrow(Y);
argl=Y[il,];
f tmp=kdepoint (argl,YC,H,2*H,w) ;
f=f_tmp[, 1];
WW=f tmp[,2: (nrow(YC)+1)1];
if &s = &d then
do;
C=shape (0, ncol (ZC) ,ncol (ZC)) ;
if WW[+] ~= 0 then
do;
m=(WW #ZC) [+, ] /WW[+] ;
do i3=1 to nrow(ZC);
C=CH+WW[,13]1*(2C[i3,]-m) "* (ZC[13,]-m) /WW[+];
end;
if nrow (ZC)<=%eval (&d-&s) then C=I (%eval (&d-&s));
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end;
end;
if i1=1 then
do;
f y=£f;
if &s 7= &d then
if abs(det(C))<=1E-100 then f z=0;
else f_z:((2*constant(‘PI'))**ncol(C)*det(C))**(—1/2)*exp(—
1/2%(z[il,]1-m) *inv (C) *(Z[il,]1-m) ")
end;
else
do;
f y=f y//£;
if &s 7= &d then
if abs(det(C))<=1E-100 then f z=f z//0;
else £ z=f z//(((2*constant ('PI'))**ncol(C)*det(C))** (-
1/2) *exp (-1/2* (Z[1i1,]-m) *inv(C) *(Z2[il,]1-m) "))
end;
end;
end;
else
do;
Z2C=XC;
72=X;
=(ZC#w) [+, ]1/w[+];
C=shape (0, ncol (ZC) ,ncol (ZC)) ;
do i3=1 to nrow(ZC);
C=C+w[i3,]1*(2C[i3,]-m) " *(ZC[1i3,]-m) /w[+
end;
if nrow (ZC)<=%eval (&d-&s) then C=I (%eval (&d-&s));
do il=1 to nrow(Z);
if i1=1 then

do;
if abs (det (C))<=1E-100 then f z=0;
else f z=((2*constant( PI' ))**ncol(C)*det(C))**(—1/2)*exp(—
1/2*(z[il,]-m) *inv (C) *(Z[il,]-m) ) ;
end;
else
do;

if abs(det(C))<=1E-100 then f z=f z//0;
else £ z=f z//((2*constant ('PI'))**ncol(C)*det(C))** (-
1/2) *exp (-1/2* (2 [il,]-m) *inv(C) * (Z[1i1l,]-m) ") ;

end;
end;
end;
if &s = 0 then
do;

if &s ”= &d then SKDE=f y#f z;
else SKDE=f y;

end;

else SKDE=f z;

create SKDE from SKDE [colname='f'];

append from SKDE;

quit;
$mend SKDE;
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