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2. Prof. habil. dr. Vigirdas MACKEVIČIUS (Vilniaus Universitetas, fiziniai
mokslai, matematika - 01P)
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Disertacija bus ginama viešame Matematikos m. krypties gynimo tarybos posėdyje
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I̧vadas ir pagrindiniai rezultatai

Klasikinė tikimybiu̧ teorija remiasi nepriklausomybės sa̧voka. Nepriklausomu̧
atsitiktiniu̧ dydžiu̧ dėsniai ir sumavimo teorija buvo ǐsvystyti praėjusio šimtmečio
pradžioje A. Kolmogorovo, A. Chinčino, S. Bernšteino, P. Lévy ir kt. darbuose.
Kita vertus, per pastaruosius 20 metu̧ ǐssivystė nauja tikimybiu̧ teorijos ir mate-
matinės statistikos sritis - tolima priklausomybė (angl. ,,long-range dependence”).
Dažniausiai tolima priklausomybė (”tolima atmintis”) suprantama kaip lėtas laip-
snǐskas stacionarios atsitiktinės sekos koreliacinės funkcijos gesimas, kur laipsnio
rodiklis (charakterizuojantis tolimos priklausomybės intensyvuma̧) gali būti bet koks
skaičius ǐs intervalo (0, 1). Tolimos priklausomybės reǐskinys sutinkamas daugelyje
mokslo sričiu̧ (hidrologijoje, statistinėje fizikoje, finansu̧ teorijoje, telekomunikacijoje
ir t.t.). Stipriai priklausomu̧ atsitiktiniu̧ dydžiu̧ savybės (ribiniai dėsniai, statistinės
ǐsvados) labai skiriasi nuo nepriklausomu̧ arba silpnai priklausomu̧ dydžiu̧ savybiu̧.

Tolimos priklausomybės procesai yra plačiai ǐsdėstyti mokslinėje literatūroje. Is-
torinė tolimos priklausomybės apžvalga duota Berano [7] monografijoje. Šioje mono-
grafijoje taip pat aptariami realūs duomenys ǐs i̧vairiu̧ mokslo sričiu̧, tame tarpe Nilo
upės nuotėkio metiniai minimumai (622 - 1281 m.), nagrinėti žymaus anglu̧ hidrologo
H. Hursto [28], atradusio taip vadinama̧ji̧ Hursto efekta̧. Hursto darbas turejo didelės
i̧takos vėlesniems B. Mandelbroto ir jo bendraautoriu̧ darbams [39], [40], kuriuose
buvo ǐsvystyti matematiniai tolimos priklausomybės procesu̧ modeliai (trupmeninis
Brauno judesys, trupmeninis Gauso triukšmas ir kt.). Berano [7] monografijoje taip
pat daug dėmesio skiriama tolimos priklausomybės procesu̧ statistikai. Svarbiausias
tokiu̧ procesu̧ statistikos uždavinys yra Hursto parametro vertinimas ir kitos su šiuo
parametru susijusios statistinės ǐsvados. Tai palyginti nauja (klasikinėje statistikoje
toks uždavinys ǐs vis neegzistuoja) ir pastaruoju metu ypač sparčiai besivystanti
matematinės statistikos sritis. Naujausiu̧ tolimos priklausomybės tyrimu̧ apžvalga
duota [15] monografijoje.

Tiesinis procesas. Vienas is svarbiausiu̧ laiko eilučiu̧ modeliu̧ yra slenkančio
vidurkio procesas (,,tiesinis filtras”)

Xt :=
∑

i∈Z
biξt−i, t ∈ Z, (1)

kur ξi, i ∈ Z yra tarpusavyje nekoreliuoti stacionarūs atsitiktiniai dydžiai su nuliniu
vidurkiu ir baigtine dispersija (”silpnas baltas triuksmas”), dar vadinami inovaci-
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jomis. Slenkančio vidurkio (1) koeficientai bi, i ∈ Z yra realūs skaičiai, tenkinantys
sa̧lyga̧ ∑

i∈Z
b2
i < ∞.

Proceso (1) autokovariacinė funkcija lygi

rt = σ2
∑

i∈Z
bibt+i, (2)

kur σ2 = E{ξ2
0}. Tiesinis filtras (1) vadinamas priežastiniu, arba kauzaliu, jei bi = 0

visiems i < 0; tokiu atveju, procesas užrašomas vienpusiu slenkančiu vidurkiu:

Xt :=
∞∑
i=0

biξt−i. (3)

Tiesini̧ procesa̧ (1) galima apibrėžti ir tuo atveju, kai ,,triukšmas” ξi turi begalinȩ
dispersija̧ (žr. žemiau). Sakysime, kad tiesinis filtras (1) turi tolima̧ atminti̧, jei

∑

i∈Z
|bi| = ∞. (4)

Priešingu atveju (t.y. kai
∑

i∈Z |bi| < ∞), sakysime, kad šis filtras turi trumpa̧
atminti̧. Gerai žinoma, kad vienas ǐs svarbiausiu̧ laiko eilučiu̧ modeliu̧ – stacionarūs
autoregresiniai slenkančio vidurkio procesai (ARMA) - priklauso trumpos atminties
procesu̧ klasei, o ju̧ filtro koeficientai gȩsta labai greitai (eksponentǐskai) (žr. [11]).

Pagrindinis disertacijoje nagrinėjamas tolimos atminties proceso modelis yra
priežastinis tiesinis filtras (3) su hiperbolǐskai gestančiais koeficientais

bi = Λ(i)id−1, (5)

kur
0 < d < 1/2 (6)

yra ilgos atminties parametras (,,tolimos atminties intensyvumas”), o Λ(x), x > 1 -
lėtai kintanti begalybėje funkcija. Aǐsku, kad kuo d yra didesnis, tuo svoriai bi gȩsta
lėčiau, ir tuo pačiu proceso Xt ,,atmintis ilgėja”. Iš (3), (5) lengvai seka proceso
autokovariacijos ǐsraǐska

rt = σ2Λ1(t)t
2d−1, (7)

kur Λ1(t) yra lėtai kintanti begalybėje funkcija, tenkinanti sa̧lyga̧

lim
t→∞

Λ1(t)/Λ(t)2 =

∫ ∞

0

(u(1 + u))d−1 du = B(d, 1− 2d),
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kur B(·, ·) yra beta funkcija. Tuo pačiu, kai d tenkina sa̧lyga̧ (6), tai rt (7) gȩsta kaip
laipsninė funkcija su laipsnio rodikliu 0 < 1−2d < 1, t.y. eilutė

∑
t∈Z |rt| = ∞ diver-

guoja. Labai svarbus tolimos atminties procesu̧ (3), (5) atvejis yra trupmeniniai in-
tegruoti autoregresiniai slenkančio vidurkio procesai - vadinamieji FARIMA (p, d, q)
- apibrėžiami kaip stacionarūs skirtuminės lygties

ϕ(B)(1−B)dXt = ψ(B)ξt

sprendiniai, kur BXt = Xt−1 yra postūmio operatorius, (1 − B)d yra trupmeninio
diferencijavimo operatorius, o ϕ(B), ψ(B) yra eilės p, q polinomai, žr. [11], [24].
Atskiru atveju FARIMA (0,d,0) koeficientus bi galima užrašyti ǐsreikštiniu pavidalu
per gama–funkcija̧:

bi =
Γ(i + d)

Γ(d)Γ(i + 1)
∼ 1

Γ(d)
id−1 (i →∞).

Daliniu̧ sumu̧ ribinės teoremos. Ribinės teoremos tolimos priklausomybės
procesams yra labai plati sritis. Tikimybiu̧ teorijoje ribinės teoremos yra labai svar-
bios dėl dvieju̧ priežasčiu̧:

(a) jos leidžia gauti statistines ǐsvadas (testu̧, parametru̧ i̧verčiu̧ pasikliautinius
intervalus), kai imties tūris yra pakankamai didelis;

(b) jos atskleidžia nagrinėjamo modelio priklausomybės ,,prigimti̧” (ribini̧ pri-
klausomybės tipa̧).
Tolimos priklausomybės atveju ribiniai dėsniai gali būti labai sudėtingi arba ǐs viso
gali neegzistuoti. Lamperti [37] parodė, jei seka Xt, t ∈ Z yra stacionari ir jos
normuotos dalinės sumos

A−1
N

[Nt]∑
s=1

Xs =⇒ Wt (8)

konverguoja (baigtiniamačiu̧ skirstiniu̧ prasme) i̧ tam tikra̧ atsitiktini̧ procesa̧
Wt, t > 0, tai šis ribinis procesas (ribinis skirstinys) būtinai yra automodelus su
parametru H > 0, o normuojančios konstantos AN turi pavidala̧

AN = NHΛ(N),

kur Λ(·) yra lėtai kintanti begalybėje funkcija.
Automodelumas (angl. ”self-similarity”) reǐskia, kad kiekvienam a > 0, procesu̧

Wat ir aHWt baigtiniamačiai skirstiniai sutampa:

Wat
d
= aHWt. (9)

Automodelumo sa̧voka̧ pirmasis i̧vedė A. Kolmogorovas [32]. Jis taip pat pirma-
sis aprašė visus automodelius Gauso procesus su stacionariais pokyčiais (,,Vynerio
spirales”), t.y. parodė, kad kiekvieno tokio proceso Wt, E{W 2

1 } = 1 kovariacinė
funkcija turi pavidala̧

E{WtWs} = (1/2)
(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
, t, s > 0, (10)
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kur 0 < H < 1. Gauso procesas su kovariacine funkcija (3) vadinamas trupmeniniu
Brauno judesiu. Pats svarbiausias ir plačiausiai žinomas automodelus procesas yra
standartinis Brauno judesys, t.y. Gauso procesas Wt su vidurkiu E{Wt} = 0 ir
kovariacine funkcija

E{WtWs} = min(t, s).

Standartinis Brauno judesys turi nepriklausomus pokyčius ir jo automodelumo
parametras H = 1/2.

Tiesiniu̧ tolimos priklausomybės filtru̧ (3), (5) daliniu̧ sumu̧ konvergavima̧ pir-
masis nagrinejo Davydovas [13] tuo atveju, kai inovacijos ξt yra nepriklausomi ir
vienodai pasiskirstȩ atsitiktiniai dydžiai su baigtine dispersija. Jis parodė, kad
tokiu atveju dalinės sumos

∑[Nt]
s=1 Xt, normuotos kvadratine šaknimi ǐs dispersijos

A2
N = E

( ∑N
s=1 Xs

)2

= O(N1+2dΛ1(N)), konverguoja Skorochodo erdvėje D([0, 1])

i̧ trupmenini̧ Brauno judesi̧ su parametru H = d + (1/2) ∈ (1/2, 1). Analogǐskas
rezultatas tiesiniams filtrams su priklausomomis inovacijomis (martingaliniais skir-
tumais) gautas darbe Wang, Lin ir Gullati [59] bei disertacijos 2 teoremoje, kaip
atskiras atvejis m = 1.

Gauso subordinuotu̧ procesu̧ sumu̧ ribinės teoremos. Žymiai sudėtingesnis
uždavinys yra aprašyti netiesiniu̧ funkciju̧ f(Xt) (vadinamu̧ju̧ subordinuotu̧ procesu̧)
sumu̧ ribinius dėsnius, kai procesas Xt yra tiesinis filtras (3), (5) su tolima atmintimi.
Tegul

SN,f (t) :=

[Nt]∑
s=1

f(Xs), t ∈ [0, 1], (11)

– atitinkamas daliniu̧ sumu̧ procesas. Pradininku šioje srityje laikomas Rosenblatas
[44], 1959 m. nagrinėjȩs atveji̧ kvadratinės formos (f(x) = x2−E{X2

0}) nuo staciona-
raus Gauso proceso Xt su vidurkiu 0 ir kovariacine funkcija (7), kur 0 < d < 1/2. Jis
i̧rodė, kad jei 2(1− 2d) < 1, tai atitinkamai normuota kvadratinė forma nuo Gauso
proceso Xt turi taip vadinama̧ji̧ Rosenblato ribini̧ skirstini̧, kuris nėra normalusis.
Vėlesniuose darbuose Taqqu [53], [54], Dobrushin ir Major [14] pilnai aprašė sumu̧
SN,f (t) (11) ribinius dėsnius, kai Xt yra stacionarus Gauso procesas su koreliacine
funkcija (5).

Tegul Hm(x),m = 0, 1, . . . žymi Hermito polinomus, t.y.

Hm(x) :=
(−1)mDmϕ(x)

ϕ(x)
, ϕ(x) :=

1√
2π

e−x2/2, D :=
d

dx
.

Gerai žinoma, kad Hermito polinomai sudaro ortogonalia̧ bazȩ Hilberto erdvėje su
standartiniu Gauso matu. Tuo pačiu, kiekviena̧ funkcija̧ f ∈ L2(R, ϕ(x) dx) galima
ǐsskleisti eilute

f(x) =
∞∑

p=0

cpHp(x), (12)
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konverguojančia erdvėje L2(R, ϕ(x) dx), kur koeficientai

cp :=
1

p!
E{f(X)Hp(X)} =

1

p!
√

2π

∫

R
f(y)Hp(y)ϕ(y) dy, X ∼ N(0, 1).

Mažiausias p su cp 6= 0 skleidinyje (12) vadinamas funkcijos f Hermito rangu; kitaip
tariant, funkcijos f Hermito rangas mf yra natūralusis skaičius

mf := min{p > 0 : cp 6= 0}.

Tuo pačiu, jei E{f(X)} = 0, tai ǐs E{Hp(X)} = 0 (p > 1) seka, kad c0 = 0, arba
mf > 1. Aukščiau minėtuose darbuose [53], [54], [14] buvo parodyta, kad jei Xt yra
stacionarus Gauso procesas su vidurkiu 0 ir kovariacine funkcija (7) ir funkcijos f
Hermito rangas tenkina sa̧lyga̧

mf (1− 2d) < 1, (13)

tai dispersija A2
N = ES2

N,f = O(N2−mf (1−2d)Λmf /2(N)), o normuotos dalinės sumos

A−1
N SN,f (t) artėja pagal pasiskirstyma̧ i̧ taip vadinama̧ji̧ Hermito procesa̧ Jmf

(t),
apibrėžiama̧ stochastiniu integralu

Jm(t) := am

∫

Rm

{ ∫ t

0

m∏
i=1

(s− yi)
d−1
+ ds

}
W ( dy1) . . .W ( dym), (14)

pagal standartini̧ Gauso balta̧ triukšma̧ W (dy) su nuliniu vidurkiu ir dispersija dy
(žr. [54], [55]); sd−1

+ := sd−1I(s > 0). Integralas (14) konverguoja pagal tikimybȩ ir
turi baigtinȩ dispersija̧, kai m(1 − 2d) < 1. Konstanta am yra randama ǐssprendus
lygti̧ E{J2

m(1)} = 1. Žinoma [54], kad procesas Jm(t) yra automodelus su automod-
elumo indeksu H = 1− m

2
(1− 2d). Procesas J1(t) yra trupmeninis Brauno judesys

su kovariacine funkcija (10), kur H = (1/2)+d, o J2(t) yra žinomas kaip Rosenblato
procesas. Iš kitos pusės, yra žinoma, kad jei mf (1 − 2d) > 1, tai galioja centrinė
ribinė teorema ir dalinės sumos A−1

N SN,f (t) konverguoja i̧ standartini̧ Brauno judesi̧
Wt; žr. [9], [17], [41].

Apelio polinomai. Tegul X yra atsitiktinis dydis su E|X|m < ∞. Asocijuoti
su ats. dydžio X skirstiniu Apelio polinomai Pi(x), i = 0, 1, . . . , m apibrėžiami
rekursǐskai:

P0(x) = 1, P ′i(x) = iPi−1(x), E{Pi(X)} = 0, 1 6 i 6 m. (15)

Jei dydis X turi visus momentus ir jo charakteristinė funkcija analizinė tam tikroje
nulio aplinkoje, Apelio polinomus galima apibrėžti per generuojančia̧ funkcija̧

∞∑
m=0

zm

m!
Pm(x) =

ezx

E ezX
.
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Tardami, kad E{X} = 0, užrašysime keleta̧ pirmu̧ju̧ Apelio polinomu̧ :

P1(x) = x,

P2(x) = x2 − E{X2},
P3(x) = x3 − 3xE{X2} − E{X3},
P4(x) = x4 − 6x2E{X2} − 4xE{X3}+ 6E2{X2} − E{X4}.

Tuo atveju, kai X yra pasiskirstȩs pagal standartini̧ normalu̧ji̧ dėsni̧ N(0, 1), poli-
nomai Pm(x) sutampa su Hermito polinomais Hm(x). Žinoma, kad tarp visu̧ Apelio
polinomu̧ tik Hermito polinomai yra ortogonalūs, todėl funkciju̧ skleidiniai Apelio
polinomais nėra plačiai taikomi. Nežiūrint i̧ tai, jei funkcija f(x) pati yra m-tos eilės
polinomas, tai ji yra vienareikšmǐskai ǐsreǐskiama Apelio polinomu̧ suma:

f(x) =
m∑

k=0

akPk(x) (16)

(žr. [18]). Plačiau apie Apelio polinomu̧ savybes žr. [3], [18].
Tegul Xt yra tolimos atminties tiesinis filtras (3), (5), kur inovacijos ξt yra neprik-

lausomi vienodai pasiskirstȩ atsitiktiniai dydžiai, turintys nenormalu̧ji̧ skirstini̧.
Tokiu atveju, Xt skirstinys taip pat nėra normalusis, o procesas f(Xt) nėra Gauso
subordinuotas. Pasirodo, kad tokiu atveju Hermito polinomus dalinai pakeičia Ape-
lio polinomai, asocijuoti su marginaliniu skirstiniu X0. Pažymėkime

SN,m(t) := SN,Pm(t) =

[Nt]∑
s=1

Pm(Xs).

Suformuluosime teorema̧, kuri buvo i̧rodyta Surgailio [47] bei Avram ir Taqqu [3]
darbuose.

1 teorema. Tegul Xt yra tiesinis procesas (3), (5), kurio inovacijos ξi yra neprik-
lausomu̧ vienodai pasiskirsčiusiu̧ atsitiktiniu̧ dydžiu̧ seka su vidurkiu E{ξ0} = 0 ir
E{ξ2m

0 } < ∞(∃m > 1). Tegul Pm(x) yra m-tos eilės Apelio polinomas, asocijuotas
su atsitiktinio dydžio X0 skirstiniu, ir tegul

m(1− 2d) < 1. (17)

Tada
B2

N,m := ES2
N,m(1) ∼ c2

m,dΛ
2m(N)N2−m(1−2d) (18)

ir
B−1

Nm
SN,m(t) =⇒ Jm(t), (19)

kur cm,d > 0 yra tam tikra konstanta, priklausanti tik nuo m ir d.
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Iš 1 teoremos (18) teiginio seka, kad Apelio polinomu̧ Pm(Xt) tolimos priklau-
somybės intensyvumas mažėja, didėjant m: didėjant m, mažėja dispersijos B2

N,m

augimo greitis, nors visais atvejais, kai galioja sa̧lyga (17), sumos dispersija B2
N,m

auga žymiai greičiau, nei N (B2
N,m À N). Galima parodyti, kad ir šiu̧ polinomu̧

kovariacinė funkcija E{Pm(X0)Pm(Xt)} gȩsta kaip t−m(1−2d) (su tikslumu iki lėtai
kintančios begalybėje funkcijos), panašiai kaip Gauso subordinuotu̧ Hermito poli-
nomu̧ atveju. Kitaip tariant, Apelio polinomai Pm(Xt), 1 6 m < 1/(1− 2d) tiesinio
filtro (3), (5) atveju sudaro netiesiniu̧ tolimos priklausomybės procesu̧ su panašiomis
savybėmis ir ribiniais dėsniais, kaip ir Hermito polinomai nuo Gauso proceso, mod-
elinȩ klasȩ. Apelio polinomu̧ ribinės teoremos buvo ǐssamiai nagrinėtos [16], [20],
[21], [22], [23] ir kt. darbuose.

Natūralus klausimas, ar šiu̧ polinomu̧ pagalba galima pilnai aprašyti visus gal-
imus tiesinio filtro (3), (5) subordinuotu̧ procesu̧ f(Xt) sumu̧ ribinius dėsnius. Be
to, statistinėms ǐsvadoms svarbu ǐstirti neglodžiu̧ funkcionalu̧ f(Xt) sumu̧ elgesi̧,
tame tarpe empirinės skirstinio funkcijos FN(x) = N−1

∑N
t=1 I(Xt 6 x) asimp-

totika̧. Nors tokiems uždaviniams sprȩsti Apelio polinomai aplamai nepritaikomi,
Ho ir Hsing [25], [26] kitais metodais i̧rodė, kad prie tam tikru̧ papildomu̧ sa̧lygu̧
sumos SN,f (t) ribinis dėsnis sutampa su Apelio polinomu̧ sumu̧ SN,mf

(t) ribiniu
dėsniu, kur 1 6 mf < 1/(1−2d) yra funkcijos f(x) Apelio rangas. Taip pat žr. [33],
[34], [35], [27], [48], [50] ir kt.

Pagrindiniai rezultatai. Disertacijos pagrindiniai uždaviniai yra tokie:

1. Ištirti tiesinio filtro (3), (5) su tolima priklausomybe ir priklausomomis martin-
galinėmis inovacijomis Apelio polinomu̧ sumu̧ ribinius dėsnius (praplėsti 1 teorema̧
tiesiniam filtrui su martingaliniu̧ skirtumu̧ inovacijomis);

2. Ištirti tiesinio filtro (3), (5) su tolima priklausomybe Apelio polinomu̧ su begaline
dispersija sumu̧ ribinius dėsnius;

3. Ištirti tiesinio filtro (3), (5) su tolima atmintimi ir begaline dispersija daliniu̧
sumu̧ konvergavima̧ i̧ trupmenini̧ stabilu̧ procesa̧.

Suformuluosime pagrindinius disertacijos rezultatus.

1. Atsitiktinio vektoriaus (Y1, . . . , Ym) m-os eilės kumuliantu cum(Y1, . . . Ym) yra
vadinama suma

cum(Y1, . . . Ym) =
∑

(−1)k(k − 1)!

(
E

{ ∏
j∈V1

Yj

})
. . .

(
E

{ ∏
j∈Vk

Yj

})
,

kurioje sumuojama pagal visus aibės {1, . . . , m} suskaidymus (V1, . . . , Vk), k =
1, . . . , m.

Sakysime, kad griežtai stacionari atsitiktiniu̧ dydžiu̧ seka {Yi, i ∈ Z} tenkina
sa̧lyga̧ (C)m (m > 2), jei E{|Y0|m} < ∞ ir kiekvienam 2 6 n 6 m

∑

i1,...,in−1∈Z
|cum(Yi1 , . . . , Yin−1 , Y0)| < ∞. (20)
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Sa̧lyga (C)m yra sekos {Yi} silpnos priklausomybės sa̧lyga, dažnai sutinkama
laiko eilučiu̧ analizėje (žr. [10]). Pastebėsime, kad ši sa̧lyga stiprėja didejant m, o
sa̧lyga (C)2 reǐskia, kad sekos {Yi} kovariacinė funkcija yra absoliučiai sumuojama:

∑

i∈Z
|cov(Y0, Yi)| < ∞. (21)

2 teorema. Tegul Xt yra tiesinis filtras (3), (5), kurio inovacijos ξi, i ∈ Z
yra griežtai stacionari ir ergodǐska martingaliniu̧ skirtumu̧ seka, tenkinanti sa̧lyga̧
(C)2m, kur m = 1, 2, . . . tenkina sa̧lyga̧ (17). Tegul Pm(x), BN,m, SN,m(t), cm,d yra
tie patys, kaip ir 1 teoremoje. Tada teisingi 1 teoremos teiginiai (18) ir (19).

Nesunku i̧sitikinti, kad prie 2 teoremoje suformuluotu̧ sa̧lygu̧ Xt yra griežtai
stacionarus ilgos atminties procesas su nuliniu vidurkiu bei autokovariacine funkcija
(7). Aǐsku, kad nepriklausomu̧ vienodai pasiskirsčiusiu̧ atsitiktiniu̧ dydžiu̧ seka {ξi}
1 teoremoje tenkina sa̧lyga̧ (C)2m. Tuo pačiu, 2 teorema apibendrina 1 teorema̧.

Panašiai kaip ir 1 teorema̧, 2 teorema̧ galima apibendrinti bet kokiems polino-
mams. Nesunku i̧sitikinti, kad atitinkamai normuoti daliniu̧ sumu̧ procesai SN,f (t)
ir SN,Prf

(t) turi tuos pačius ribinius dėsnius. Čia rf = min{k : ak 6= 0} yra (16)
polinomo Apelio rangas.

2. Pažymėkime G(x) atsitiktinio dydžio ξ0 pasiskirstymo funkcija̧. Tarkime, kad
egzistuoja konstantos c+, c− > 0, c+ + c− > 0 ir 1 < α < 2 bei natūralusis skaičius
m > 2, kad

lim
x→−∞

|x|αmG(x) = c−, (22)

lim
x→∞

xαm(1−G(x)) = c+. (23)

Pažymėkime

β :=
∞∑
i=1

bm
j . (24)

Žemiau laikysime, kad β > 0.
Tegul Zα(t) yra α-stabilus procesas su homogeniniais ir nepriklausomais pokyčiais
bei charakteristine funkcija

EeiuZα(t) = exp
{− t|u|α(1− iD sgn(u))

}
, u ∈ R, t > 0, (25)

kur

D :=
( c̃− − c̃+

c̃+ + c̃−

)
tg(απ/2),

o konstantos c̃−, c̃+ apibrėžtos lygybėmis

c̃− =

{
c−, m nelyginis,

0, m lyginis,
c̃+ =

{
c+, m nelyginis,

c+ + c−, m lyginis.
(26)
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Tegul

AN,m := νN1/α, BN,m := c2
m,dΛ

2m(N)N2−m(1−2d),

CN,m := max(AN,m, BN,m),

kur cm,d, Λ(N) - tie patys, kaip ir 1 teoremoje, o

ν := β
{
(1− α)−1Γ(2− α)(c̃+ + c̃−) cos(πα/2)

}1/α
.

3 teorema. Tegul Xt yra tiesinis filtras (3), (5), kurio inovacijos ξi, i ∈ Z
yra nepriklausomi vienodai pasiskirstȩ atsitiktiniai dydžiai, tenkinantys sa̧lygas (22)-
(23), o Pm ir SN,m(t) - tie patys, kaip ir 1 teoremoje. Tegul m(1− 2d) < 1,m > 2.

(i) Jei m(1− 2d) > 2(1− (1/α)), tai

A−1
N,mSN,m(t) =⇒ Zα(t).

(ii) Jei m(1− 2d) < 2(1− (1/α)), tai

B−1
N,mSN,m(t) =⇒ Jm(t).

(iii) Jei m(1− 2d) = 2(1− (1/α)) ir limu→∞ Λ(u) = c0 6= 0, tai

C−1
N,mSN,m(t) =⇒ λ1mZα(t) + λ2mJm(t),

kur

λ1m := lim
N→∞

AN,m

CN,m

, λ2m := lim
N→∞

BN,m

CN,m

,

o procesai Jm(t) ir Zα(t) yra tarpusavyje nepriklausomi.

Sa̧lygos (22)-(23) reǐskia, kad atsitiktinio dydžio ξm
0 skirstinys priklauso α−sta-

bilaus dėsnio normaliajai traukos sričiai (žr. [29]). Galima parodyti (žr. 2.1 lema),
kad ir |X0|m skirstinys priklauso α−stabilaus dėsnio traukos sričiai, t.y.

lim
x→∞

x−αmP (|X0| > x) = (c− + c+)
∞∑
i=1

|bi|αm, (27)

ǐs kur seka, kad E{|Pm(X0)|r} = ∞ visiems r > α ir tuo pačiu E{P2
m(X0)} = ∞.

Kitaip tariant, priešingai nuo daugelio aukščiau paminėtu̧ darbu̧, 3 teoremoje na-
grinėjama seka {Pm(Xt), t ∈ Z} turi begalinȩ dispersija̧. Ribinio dėsnio dichotomija̧
3 teoremoje galima paaǐskinti ta aplinkybe, kad šiuo atveju Apelio polinomo multi-
nominiame ǐsskaidyme (žr. 2.1 teorema̧ žemiau) pagrindinės i̧strižainės nariai gali
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turėti lemiamos i̧takos, priešingai nei [3] ar [19] darbuose, kuriuose dominuoja
nei̧strižaininiai nariai.

3. Tegul 1 < α 6 2. Tiesinis trupmeninis α−stabilus procesas Jα,d(t), t > 0
apibrėžiamas stochastinio integralo pagalba

Jα,d(t) :=

∫

R

{ ∫ t

0

(c+(s− u)d−1
+ + c−(u− s)d−1

+ ) ds
}

dZα(u), (28)

kur Zα(t) yra α-stabilus procesas su nepriklausomais ir stacionariais pokyčiais bei
charakteristine funkcija (25), c+, c− - bet kokie skaičiai, o parametras d tenkina
sa̧lyga̧

0 < d < 1− (1/α), (29)

žr. [56], [38]. Integralas (28) konverguoja pagal tikimybȩ, nes pointegralinė funkcija∫ t

0
(c+(s − u)d−1

+ + c−(u − s)d−1
+ ) ds, u ∈ R priklauso erdvei Lα(R). Procesas Jα,d(t)

turi α−stabilius baigtiniamačius skirstinius, beveik visur tolydžias trajektorijas, ir
yra automodelus su parametru H = d + (1/α) ([38]). Kai α = 2, procesas Jα,d(t)
sutampa su trupmeniniu Brauno judesiu (su tikslumu iki konstantos, priklausančios
nuo parametru̧ c+, c−, d). Pasirodo, kad kai 1 < α < 2, tai proceso Jα,d(t) skirstiniai
ǐs esmės priklauso ir nuo parametru̧ c+, c−: kitaip tariant, lygybė (28) apibrėžia
3-parametrinȩ klasȩ α−stabiliu̧ procesu̧ su priklausomais pokyčiais. ,,Kauzalus”
procesas Jα,d(t) atitinka atveji̧ c+ = 1, c− = 0 ir dar yra vadinamas trupmeniniu
Lévy judesiu.

Suformuluosime prielaidas tiesinio proceso (1) inovacijoms.

(i) {ξi, i ∈ Z} yra griežtai stacionari martingaliniu̧ skirtumu̧ seka, t.y. E|ξ0| < ∞
ir E{ξi|Fi−1} = 0, kur Fi, i ∈ Z yra nemažėjanti σ-algebru̧ seka, tokia, kad
σ{ξs, s 6 i} ⊂ Fi, i ∈ Z;

(ii) Egzistuoja konstantos α ∈ (1, 2), β ∈ [−1, 1] ir lėtai kintanti begalybėje funkcija
Λ(x), x ∈ [1,∞) tokios, kad

D−1
N

[Nt]∑
s=1

ξs =⇒Zα(t),

kur DN = Λ(N)N1/α, Zα(t) – α-stabilus, homogeninis, su nepriklausomais
prieaugliais bei charakteristine funkcija (25) procesas.

(iii) Egzistuoja konstanta 0 < C1 < ∞ ir lėtai kintanti begalybėje funkcija Λ1(x),
tokios, kad Λ1(x)/Λα(x) → 1 (x →∞) ir

P (|ξ0| > x) 6 C1Λ1(x)x−α, ∀x > 0.
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4 teorema. Tegul Xt yra tiesinis filtras (1), kurio inovacijos tenkina sa̧lygas
(i)-(iii), o svoriai bi turi pavidala̧

bi =

{
c+L(i)id−1, kai i > 0,

c−L(|i|)|i|d−1, kai i < 0,
(30)

kur c+, c−, |c+| + |c−| 6= 0 yra konstantos, L(x), x > 1 yra lėtai kintanti begalybėje
funkcija, o parametras d tenkina sa̧lyga̧ (29). Tada

1

L(N)NdDN

[Nt]∑
s=1

Xs
D[0,1]
=⇒ Jα,d(t), (31)

kur
D[0,1]
=⇒ reǐskia silpna̧ji̧ konvergavima̧ Skorochodo erdvėje D[0, 1].

Kaip jau buvo aukščiau minėta, analogǐskas rezultatas baigtinės dispersijos
atveju (α = 2) gautas [59]. Atvejis, kai ξt yra nepriklausomi ir ξ0 priklauso α-
stabilaus dėsnio traukos sričiai, nagrinėtas [2], [38], [31], [4] darbuose. Paminėsime,
kad tiesinio proceso Xt daliniu̧ sumu̧ konvergavimas, kai martingalinės inovacijos
tenkina i̧vairias sumaǐsymo sa̧lygas, nagrinėtas [42] darbe.

Toliau aptarkime, kaip pasikeičia 4 teorema pakeitus parametro d sa̧lyga̧ (29)
sa̧lyga

d < 0. (32)

Naudodamiesi lėtai kintančiu̧ begalybėje funkciju̧ savybėmis, gauname, kad

∑

i∈Z
|bi| 6 C

∑

i∈Z
|i|−1−ε < ∞,

kur ε > 0. Kitaip tariant, tiesinis procesas (1) su koeficientais (30), (32) turi trumpa̧
atminti̧. Šio proceso daliniu̧ sumu̧ elgsena̧ nusako žemiau suformuluota teorema.

5 teorema. Tegul Xt yra tiesinis filtras (1), kurio inovacijos tenkina tas pačias
sa̧lygas (i)-(iii) kaip ir 4 teoremoje, o svoriai bi turi pavidala̧ (30), kur d < 0. Tegul
A :=

∑
i∈Z bi 6= 0. Tada

1

(c+ + c−)DNA

[Nt]∑
s=1

Xs =⇒ Zα(t). (33)

Pažymėsime, kad trumpos atminties tiesinio filtro Xt daliniu̧ sumu̧ konvergavi-
mas buvo nagrinėtas [2], [59] ir kt. darbuose.

Baigiant pažymėsime, kad klasikiniai ribiniu̧ teoremu̧ i̧rodymo metodai (momen-
tu̧ metodas, charakteristiniu̧ funkciju̧ metodas) tiesiogiai nėra taikomi i̧rodinėjant
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necentrines ribines teoremas. 2-5 teoremoms i̧rodyti buvo naudojama diskrečiu̧ in-
tegralu̧ schema. Šis metodas yra ǐsdėstytas [47] darbe, vėliau jis taikytas [1], [3]
darbuose, žr. taip pat [49] apžvalga̧.

Dėkoju prof. D. Surgailiui už nuoširdu̧ bendravima̧ bei pagalba̧. Taip pat dėkoju
prof. B. Grigelioniui, prof. R. Leipui bei doc. M. Radavičiui, dr. A. Astrauskui
už ju̧ dėmesi̧ bei rūpesti̧. Ačiū mano šeimai (žmonai ir sūnui) už ju̧ pakantuma̧ ir
palaikyma̧ ruošiant disertacija̧.
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I skyrius. Tolimos priklausomybės
tiesiniu̧ procesu̧ su baigtinės
dispersijos martingaliniais
triukšmais Apelio polinomu̧ sumu̧
silpnasis konvergavimas

1.1 Martingaliniu̧ skirtumu̧ Apelio formos

Tegul atsitiktiniai dydžiai Y1, . . . , Yn turi n−ta̧ji̧ absoliutu̧ji̧ momenta̧: E{|Yi|n} <
∞, 1 6 i 6 n. Atsitiktiniu̧ dydžiu̧ Y1, . . . , Ym Apelio sandauga yra

:Y1 · · ·Ym : = (−i)m ∂m

∂z1 . . . ∂zm

( exp{i∑m
j=1 zjYj}

E exp{i ∑m
j=1 zjYj}

)∣∣∣
z1=···=zm=0

. (1.1)

Iš čia gauname

: Y1 : = Y1 − E{Y1},
: Y1Y2 : = Y1Y2 − Y1E{Y2} − Y2E{Y1}+ 2E{Y1}E{Y2} − E{Y1Y2}.

Iš (1.1) ǐsplaukia, kad Apelio sandaugos vdurkis yra lygus nuliui:

E{: Y1 · · ·Ym :} = 0. (1.2)

Yra žinoma, kad Apelio sandauga (1.1) yra simetrǐska atsitiktiniu̧ dydžiu̧ Y1, . . . , Ym

perstatu̧ atžvilgiu. Jei atsitiktiniai dydžiai Y1, . . . , Ym yra atsitiktiniu̧ dydžiu̧
Z1, . . . , Zk tiesinės kombinacijos

Yi =
k∑

j=1

aijZj, i = 1, . . . , m,

tai

:Y1 · · ·Ym : =
k∑

j1=1

· · ·
k∑

jm=1

a1,j1 · · · am,jm :Zj1 · · ·Zjk
: (1.3)
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(žr. [3]). Jei Y1 = · · · = Ym tai :Y · · ·Y︸ ︷︷ ︸
m

:≡ :Y ,m : = Pm(Y ), kur Pm(x), x ∈ R yra

asocijuotas su atsitiktinio dydžio Y skirstiniu m-tos eilės Apelio polinomas.

Tegul I yra baigtinė indeksu̧ aibė. Atsitiktiniu̧ dydžiu̧ Yi, i ∈ I Apelio san-
dauga̧ toliau žymėsime :Y ,I :, sandauga̧ žymėsime Y I :=

∏
i∈I Yi, sandaugos vidurki̧

žymėsime E{Y I} := E{∏i∈I Yi}. Susitarkime, kad : Y ,∅ : = Y ∅ = 1. Toliau bus
naudojama formulė, susiejanti atsitiktiniu̧ dydžiu̧ sandauga̧ bei ju̧ Apelio sandauga̧:

Y I =
∑
J⊆I

:Y ,J : E{Y I\J}; (1.4)

čia sumuojama pagal visus aibės I poaibius J , i̧skaitant J = ∅ bei J = I. Fomulės
i̧rodyma̧ žr. [17], [48].

1.1 ǐsvada. Tarkime, kad atsitiktiniu̧ dydžiu̧ seka ξi, i ∈ Z yra martingalinis
skirtumas, be to, E{|ξi|m} < ∞, i ∈ Z. Jei i1 < i2 < · · · < im, tai

:ξi1 · · · ξim : = ξi1 · · · ξim . (1.5)

I̧rodymas. Kadangi E{ξi} = 0, i ∈ Z, tai E{Y J} = 0, kai J yra bet kuris netuščias
aibės I = {i1, . . . , im} poaibis. Lieka pasinaudoti (1.4).

Pažymėkime L2(Zm) erdvȩ realiu̧ seku̧ g = gi1,...,im , (i1, . . . , im) ∈ Zm, kurioms

‖g‖m =
(∑

g2
i1,...,im

)1/2

< ∞.

Erdvės L2(Zm) poerdvi̧, kuri̧ sudaro sekos g = gi1,...,im ∈ L2(Zm), kurios yra lygios
nuliui, ǐsskyrus baigtini̧ skaičiu̧ tašku̧ (i1, . . . , im) ∈ Zm, pažymėkime L2

0(Zm).

Tegul g ∈ L2
0(Zm). Suma̧

Pm(g) ≡ :
∑

gi1,...,imξi1 · · · ξim : =
∑

gi1,...,im :ξi1 · · · ξim :

vadinsime atsitiktiniu̧ dydžiu̧ ξi, i ∈ Z m-tosios eilės Apelio forma. Remdamiesi
Apelio sandaugos savybe (1.2), gauname

E{Pm(g)} = 0.

1.1 lema. Tegul yra ǐspildyta (17) sa̧lyga ir E{ξ2m
0 } < ∞. Tada egzistuoja kon-

stanta C < ∞, nepriklausanti nuo g ir tokia, kad kiekvienai sekai g ∈ L2
0(Zm)

E{P2
m(g)} 6 C‖g‖2

m. (1.6)
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I̧rodymas. Nesunku patikrinti, kad

E{P2
m(g)} =

∑
gi1,...,imgim+1,...,i2m%i1,...,im;im+1,...,i2m ,

kur
%i1,...,im;im+1,...,i2m = cov(:ξi1 · · · ξim : , :ξim+1 · · · ξ2m :).

Tegul V yra bet kuris aibės {1, . . . , 2m} poaibis. Pažymėkime c(il : l ∈ V ) =
cum(ξil : l ∈ V ). Tegul Ṽ = V \{q̃}, kur q̃ ∈ V yra laisvai pasirinktas aibės
V elementas. Naudodami i̧vestus pažymėjimus, sa̧lyga̧ (C)2m perrašome taip: bet
kokiai aukščiau aprašytai aibei V ir elementui q̃ ∈ V ,

∑

il∈Z:l∈Ṽ

|c(il : l ∈ V )| < C, (1.7)

kur konstanta C < ∞ nepriklauso nuo q̃. Naudodamiesi Apelio sandaugu̧ kovariaci-
jos formule (žr. [18], [48]), gauname

%i1,...,im;im+1,...,i2m =
m∑

r=1

∑

(V )r

c(il : l ∈ V1) · · · c(il : l ∈ Vr). (1.8)

Čia sumoje
∑

(V )r
yra sumuojama pagal visus aibės {1, 2, . . . , 2m} suskaidymus

(V )r ≡ (V1, . . . , Vr) i̧ netuščius poaibius V1, . . . , Vr, tokius, kad Vj ∩ {1, . . . , m} 6=
∅, Vj ∩ {m + 1, . . . , 2m} 6= ∅. Naudodami Koši-Švarco nelygybȩ, gauname

E{P2
m(q)} 6

m∑
r=1

∑

(V )r

(∑
g2

i1,...,im

r∏
j=1

|c(il : l ∈ Vr)|
)1/2

×
(∑

g2
im+1,...,i2m

)
r∏

j=1

|c(il : l ∈ Vj)|
)1/2

. (1.9)

Atsižvelgȩ i̧ (1.7), (1.9) ir sumos
∑

(V )r
apibrėžima̧, gauname

∑
im+1,...,i2m

r∏
j=1

|c(il : l ∈ Vj)| 6 C, (1.10)

kur konstanta C < ∞ nepriklauso nuo i1, . . . , im. Analogǐskai

∑
i1,...,im

r∏
j=1

|c(il : l ∈ Vj)| < C, (1.11)

kur konstanta C < ∞ nepriklauso nuo im+1, . . . , i2m. Iš (1.9)–(1.11) seka (1.6).
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1.2 SN,m(1) dispersijos asimptotika

Tegul

SN,m =
N∑

t=1

Pm(Xt) =
∑

i1,...,im

{ N∑
t=1

bt−i1 · · · bt−im

}
:ξi1 · · · ξim : . (1.12)

Šiame skyrelyje rasime dispersijos B2
N,m = E{S2

N,m}, asimptotini̧ i̧verti̧, kai N →∞.

1.2 lema. Jei yra ǐspildytos 2 teoremos sa̧lygos, tai

B2
N,m ∼ c2

mΛ2m(N)N2−m(1−2d). (1.13)

I̧rodymas. Išskaidykime suma̧ SN,m i̧ ,,nei̧strižainini̧” ir ,,i̧strižainini̧” dėmenis:

SN,Pm = S ′N,m + S ′′N,m,

kur

S ′N,m =
∑

i1,...,im:ip 6=iq(p6=q)

{ N∑
t=1

m∏
p=1

bt−ip

}
ξi1 · · · ξim .

Čia, remiantis 1.1 ǐsvada, atsitiktiniu̧ dydžiu̧ ξi1 · · · ξim Apelio sandauga pakeista ju̧
i̧prasta sandauga. I̧rodžius

E{(S ′N,m)2} ∼ c2
mΛ2m(N)N2−m(1−2d) (1.14)

ir
E{(S ′′N,m)2} = O(N2−m(1−2d)−ε) (∃ε > 0), (1.15)

sa̧ryšis (1.13) bus i̧rodytas.
Iš pradžiu̧ i̧rodykime (1.14). Naudodamiesi 1.1 lemos i̧rodyme i̧vestais žymėji-

mais atsitiktinio dydžio S ′N,m dispersija yra

E{(S ′N,m)2} =
m∑

r=1

∑

(V )r

∑′{ N∑
t=1

m∏
p=1

bt−ip

}{ N∑
s=1

2m∏
p=m+1

bs−ip}
r∏

q=1

c(il : l ∈ Vq),

(1.16)
kur sumoje

∑′ yra sumuojama pagal visus sveikuosius skaičius

i1, . . . , im, im+1, . . . , i2m,

tokius, kad ip 6= iq, kai skaičiai p 6= q tenkina viena̧ ǐs nelygybiu̧

1 6 p, q 6 m, m + 1 6 p, q 6 2m.
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Dabar ǐsskaidykime (1.16) dešinȩ pusȩ i̧ du dėmenis, kuriu̧ pirmasis atitinka aibės
{1, 2, . . . , 2m} suskaidymus (V )r, kuriems r = m, |V1| = · · · = |Vm| = 2, o kitas
dėmuo atitinka likusius suskaidymus, t.y.

E{(S ′N,m)2} = MN + RN ,

kur

MN = m!σ2m
∑

i1,...,im:ip 6=iq(p6=q)

( N∑
t=1

m∏
p=1

bt−ip

)2

(1.17)

ir σ2 = E{ξ2
0}. Toliau tegul

MN = M ′
N + M ′′

N ,

kur

M ′
N = m!σ2m

∑
i1,...,im

( N∑
t=1

m∏
p=1

bt−ip

)2

= m!
N∑

t,s=1

rm
t−s, (1.18)

o

rt−s = σ2

∞∑
i=−∞

bt−ibs−i = cov(Xt, Xs)

yra tiesinio proceso Xt kovariacinė funkcija. Yra gerai žinoma, kad

rt ∼ Λ2(t)t−(1−2d) (t →∞). (1.19)

Iš (1.18) ir (1.19) ǐsplaukia gerai žinoma asimptotinė formulė

M ′
N ∼ c2

mΛ2m(N)N2−m(1−2d). (1.20)

[19] darbe yra i̧rodyta, kad
M ′′

N = O(N). (1.21)

Taigi MN turi ta̧ pati̧ asimptotini̧ i̧verti̧ kaip ir M ′
N .

Dabar i̧rodysime, kad

RN = O(N2−m(1−2d)−ε) (∃ε > 0). (1.22)

Iš (1.16) ir RN apibrėžimo ǐsplaukia, kad pakanka i̧rodyti žemiau suformuluota̧ lema̧.

1.3 lema. Tegul 0 < 1 − 2d < 1/m, m = 1, 2 . . . . Tegul (V )r = (V1, . . . , Vr)
yra aibės of {1, . . . , 2m} suskaidymas, toks kad Vp ∩ {1, . . . , m} 6= ∅, Vp ∩ {m +
1, . . . , 2m} 6= ∅,m = 1, . . . , r ir |Vi| > 3 kažkuriam i = 1, . . . , r. Tada

hN ≡
∑

i1,...,i2m

{ N∑
t=1

m∏
p=1

|bt−ip |
}{ N∑

s=1

2m∏
p=m+1

|bs−ip |
} r∏

q=1

|c(il : l ∈ Vq)| 6 CN2−m(1−2d)−ε,

(1.23)
kur konstantos C < ∞ ir ε > 0 nepriklauso nuo N .
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I̧rodymas. Kiekvienam q = 1, . . . , r, pažymėkime

V ′
q := Vq ∩ {1, . . . , m}, V ′′

q := Vq ∩ {m + 1, . . . , 2m}.
Tada Vq = V ′

q ∪ V ′′
q , be to, kiekviena ǐs aibiu̧ V ′

1 , . . . , V
′
r , V

′′
1 , . . . , V ′′

q yra netuščia
ir bent viena ǐs ju̧ turi daugiau nei viena̧ elementa̧. Fiksuokime laisvai pasirinkta̧
indeksa̧ q̃ ∈ Vq, q = 1, . . . , r. Pažymėkime

Ṽq := Vq\{q̃}, K̃ := ∪r
q=1Ṽq, Ṽ ′

q := V ′
q\{q̃}, Ṽ ′′

q := V ′′
q \{q̃},

c̃(il − iq̃ : l ∈ Ṽq) := c(il : l ∈ Vq).

Tada

hN =
∑

vl:l∈K̃

r∏
q=1

|c̃(vl : l ∈ Ṽq)|
N∑

t,s=1

r∏
q=1

w
(q)
t−s, (1.24)

kur
w

(q)
t−s =

∑
u

|bu|
∏

l∈Ṽ ′q

|bu−vl
|
∏

l∈Ṽ ′′q

|bs−t+u−vl
|.

Susitarkime žymėti |V | aibės V elementu̧ skaičiu̧. Nagrinėsime atvejus:

(i) |V ′
q | > 2, |V ′′

q | > 2 kažkuriam q = 1, . . . , r;

(ii) likusieji atvejai.

Pradėkime nuo (i). Vardan paprastumo, tarkime, kad q = 1, V ′
1 = {1, 2}, Ṽ ′

1 =
{1}, V ′′

1 = {m + 1,m + 2}. Tada

w
(1)
t−s =

∑
u

|bubu−v1bs−t+u−vm+1bs−t+u−vm+2|

6
(∑

u

b2
ub

2
s−t+u−vm+1

)1/2(∑
u

b2
u−v1

b2
s−t+u−vm+2

)1/2

.

Atsižvelgus i̧(5), taip pat i̧ (1.26), nesunku i̧sitikinti, kad

w
(1)
t−s 6 C|s− t− vm+1|−α/2

+ |s− t + v1 − vm+2|−α/2
+ , (1.25)

kur 1 < α < 2(1 − d) gali būti parinktas kaip norima arti 2(1 − d). Kadangi

w
(q)
t−s 6 C, q = 1, . . . , r, ǐs (1.24)–(1.25) ǐsplaukia

hN 6 C
∑

vl:l∈K̃

r∏
q=1

|c̃(vl : l ∈ Ṽq)|
N∑

t,s=1

|s− t− vm+1|−α/2
+ |s− t + v1 − vm+2|−α/2

+ .

Paskutinioji suma yra aprėžta skaičiumi CN tolygiai pagal v1, vm+1, vm+2. Tai ne-
sunku patikrinti: jei α > 1, tai

N∑
t,s=1

|s− t− v1|−α
+ |s− t− v2|−α

+ 6 CN
∑

s

|s− v1|−α
+ |s− v2|−α

+

6 CN |v1 − v2|−α
+ 6 CN (1.26)
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tolygiai pagal v1, v2.
Iš sa̧lygos (C)2m ǐsplaukia nelygybė

∑

vl:l∈K̃

r∏
q=1

|c̃(vl : l ∈ Ṽq)| 6 C. (1.27)

Taigi atveju (i) lema̧ i̧rodėme, nes N = O(N2−m(1−2d)−ε) (∃ε > 0).

Pereikime prie atvejo (ii). Neprarasdami bendrumo galime tarti, kad

|V1| > 2, . . . , |Vr∗| > 2, |Vr∗+1| = · · · = |Vr| = 2,

kur 1 6 r∗ 6 r. Tada

w
(q)
t−s 6 C|t− s + vq|2d−1)

+ , r∗ + 1 6 q 6 r. (1.28)

Kaip yra apibrėžta, kiekvienam 1 6 q 6 r∗, |V ′
q | = 1 arba |V ′′

q | = 1. Kitaip tariant,
kiekviena ǐs aibiu̧ Vq, 1 6 q 6 r∗ turi tik viena̧ elementa̧ ǐs {1, . . . , m}, arba ǐs
{m+1, . . . , 2m}. Tarkime, kad šis elementas sutampa aukščiau pasirinktu elementu
q̃. Be to, tarkime, kad q̃ ∈ V ′

q , kai Ṽ ′
q = ∅, Ṽ ′′

q = V ′′
q ir

w
(q)
t−s 6

∏

l∈V ′′q

(∑
u

|bu||bs−t+u−vl
|mq

)1/mq

,

kur mq = |V ′′
q | = |Vq| − 1 = |Ṽq| > 2. Analogǐskai, jei q̃ ∈ V ′′

q tai

w
(q)
t−s 6

∏

l∈V ′q

(∑
u

|bu||bt−s+u−vl
|mq

)1/mq

,

kur mq = |V ′
q | = |Vq| − 1 = |Ṽq| > 2. Abiem atvejais

w
(q)
t−s 6 C

∏

l∈Ṽq

|t− s− vl|(d−1)/mq

+ , 1 6 q 6 r∗. (1.29)

I̧rodinėjama lema atveju (ii) ǐsplaukia ǐs (1.28)–(1.29) ir žemiau i̧rodytos 1.4 lemos,
jei

(r − r∗)(1− 2d) + (1− d)r∗ > m(1− 2d). (1.30)

Pastebėkime, kad r∗ > 2 ǐsplaukia ǐs atvejo (ii) apibrėžimo. Tada kairė (1.30)
nelygybės pusė yra ne mažesnė kaip 2(1 − d) > 1, tuo tarpu dešinė tos pačios
nelygybės pusė yra mažesnė nei 1. Tuo baigiamas (1.30) nelygybės, o tuo pačiu ir
1.3 lemos i̧rodymas.

1.2 lemos i̧rodymo tȩsinys. Iš 1.3 lemos bei (1.20)–(1.22) sa̧ryšiu̧ ǐsplaukia S ′N,m

dispersijos asimptotinė formulė (1.14).
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Dabar ieškosime ,,i̧strižaininės” dalies

S ′′N,m =
∑

i1,...,im:ip=iq(∃p6=q)

{ N∑
t=1

m∏
p=1

bt−ip

}
:ξi1 · · · ξim :

dispersijos. Analogǐskai, kaip ir (1.16), turime

E{(S ′′N,m)2} =
m∑

r=1

∑

(V )r

∑′′{ m∏
p=1

bt−ip

}{ 2m∏
p=m+1

bs−ip

} r∏
q=1

c(il : l ∈ Vq), (1.31)

kur sumoje
∑′′ yra sumuojama pagal visus sveikuosius skaičius

i1, . . . , im, im+1, . . . , i2m,

tokius, kad ip′ = iq′ , ip′′ = iq′′ kai kuriems p′ 6= q′, p′′ 6= q′′ atitinkamai tenkinantiems
nelygybes

1 6 p′, q′ 6 m, m + 1 6 p′′, q′′ 6 2m.

Kad i̧rodytume (1.15), naudosime analogǐskus 1.3 lemos i̧rodymui argumentus.
Pakanka i̧rodyti, kad kiekvienam suskaidymui (V )r = (V1, . . . , Vr) yra teisinga nely-
gybė

h′′N ≡
∑′′ N∑

t,s=1

m∏
p=1

|bt−ip|
2m∏

p=m+1

|bs−ip|
r∏

q=1

|c(il : l ∈ Vq)| 6 CN2−m(1−2d)−ε (1.32)

Atvejis |Vq| > 3(∃1 6 q 6 r) ǐsplaukia ǐs 1.3 lemos, todėl pakanka i̧rodyti (1.32)
nelygybȩ atveju |V1| = · · · = |Vr| = 2 (r = m). Vardan paprastumo tarkime, kad
i1 = i2 ≡ i′, im+1 = im+2 ≡ i′′. Tada

h′′N 6 C

N∑
t,s=1

∑

i′,i′′
b2
t−i′b

2
s−i′′

(∑
i

|bt−ibs−i|
)m−1

6 CN.

Tuo baigiamas (1.32) ir (1.15) i̧rodymas. 1.2 lema i̧rodyta.

1.4 lema. Tegul αi > 0, i = 1, . . . , k,
∑k

i=1 αi < 1. Tada

sup
v1,...,vk∈Z

N∑
t,s=1

k∏
i=1

|t− s− vi|−αi
+ 6 CN2−Pk

i=1 αi .

I̧rodymas. Lemos tvirtinimas ǐsplaukia ǐs

sup
v1,...,vk

N∑
t=1

k∏
i=1

|t− vi|−αi
+ 6 CN1−Pk

i=1 αi . (1.33)
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Pažymėkime pi = p/αi, i = 1, . . . , k, kur p =
∑k

i=1 αi < 1,
∑k

i=1 1/pi = 1. Tada∑k
i=1 1/pi = 1 ir , remiantis Hiolderio nelygybe, gauname

N∑
t=1

k∏
i=1

|t− vi|−αi
+ 6

k∏
i=1

( N∑
t=1

|t− vi|−p
+

)1/pi

. (1.34)

Taigi (1.33), o tuo pačiu ir lemos tvirtinimas ǐsplaukia ǐs (1.34) ir i̧verčio

sup
v∈Z

N∑
t=1

|t− v|−p
+ 6 CN1−p,

nes
∑k

i=1(1− p)/pi = 1− p = 1−∑k
i=1 αi.

1.3 2 teoremos i̧rodymas

Pakanka (19) i̧rodyti vienmačiams pasiskirstymams kai t = 1. Atsižvelgiant i̧ (1.14)–
(1.15), teorema bus i̧rodyta, jei i̧rodysime, kad

B−1
N,mS ′N,m =⇒ Jm, (1.35)

kur Jm = Jm(1) ir

S ′N,m =
∑′{ m∏

p=1

N∑
t=1

bt−ip

}
ξi1 · · · ξim . (1.36)

Sumoje
∑′ yra sumuojama pagal i1, . . . , im ∈ Z, ip 6= iq(p 6= q). Apibrėžkime

baigtiniu̧ intervalu̧ (x′, x′′], x′ < x′′ stochastini̧ mata̧ WN :

WN((x′, x′′]) = σ−1N−1/2
∑

x′<j/N6x′′
ξj. (1.37)

Kad i̧rodytume (1.35), užrašysime (1.36) kaip diskretu̧ stochastini̧ integrala̧ stochas-
tinio, su ortogonaliais prieaugliais mato WN atžvilgiu:

B−1
N,mS ′N,m =

∫

Rm

fN(x1, . . . , xm)WN( dx1) . . . WN( dxm), (1.38)

kur funkcija fN = fN(x1, . . . , xm), x1, . . . , xm ∈ Rm yra

fN(x1, . . . , xm) = σmc−1
m Λ−m(N)N−1+(1−d)m

N∑
t=1

m∏
p=1

bt−ip , (1.39)
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kai
(x1, . . . , xm) ∈ (i1/N, (i1 + 1)/N ]× · · · × (im/N, (im + 1)/N ] (1.40)

kur ip 6= iq(p 6= q), i1, . . . , im ∈ Z, ir fN(x1, . . . , xm) = 0 tiems (1.40) rinkiniams
(x1, . . . , xm), kurie priklauso ,,i̧strižainėms” : ip = iq(∃p 6= q).

Funkcijoms g(x1, . . . , xm), kurios i̧gyja baigtini̧ skaičiu̧ skirtingu̧ reikšmiu̧, yra
lygios g∆1,...,∆m , kai (x1, . . . , xm) priklauso ,,kubui” ∆1 × · · · ×∆m ⊂ Rm, kur

∆p =

(
ip
N

,
ip + 1

N

]
,

ip ∈ Z, p = 1, . . . , m, ir yra lygios nuliui, kai (x1, . . . , xm) priklauso ,,i̧strižainėms” :
g∆1,...,∆m = 0, jei ∆p = ∆q(∃p 6= q), diskretus stochastinis integralas

∫

Rm

g(x1, . . . , xm)WN( dx1) . . .WN( dxk) ≡
∫

Rm

g dmWN

yra apibrėžiamas kaip suma:
∫

Rm

g dmWN =
∑

∆1,...,∆m

g∆1,...,∆mWN(∆1) . . .WN(∆m).

Kadangi kiekvienas toks integralas yra Apelio forma, tai, remiantis 1.1 lema, gau-
name

E
{(∫

Rm

g dmWN

)2}
6 C‖g‖2

L2(Rm), (1.41)

kur konstanta C < ∞ nepriklauso nuo g ir N . Normos ‖ · ‖L2(Rm) apibrėžimas
pateiktas 2.3 skyrelyje.

Naudodamiesi klasikine martingaline teorema (žr. pvz. [8]), gauname, kad bet
kokiam k < ∞ ir bet kokiems nesikertantiems intervalams (x′i, x

′′
i ], i = 1, . . . , k,

(WN((x′1, x
′′
1]), . . . , WN((x′k, x

′′
k])) ⇒ (W ((x′1, x

′′]), . . . , W ((x′k, x
′′
k]), (1.42)

kur W yra standartinis Gauso triukšmas. [47] darbe yra i̧rodyta, kad

‖fN − f‖L2(Rm) → 0 (N →∞), (1.43)

kur

f(x1, . . . , xm) = am

∫ 1

0

m∏
p=1

(s− xp)
d−1
+ ds (1.44)

yra m−lypio Ito-Vynerio stochastinio integralo Jm = Jm(1),

Jm =

∫

Rm

f(x1, . . . , xm)W ( dx1) . . . W ( dxm),

pointegralinė funkcija. Kaip ir [47] darbe (žr. taip pat 2.3 lemos i̧rodyma̧), galima
i̧sitikinti, kad ǐs (1.41)–(1.43) sa̧ryšiu̧ ǐsplaukia (1.35). Teorema i̧rodyta.
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II Skyrius. Tolimos
priklausomybės tiesiniu̧ procesu̧ su
begalinės dispersijos
nepriklausomais, vienodai
pasiskirsčiusiais triukšmais Apelio
polinomu̧ sumu̧ silpnasis
konvergavimas

2.1 Pagalbiniai teiginiai

2.1 lema. Tegul q(x) yra m− 1 laipsnio polinomas. Jei tenkinamos sa̧lygos (22),
(23), tai

lim
x→−∞

|x|αP (ξm + q(ξ) < x) = c̃−, (2.1)

lim
x→+∞

xαP (ξm + q(ξ) > x) = c̃+, (2.2)

ir

lim
x→∞

P (|X0| > x)

P (|ξ0| > x)
=

∞∑
i=1

|bi|αm. (2.3)

Konstantos c̃−, c̃+ nusakytos (26).

I̧rodymas. Pradėkime nuo (2.2). Iš (22), (23) ǐsplaukia sa̧ryšiai

P{ξm > x} ∼ c̃+x−α, x > 0, (2.4)

P{ξm < −x} ∼ c̃−|x|−α, x < 0, (2.5)

kai x →∞. Tegul U, V yra atsitiktiniai dydžiai ir u > v. Tada

P{U > u + v, |V | < v} 6 P{U + V > u, |V | < v} 6 P{U > u− v}. (2.6)
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Tegul q(x) =
∑m−1

i=0 aix
i. Nesiaurindami bendrumo galime apsiriboti atveju ai 6= 0.

Naudojantis (2.4), (2.5) pakankamai dideliems x > 0 yra teisingos nelygybės

P{|q(ξ)| > x} 6
m−1∑
i=1

P{|aiξ
i| > x} 6 C

m−1∑
i=1

(|ai|/x)αm/i 6 Cx−α′ ,

kur α′ = αm/(m− 1) > α. Taigi galima parinkti konstantas 0 < β < 1, γ > α, kad
būtu̧ teisinga nelygybė

P{|q(ξ)| > xβ} 6 Cx−γ. (2.7)

Akivaizdu, kad

P{ξm + q(ξ) > x} =

P{ξm + q(ξ) > x, |q(ξ)| 6 xβ} + P{ξm + q(ξ) > x, |q(ξ)| > xβ}.

Antroji tikimybė neviršija P{|q(ξ)| > xβ} = o(x−α). Naudodamiesi (2.6) su U = ξm,
V = R(ξ), u = x, v = xβ, gauname

P{ξm + q(ξ) > x, |q(ξ)| 6 xβ} 6 P{ξm > x− xβ} ∼ c̃+x−α.

Iš kitos pusės

P{ξm + q(ξ) > x, |q(ξ)| 6 xβ} > P{ξm > x + xβ, |q(ξ)| 6 xβ} =

P{ξm > x + xβ} − P{ξm > x + xβ, |q(ξ)| > xβ}.

Nesunku i̧sitikinti, kad P{ξm > x + xβ} ∼ c+x−α. Naudodamiesi (2.7), gauname

P{ξm > x + xβ, |q(ξ)| > xβ} 6 P{|q(ξ)| > xβ} = O(x−γ) = o(x−α).

Analogǐskai galima i̧rodyti (2.1).

Toliau i̧rodysime (2.3). Yra žinoma, kad

lim inf
x→∞

P (|X0| > x)

P (|ξ0| > x)
>

∞∑
i=1

|bi|αm

(žr. [12]). Taigi pakanka i̧rodyti, kad

lim sup
x→∞

P (|X0| > x)

P (|ξ0| > x)
6

∞∑
i=1

|bi|αm. (2.8)

Parinkime ε > 0 toki̧, kad αm− ε > 2. Naudojantis (22), (23) nesunku i̧rodyti, kad
(žr. [2], 1 lema)

E
∣∣ξiI(|ξi| > x)

∣∣αm−ε 6 Cx−ε, E
∣∣ξiI(|ξi| 6 x)

∣∣αm+ε 6 Cxε, x →∞. (2.9)
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Pasinaudojȩ Rosentalio nelygybe (žr. [36])

E

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

biξi

∣∣∣∣∣

p

6 C

{ ∞∑
i=1

|bi|pE|ξi|p +

( ∞∑
i=1

b2
i Eξ2

i

)p/2}
(2.10)

bet kuriam p > 2. Pažymėkime

Dn,− :=
∞∑

i=n

|bi|αm−ε +

( ∞∑
i=n

b2
i

)(αm−ε)/2

.

Naudodamiesi (2.9) ir (2.10), gauname, kad su bet kuriais n, x > 1

P

(∣∣∣∣∣
∞∑

i=n

biξiI(|ξi| > x)

∣∣∣∣∣ > x

)
6 x−αm+εE

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n

biξiI(|ξi| > x)

∣∣∣∣∣

αm−ε

6 Cx−αm+ε

{ ∞∑
i=1

|bi|αm−εx−ε +

( ∞∑
i=1

b2
i x

2−αm

)(αm−ε)/2}
6 Cx−αmDn,−.

Naudodamiesi nelygybėmis

Eξ2
i I

(|ξi| 6 C
)

6 Eξ2
i 6 C,

gauname

P

(∣∣∣∣∣
∞∑

i=n

biξiI(|ξi| 6 x)

∣∣∣∣∣ > x

)
6 x−αm−εE

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n

biξiI(|ξi| 6 x)

∣∣∣∣∣

αm+ε

6 Cx−αm−ε

{ ∞∑
i=1

|bi|αm+εxε +

( ∞∑
i=1

b2
i

)(αm+ε)/2}

6 Cx−αmDn,+,

kur

Dn,+ :=
∞∑

i=n

|bi|αm+ε +

( ∞∑
i=n

b2
i

)(αm+ε)/2

.

Atsižvelgȩ i̧ aukščiau i̧rodytas nelygybes bei i̧ (22), (23), gauname

lim sup
x→∞

P
(∣∣ ∑∞

i=n biξi

∣∣ > x
)

P (|ξ0| > x)
6 CDn, (2.11)

kur Dn := Dn,+ + Dn,− → 0, n →∞.
Kai n < ∞, tai

lim
x→∞

P
(∣∣ ∑n−1

i=1 biξi

∣∣ > x
)

P (|ξ0| > x)
=

n−1∑
i=1

|bi|αm (2.12)
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(žr. [12]). Tegul 0 < δ < 1. Pažymėkime

Un :=
n−1∑
i=1

biξi ir Vn :=
∞∑

i=n

biξi.

Naudosimės nelygybe

P
(|X0| > x

)
6 P

(|Un| > (1− δ)x
)

+ P
(|Vn| > δx

)
.

Naudodamiesi (2.11) ir (2.12), gauname

lim sup
x→∞

P (|X0| > x)

P (|ξ0| > x)
6 (1− δ)−αm

n−1∑
i=1

|bi|αm + Cδ−αmDn.

Paskutinėje nelygybėje perėjȩ prie ribos, kai n → ∞, o po to, kai δ → 0, gauname
(2.8).

6 teorema ([3], [18]). Tegul E|X|m < ∞. Jei Pm(x), m = 0, 1, . . . yra Apelio
polinomai, susijȩ su atsitiktinio dydžio X skirstiniu, tai

Pm(x) =
m∑

n=0

Cm
n xm−n

∑

(V1,··· ,Vl)

(−1)lκ|V1| · · ·κ|Vl|, (2.13)

kur sumoje
∑

(V1,...,Vl)
yra sumuojama pagal visus aibės {1, . . . , n} suskaidymus (V1,

. . . , Vl), l = 1, 2, . . . i̧ netuščius poaibius V1, . . . , Vl. Aibės V elementu̧ skaičiu̧
pažymėjome|V |, atsitiktinio dydžio X p-tos eilės kumulianta̧ pažymėjome κp.

Iš paskutinės teoremos ǐsplaukia, kad Pm(x) yra m-tos eilės polinomas, ku-
rio vyriausiasis koeficientas lygus 1, o kiti koeficientai ǐsreǐskiami per momentus
EXk, k = 1, 2, . . . , m.

Toliau Qp(x), p = 0, . . . , m zymėsime p-tos eilės Apelio polinomus susijusius su
atsitiktinio dydžio ξ0 skirstiniu.

Iš 2.1 lemos ir (2.13) ǐsplaukia tokia ǐsvada.

2.2 ǐsvada.

(i) E|Pm(X0)|r < ∞, 0 < r < α;

(ii) E|Qp(ξ0)|r < ∞, 0 < r < αm/p, p = 1, . . . , m;

(iii) E|Qp(ξ0)|2 < ∞, p < αm/2.

Žemiau pateikta multinominė formulė yra labai naudinga tyrinėjant tiesiniu̧ pro-
cesu̧ Apelio polinomu̧ sumas.
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7 teorema (multinominė formulė). Tegul m > 2 yra natūralusis skaičius, {λi, i =
1, 2 . . . } yra realiu̧ju̧ skaičiu̧ seka, tokia kad

∞∑
i=1

λ2
i < ∞.

Tegul

X :=
∞∑
i=1

λiξi,

kur ξ1, ξ2, . . . yra nepriklausomi, vienodai pasikirstȩ atsitiktiniai dydžiai, turintys
vidurkius Eξi = 0 ir mr-tos eilės momentus E|ξi|mr < ∞ kažkuriam skaičiui 1 <
r < 2. Tada

Pm(X) =
m∑

l=1

∑

(π)m,l

∑

(i)l

′ l∏
j=1

λ
pj

ij
Qpj

(ξij), (2.14)

kur sumoje
∑

(π)m,l
yra sumuojama pagal visus aibės {1, . . . , m} suskaidymus π i̧

nesikertančius poaibius, kuriu̧ kardinaliniai skaičiai yra p1, . . . , pl,

l∑
i=1

pi = m,

o sumoje
∑′

(i)l
yra sumuojama pagal sveiku̧ju̧ skaičiu̧ i1, . . . , il, tokiu̧ kad ij 6= ik

kai j 6= k, rinkinius (i1, . . . , il). Dešinėje (2.14) pusėje užrašyta eilutė konverguoja
beveik visur ir Lr(Ω) prasme.

Formulė i̧vesta [3] darbe. Autoriai ja̧ i̧rodė atvejui, kai atsitiktinio dydžio Pm(X)
dispersija yra baigtinė, t.y. kai tenkinama sa̧lyga E|ξi|2m < ∞.

I̧rodymas. Yra žinoma, kad (2.14) formulė yra teisinga baigtinėms sumoms

XN :=
N∑

i=1

λiξi, 1 6 N < ∞

(žr. [3]), t.y.

Pm,N(XN) =
m∑

l=1

∑

(π)m,l

∑

(i)l,N

′ l∏
j=1

λ
pj

ij
Qpj

(ξij), (2.15)

kur Pm,N yra m-tos eilės Apelio polinomas, susijȩs su atsitiktinio dydžio XN skirs-
tiniu, o sumoje

∑′
(i)l,N

yra sumuojama pagal visus rinkinius (i1, . . . , il), ij 6= ik(j 6=
k), i1, . . . , il ∈ {1, 2, . . . , N}. Teorema bus i̧rodyta parodžius, kad atitinkamos (2.15)
pusės konverguoja i̧ atitinkamas (2.14) puses.

Pirmiau i̧rodysime, kad Pm,N(XN) konverguoja su tikimybe 1 i̧ atsitiktini̧ dydi̧
Pm(X). Yra gerai žinoma, kad atsitiktiniu̧ dydžiu̧ seka {XN} konverguoja su
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tikimybe 1 i̧ atsitiktini̧ dydi̧ X. Taigi su kiekvienu k > 1 atsitiktiniu̧ dydžiu̧ seka
{Xk

N} konverguoja su tikimybe 1 i̧ atsitiktini̧ dydi̧ Xk. Naudodamiesi Rozentalio
nelygybe, gauname, kad Xk

N → Xk Lr(Ω) prasme ir kad su kiekvienu k = 1, . . . , m
yra teisingos nelygybės E|X|kr < ∞. Lieka pasinaudoti (2.13).

Pastebėkime, kad dešinė lygybės (2.15) pusė yra atsitiktiniu̧ procesu̧

∑
16i1<···<il6N

l∏
j=1

λ
pj

ij
Qpj

(ξij), N = 1, 2, . . . , (2.16)

baigtinė suma pagal visus l = 1, . . . , m ir pagal visus suskaidymus πm,l. Kiekvienas
ǐs (2.16) procesu̧ yra martingalas pagal N (žr. [3]).

Naudodamiesi dekouplingo nelygybe martingaliniams skirtumams bei Bahro ir
Esyno nelygybe (žr. 2.2 lemos i̧rodyma̧), galime i̧rodyti, kad martingalai (2.16) yra
Lr(Ω) aprėžti ir dėl to konverguoja Lr(Ω) bei beveik visur prasmėmis.

2.2 Išskaidymas

Nagrinėkime atsitiktinius procesus

Y ′
t :=

∑

(i)m

′
bt−i1 · · · bt−imξi1 · · · ξim = m!

∑
im<···<i1<t

bt−i1 · · · bt−imξi1 · · · ξim ,

Y ′′
t :=

∑
i<t

bm
t−iQm(ξi),

Rt :=
m−1∑

l=2

∑
πm,l

∑

(i)l

′
bp1

t−i1
· · · bpl

t−il
Qp1(ξi1) · · · Qpl

(ξil).

Remdamiesi multinomine formule (2.14),

Pm(Xt) = Y ′
t + Y ′′

t + Rt.

Pažymėkime

S ′N,m(t) :=

[Nt]∑
j=1

Y ′
j , S ′′N,m(t) :=

[Nt]∑
j=1

Y ′′
j , RN,m(t) :=

[Nt]∑
j=1

Rj,

S ′N,m := S ′N,m(1), S ′′N,m := S ′′N,m(1), RN,m := RN,m(1).

Tada
SN,m(t) = S ′N,m(t) + S ′′N,m(t) + RN,m(t). (2.17)

2.2 lema. Egzistuoja skaičius r > α toks, kad

E|RN,m|r = o(Ar
N,m). (2.18)
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I̧rodymas. Pastebėkime, kad RN,2 = 0, todėl lema̧ pakanka i̧rodyti kai m > 3.
I̧rodysime, kad (2.18) nelygybė yra teisinga su bet kokiu m > 4. Atveju m = 3
minėtoji nelygybė i̧rodoma atlikus neesminius pakeitimus.

Iš Rt apibrėžimo ǐsplaukia, kad (2.18) nelygybė yra teisinga su kiekvienu

Rπ
N,m :=

N∑
t=1

Rπ
t ,

kur
Rπ

t :=
∑

il<···<i1<t

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il
Qp1(ξi1) · · · Qpl

(ξil), (2.19)

o π = πm,l yra aibės {1, . . . , m} suskaidymas i̧ l nesikertančiu̧ poaibiu̧, kur 2 6
l 6 m − 1. Kitaip tariant, suskaidymo π poaibiu̧ kardinaliniai skaičiai pu tenkina
nelygybes 1 6 pu 6 m − 1, u = 1, . . . , l, ir bent vienas ǐs kardinaliniu̧ skaičiu̧ yra
didesnis už vieneta̧. Pastebėkime, kad

Rπ
N,m =

∑
il<···<i1

{
N∑

t=1∨(i1+1)

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il

}
Qp1(ξi1) · · · Qpl

(ξil) (2.20)

yra martingaliniu̧ skirtumu̧

Qp1(ξi1), . . . ,Qpl
(ξil)

polinominė forma. Remiantis 2.2 ǐsvada, atsitiktinio dydžio Rπ
N,m dispersija gali būti

baigtinė arba begalinė, todėl būtina i̧ tai atsižvelgti.
Pažymėjȩ

p∗ := max
16u6l

pu,

nagrinėkime atveji̧ p∗ < αm/2. Naudodamiesi 2.2 ǐsvados (iii) teiginiu, gauname

E{Q2
pi

(ξ)} < ∞, i = 1, . . . , l,

ir

E
∣∣Rπ

N,m

∣∣2 6 C
∑

il<···<i1

∣∣∣∣∣
N∑

t=1∨(i1+1)

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il

∣∣∣∣∣

2

6 CN. (2.21)

Paskutinės nelygybės i̧rodyma̧ žr. [19].
Atvejis p∗ > αm/2 yra sudėtingesnis, nes suskaidymo π = πm,l tik vieno

poaibio kardinalinis skaičius yra p∗,o kitu̧ poaibiu̧ kardinaliniai skaičiai yra mažesni
nei αm/2. Tuo nesunku i̧sitikinti – jei pu > αm/2 ir pv > αm/2 kažkuriems
u 6= v, u, v = 1, . . . , l, tai pu +pv > αm > m, kas prieštarauja nelygybei pu +pv 6 m.
Taigi egzistuoja vienintelis skaičius 1 6 u∗ 6 l, toks, kad

pu∗ = p∗ > αm/2, pu < αm/2, u 6= u∗, u = 1, . . . , l. (2.22)
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Toliau naudosimės Bahro-Esyno nelygybe (i̧rodyma̧ žr. [5]): jei atsitiktiniu̧ dydžiu̧
seka ηi yra martingalinis skirtumas, r – realus skaičius, 1 6 r 6 2, tai

E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ηi

∣∣∣∣∣

r

6 2
n∑

i=1

E|ηi|r. (2.23)

Tegul r = (αm/p∗) − δ, kur δ > 0. Tada α < r < 2, čia pirmoji nelygybė seka ǐs
nelygybės p∗ < m pasirinkus δ pakankamai maža̧. Iš (2.22) ir 2.2 ǐsvados ǐsplaukia

E{|Qp∗(ξ)|r} < ∞, E{Q2
pu

(ξ)} < ∞, u 6= u∗, u = 1, . . . , l. (2.24)

Jei u∗ = 1 (t.y. p1 = p∗), tai naudodamiesi (2.23) ir (2.24), gauname

E
∣∣Rπ

N,m

∣∣r

= E

∣∣∣∣∣
∑
i1

Qp∗(ξi1)

( ∑
il<···<i2<i1

{
N∑

t=1∨(i1+1)

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il

}
Qp1(ξi2) · · · Qpl

(ξil)

)∣∣∣∣∣

r

6 2
∑
i1

E

∣∣∣∣∣Qp∗(ξi1)

( ∑
il<···<i2<i1

{
N∑

t=1∨(i1+1)

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il

}
Qp1(ξi2) · · · Qpl

(ξil)

)∣∣∣∣∣

r

6 C
∑
i1

E

∣∣∣∣∣
∑

il<···<i2<i1

{
N∑

t=1∨(i1+1)

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il

}
Qp1(ξi2) · · · Qpl

(ξil))

∣∣∣∣∣

r

.

Čia mes pasinaudojome tuo, kad atsitiktinis dydis ξi1 yra nepriklausomas nuo atsi-
tiktiniu̧ dydžiu̧ ξi2 , . . . , ξil . Pasinaudojȩ Hiolderio nelygybe bei (2.24) nelygybėmis,
panašiai kaip (2.21) gauname

E
∣∣Rπ

N,m

∣∣r 6 C
∑
i1

Er/2

∣∣∣∣∣
∑

il<···<i2<i1

{
N∑

t=1∨(i1+1)

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il

}
Qp1(ξi2) · · · Qpl

(ξil))

∣∣∣∣∣

2

6 C
∑
i1

( ∑
il<···<i2<i1

{
N∑

t=1∨(i1+1)

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il

}2)r/2

.

Atliekame skaičiavimus

∑
il,...,i2

{
N∑

t=1∨(i1+1)

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il

}2

=
N∑

t,t′=1∨(i1+1)

bp∗
t−i1

bp∗
t′−i1

∑
i2

bp2

t−i2
bp2

t′−i2
· · ·

∑
il

bpl
t−pl

bpl

t′−pl

6 C

N∑

t,t′=1∨(i1+1)

|bt−i1|p
∗|bt′−i1|p

∗
.
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Kadangi r/2 < 1, tai, naudodamiesi nelygybe
∣∣∣∣∣
∑

i

ai

∣∣∣∣∣

γ

6
∑

i

|ai|γ, 0 < γ 6 1,

gauname

E
∣∣Rπ

N,m

∣∣r 6 C
∑

i

(
N∑

t,t′=1∨(i+1)

|bt−i|p∗|bt′−i|p∗
)r/2

6 C

N∑

t,t′=1

∑
i

|bt−i|rp∗/2|bt′−i|rp∗/2.

Kadangi rp∗ > αm − δp∗, tai skaičius rp∗ kaip norima artimas skaičiui αm, kuris
tenkina nelygybes αm > m > 4. Taigi

∑
i

|bi|rp∗/2 < ∞,

kai δ > 0 yra pakankamai mažas. I̧rodėme, kad egzistuoja skaičius r > α, su kuriuo
yra teisinga nelygybė

E
∣∣Rπ

N,m

∣∣r 6 CN, (2.25)

ǐs kurios seka sa̧ryšiai

E
∣∣Rπ

N,m

∣∣r = o
(
N r/α

)
= o

(
Ar

N,m

)
.

Deja, aukščiau pateiktas i̧rodymas nėra pritaikomas atvejui u∗ 6= 1, todėl (2.25)
nelygybei i̧rodyti naudosime polinominiu̧ formu̧ Rπ

N,m dekouplinga̧ (žr. [36], [52]).

Tegul atsitiktiniu̧ dydžiu̧ sekos {ξ̃1,i}, . . . , {ξ̃l,i} yra atsitiktiniu̧ dydžiu̧ sekos {ξi}
nepriklausomos kopijos {ξi}. Pažymėkime

R̃π
N,m :=

∑
il<···<i1

{
N∑

t=1∨(i1+1)

bp1

t−i1
· · · bpl

t−il

}
Qp1

(
ξ̃1,i1

) · · · Qpl

(
ξ̃l,il

)
. (2.26)

Nesunku pastebėti, kad (2.26) polinominei formai (kuriai pritaikytas dekauplingas)
nebėra būtina reikalauti u∗ = 1, todėl (2.25) nelygybė gali būti taikoma bet kuriam
u∗ = 1, . . . , l. Norėdami i̧rodyti, kad (2.25) nelygybė yra teisinga bet kokiam
suskaidymui π = πm,l, pasinaudojame kita dekauplingo nelygybe: jei r – realus
skaičius 1 6 r 6 2, tai

E|R(f)|r 6 CE|R̃(f)|r, (2.27)

kur

R(f) :=
∑

il<···<i1

fi1,...,ilQp1(ξi1) · · · Qpl
(ξil),

R̃(f) :=
∑

il<···<i1

fi1,...,ilQp1

(
ξ̃1,i1

) · · · Qpl
(ξ̃l,il)
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yra bet kokios baigtinės tetraedrinės Apelio polinomu̧ formos, ir konstanta C neprik-
lauso nuo f . Plačiau ir apie bendresnes dekouplingo nelygybes žr. [43]. Taigi (2.25)
nelygybė, o tuo pačiu ir lema irodytos.

2.3 3 teoremos i̧rodymas

(i) Nagrinėkime (2.17) ǐsskaidyma̧ . Remdamiesi 2.2 lema, turime RN,m(t) =
oP (AN,m). Be to,

S ′N,m(t) = OP

(
N1/2

)
= o(AN,m)

(žr. [3], [18]). Taigi pakanka i̧rodyti, kad

A−1
N,mS ′′N,m(t) =⇒ Zα(t). (2.28)

Pastebėkime, kad

Y ′′
t =

∑
i<t

bm
t−iQm(ξi)

yra tiesinis procesas, kurio inovacijos Qm(ξi), i ∈ Z yra nepriklausomi, vienodai
pasiskirstȩ atsitiktiniai dydžiai, o svoriai yra sumuojami:

∞∑
i=1

|bi|m < ∞.

Iš 2.1 lemos ǐsplaukia, kad atsitiktinio dydžio Qm(ξ0) skirstinys priklauso α-stabilaus
dėsnio traukos sričiai.

Vadinasi, (2.28) konvergavimas ǐsplaukia ǐs [2], [4] ar [31] darbu̧.

(ii) Šiuo atveju turime AN,m = o(BN,m), todėl teoremos tvirtinimas ǐsplaukia ǐs 2.2
lemos ir

B−1
N,mS ′N,m(t) =⇒ Jm(t). (2.29)

Paskutinis sa̧ryšis yra i̧rodytas [3], [19] darbuose.

(iii) Teoremos tvirtinimas seka ǐs

(
B−1

N,mS ′N,m(t), A−1
N,mS ′′N,m(t)

)
=⇒ (

Jm(t), Zα(t)
)
. (2.30)

Iš paskutinio sa̧ryšio taip pat seka (2.28) ir (2.29).
I̧veskime keleta̧ pažymėjimu̧. Tegul 1 < p 6 2. Pažymėkime Lp(Rk), k =

1, 2, . . . , erdvȩ visu̧ realiu̧ simetriniu̧ funkciju̧ f : Rk → R, kurioms

‖f‖Lp(Rk) :=

{ ∫

Rk

|f(x1, . . . , xk)|p dx1 · · · dxk

}1/p

< ∞,
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kur dx1 . . . dxk yra k-matis Lebego matas. Fiksuokime skaičiu̧ δ > 0, toki̧, kad
1 < α − δ < α + δ < 2. Pažymėkime Lα,δ(R) Banacho ervȩ visu̧ ǐsmatuojamu̧
funkciju̧ g : R→ R, kuriu̧

‖g‖Lα,δ(R) := max
{‖g‖Lα−δ(R), ‖g‖Lα+δ(R)

}
< ∞.

Sakysime, kad funkcija f(x1, . . . , xk) on Rk yra paprastoji, jei ji i̧gyja pastovia̧
reikšmȩ f∆1,...,∆k aibėje ∆1 × · · · ×∆k ⊂ Rk, kur

∆j =
( ij

N
,

ij + 1

N

]
, ij ∈ Z, j = 1, . . . , k,

ir lygi nuliui i̧strižainėse: f∆1,...,∆k = 0 if ∆j = ∆j′ (∃j 6= j′). Paprastu̧ju̧ funkciju̧,
apibrėžtu̧ aibėje Rk,klasȩ susitarkime žymėti LN(Rk). Tegul

Lp
N

(
Rk

)
:= Lp

(
Rk

) ∩ LN

(
Rk

)
, Lα,δ

N (R) := Lα,δ(R) ∩ LN(R).

Naudosime stochastinius matus

ZN(B) := βν−1N−1/α
∑

i/N∈B

Qm(ξi), (2.31)

WN(B) := σ−1N−1/2
∑

i/N∈B

ξi, σ2 := Eξ2
0 , (2.32)

apibrėžtus baigtiniuose intervaluose B = (x1, x2], x1 < x2. Diskretūs stochas-
tiniai integralai I1(g, ZN) ir Ik(f,WN) yra apibrėžiami paprastosioms funkcijoms
g ∈ Lα,δ

N (R) ir f ∈ L2
N(Rk) lygybėmis

I1(g, ZN) :=
∑
∆

g∆ZN(∆) (2.33)

ir
Ik(f,WN) :=

∑
∆1,...,∆k

f∆1,...,∆kWN(∆1) · · ·WN(∆k). (2.34)

Eilutės konverguoja atitinkamai L2(Ω) ir Lα−δ(Ω) prasmėmis.
Naudodamiesi 2.1 lema, panašiai kaip [1] darbe, nesunkiai gautame nelygybes

E|I1(g, ZN)|α−δ 6 C‖g‖α−δ
Lα,δ(R)

, E|Ik(f, WN)|2 = k!‖f‖2
L2(Rk), (2.35)

kur konstanta C nepriklauso nuo N ir g. Stochastiniai integralai

I1(g, Zα) =

∫
g(x)Zα( dx), (2.36)

Ik(f, W ) =

∫
f(x1, . . . , xk)W ( dx1) · · ·W ( dxk), (2.37)

α-stabilaus atsitiktinio mato Zα( dx) = dZα(x) ir Gauso atsitiktinio mato W ( dx)
atžvilgiu yra apibrėžti atitinkamai funkcijoms g ∈ Lα(R) ir f ∈ L2(Rk). Yra teisingi,
panašūs i̧ (2.35) rezultatai

E|I1(g, Z)|α−δ 6 C‖g‖α−δ
Lα,δ(R)

, E|Ik(f,W )|2 = k!‖f‖2
L2(Rk). (2.38)
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2.3 lema. Tarkime, kad

‖fN − f‖L2(Rk) → 0, ‖gN − g‖Lα,δ(R) → 0, (2.39)

kur fN ∈ L2
N(Rk), gN ∈ Lα,δ

N (R), N > 1, ir f ∈ L2(Rk), g ∈ Lα,δ(R). Tada

(
Ik(fN ,WN), I1(gN , ZN)

)
=⇒ (

Ik(f,W ), I1(g, Zα)
)
, (2.40)

kur stochastiniai matai W ir Zα yra nepriklausomi.

I̧rodymas. Nagrinėkime atveji̧, kai N i̧gyjamos reikšmės yra N = 2K , K = 1, 2, . . . ,
t.y. erdvės Rk suskaidymai {∆1 × · · · × ∆k} yra monotonǐski. Tada L2

M(Rk) ⊂
L2

N(Rk) ir Lα,δ
M (R) ⊂ Lα,δ

N (R) (M < N). Nemonotoniniu̧ suskaidymu̧ atveju i̧rodyma̧
reikia kiek modifikuoti.

Naudodamiesi 2.1 lema bei 2.35 teorema [30], galima i̧rodyti, kad

{
(WN(∆j), ZN(∆j)), j = 1, . . . , L

}
=⇒ {

(W (∆j), Zα(∆j)), j = 1, . . . , L
}
,

kur ∆j, j = 1, . . . , L, yra nesikertantys baigtiniai intervalai. Iš čia, naudojantis
(2.33), (2.34), (2.36) ir (2.38) apibrėžimais, gauname, kad visiems M > 1 ir papras-
tosioms, su kompaktiniu nešėju funkcijoms fM ∈ LM(Rk), gM ∈ LM(R) ǐsplaukia
konvergavimas

(
Ik(fM , WN), I1(gM , ZN)

)
=⇒ (

Ik(fM ,W ), I1(gM , Zα)
)
, (2.41)

kai N → ∞ (žr. [1], [47], [49]). Kad i̧rodytume (2.40), pakanka i̧rodyti, kad bet
kokiems u, v ∈ R,

E exp
{
iuIk(fN ,WN) + ivI1(gN , ZN)

} → E exp
{
iuIk(f, W ) + ivI1(g, Z)

}
. (2.42)

Apsiribokime atveju u = v = 1. Iš (2.39) ǐsplaukia, kad kiekvienam ε > 0 galima
rasti toki̧ natūralu̧ skaičiu̧ M ir paprasta̧sias su kompaktiniu nešėju funkcijas fM ∈
LM(Rk), gM ∈ LM(R), kad

‖fN − fM‖L2(Rk) + ‖fM − f ||L2(Rk)

+‖gN − gM‖Lα,δ(R) + ‖gM − gN‖Lα,δ(R) < ε (2.43)

visiems N > M . Turime

∣∣E eiIk(fN ,WN )+iI1(gN ,ZN ) − E eiIk(f,W )+iI1(g,Z)
∣∣

6
∣∣E eiIk(fN ,WN )+iI1(gN ,ZN ) − E eiIk(fM ,WN )+iI1(gM ,ZN )

∣∣
+

∣∣E eiIk(fM ,WN )+iI1(gM ,ZN ) − E eiIk(fM ,W )+iI1(gM ,Z)
∣∣

+
∣∣E eiIk(fM ,W )+iI1(gM ,Z) − E eiIk(f,W )+iI1(g,Z)

∣∣
=: V1 + V2 + V3.

35



Naudodamiesi (2.35) ir (2.43) gauname

V1 6
∣∣E eiIk(fN−fM ,WN ) − 1

∣∣ +
∣∣E eiI1(gN−gM ,ZN ) − 1

∣∣
6 E1/2|Ik(fN − fM ,WN)|2 + E1/(α−δ)|I1(gN − gM , ZN)|α−δ

6 C(‖fN − fM‖L2(Rk) + ‖gN − gM‖Lα,δ(R)) < Cε

su kiekvienu N > M . Analogǐska nelygybė yra teisinga dėmeniui V3. Taigi dėl laisvo
M ir ε parinkimo suma V1 + V3 gali būti kaip norima maža, kai N > N0(M, ε) yra
pakankamai dideli. Tada (2.42) ǐsplaukia ǐs to, kad kiekvienam fiksuotam 1 6 M <
∞ riba limN→∞ V2 yra lygi nuliui, kas savo ruožtu ǐsplaukia ǐs (2.41).
3 teoremos i̧rodymo tȩsinys. Apsiribosime i̧rodydami (2.30) vienmačiams pasiskirsty-
mams, kai t = 1. Bendras atvejis yra i̧rodomas analogǐskai. Naudodami 1.3 skyrelyje
apibrėžta̧ paprasta̧ja̧ funkcija̧ fN(x1, . . . , xm) ∈ L2

N(Rm) užrašykime B−1
N,mS ′N,m kaip

m-lypi̧ diskretu̧ stochastini̧ integrala̧:

B−1
N,mS ′N,m = Im(fN ,WN). (2.44)

Analogǐskai
A−1

N,mS ′′N,m = I1(gN , ZN), (2.45)

kur paprastoji funkcija gN ∈ Lα,δ
N (R) yra apibrėžta lygybe

gN(x) = β−1

N∑

t=1∨(i+1)

bm
t−i,

kai x ∈ ((i− 1)/N, i/N ], i 6 N, ir gN(x) = 0 kitur. Tegul g(x) := 1[0,1](x). Tada

Zα(1) = I1(g, Zα). (2.46)

Lieka i̧rodyti, kad
‖gN − g‖Lα,δ(R) → 0, N →∞. (2.47)

Norint tai padaryti, pakanka i̧rodyti, kad kiekvienam 1 6 p 6 2,

1∫

0

|gN(x)− β|p dx → 0,

0∫

−∞

|gN(x)|p dx → 0.

Pirmasis integralas konverguoja nulin, nes

∞∑
i=1

bm
i = β.
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Norint i̧rodyti, kad antrasis integralas taip pat konverguoja nulin, reikia pastebėti,
kad |bm

i | 6 Ci−r, kur r > 1. Tada

0∫

−∞

|gN(x)|p dx 6 CN−1

∞∑
j=1

(
N+j∑
i=j

i−r

)p

6 CN−1

∞∫

1

dy

( 1+y∫

y

x−r dx

)p

6 CN−(r−1)p

∞∫

0

dy

( 1+y∫

y

x−r dx

)p

=: CN−(r−1)pI → 0,

nes I < ∞, kai r > 1 yra parinktas toks, kad tenkintu̧ nelygybȩ (r − 1)p < 1. Tuo
nesunku i̧sitikinti pasinaudojus nelygybe

I 6
1∫

0

dy

( 1∫

y

x−r dx

)p

+

∞∫

1

y−rp dy,

kurios dešinėje pusėje esantis integralas konverguoja kai (r − 1)p < 1, tuo tarpu
antrasis konverguoja kai rp > 1. Taigi (2.47) sa̧ryšis i̧rodytas.

Sa̧ryšis (2.30) ǐsplaukia ǐs 2.3 lemos bei (1.43)–(1.44), (2.44)–(2.47) sa̧ryšiu̧.
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III Skyrius. Tiesiniu̧ procesu̧ su
begalinės dispersijos
martingaliniais triukšmais sumu̧
silpnasis konvergavimas

3.1 Diskrečiu̧ integralu̧ schema

Fiksuokime realu̧ skaičiu̧ δ > 0 toki̧, kad 1 < α− δ < α + δ < 2. Pažymėkime

ξ−i,N := ξiI(|ξi| < DN), ξ+
i,N := ξiI(|ξi| > DN). (3.1)

Nelygybės

E|ξ−i,N |α+δ 6 CΛ1(DN)Dδ
N , E|ξ+

i,N |α−δ 6 CΛ1(DN)D−δ
N (3.2)

nesunkiai yra i̧rodomos naudojantis (iii) sa̧lyga bei lėtai kintančiu̧ begalybėje
funkciju̧ savybėmis. Analogǐskos nelygybės yra teisingos centruotiems atsitiktiniams
dydžiams η±i,N := ξ±i,N − E[ξ±i,N |Fi−1]:

E|η−i,N |α+δ 6 CΛ1(DN)Dδ
N , E|η+

i,N |α−δ 6 CΛ1(DN)D−δ
N . (3.3)

Pastebėkime, kad atsitiktiniu̧ dydžiu̧ sekos (η+
i,N ,Fi), (η−i,N ,Fi) yra martingaliniai

skirtumai, todėl galime taikyti Bahro-Esyno nelygybȩ: bet kuriam 1 6 r 6 2

E

∣∣∣∣
n∑

i=1

giη
+
i,N

∣∣∣∣
r

6 2
n∑

i=1

|gi|rE|η+
i,N |r, E

∣∣∣∣
n∑

i=1

giη
−
i,N

∣∣∣∣
r

6 2
n∑

i=1

|gi|rE|η−i,N |r, (3.4)

kur gi, i ∈ Z yra realūs skaičiai.
Toliau naudosime 2.3 skyrelyje i̧vestus pažymėjimus. Baigtinio intervalo B =

(x1, x2], x1 < x2 stochastini̧ mata̧ ZN(B) apibrėžkime lygybe

ZN(B) := D−1
N

∑

i/N∈B

ξi,

kur atsitiktiniai dydžiai ξi, i ∈ Z tenkina (i) – (iii) sa̧lygas. Suma̧
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I(g, ZN) := D−1
N

∑

i∈Z
g(i/N)ξi, (3.5)

vadinsime funkcijos g ∈ Lα,δ
N (R) diskrečiu stochastiniu integralu stochastinio mato

ZN atžvilgiu.
Naudodamiesi (3.3) ir (3.4) nelygybėmis, gauname

E|I(g, ZN)|α−δ 6 E
∣∣∣
∑

g(i/N)D−1
N η+

i,N

∣∣∣
α−δ

+
(
E

∣∣∣
∑

g(i/N)D−1
N η−i,N

∣∣∣
α+δ)α−δ

α+δ

6 CΛ1(N)D−α
N

∑
|g(i/N)|α−δ + C

(
Λ1(N)D−α

N

∑
|g(i/N)|α+δ

)α−δ
α+δ

6 CN−1
∑

|g(i/N)|α−δ + C
(
N−1

∑
|g(i/N)|α+δ

)α−δ
α+δ

= C(‖g‖α−δ

Lα,δ(R)
+ ‖g‖α−δ

Lα,δ(R)
).

Lieka pasinaudoti normos || · ||
Lα,δ(R)

apibrėžimu norint gauti nelygybȩ

E|I(g, ZN)|α−δ 6 C||g||α−δ

Lα,δ(R)
, (3.6)

kur konstanta C nepriklauso nuo N ir funkcijos g ∈ Lα,δ
N (R).

Žemiau užrašytos lemos i̧rodymas yra gautas pritaikius 7 lemos [47] i̧rodyma̧
mūsu̧ tikslams. Dėl to, kad ši lema yra labai svarbi diskrečiu̧ integralu̧ schemoje,
pateiksime jos i̧rodyma̧.

3.1 lema. Jei funkciju̧ seka gN ∈ Lα,δ
N konverguoja i̧ funkcija̧ g ∈ Lα,δ(R) normos

|| · ||Lα,δ(R) prasme, tai atsitiktinio dydžio I(gN , ZN) pasiskirstymo funkcija konver-
guoja i̧ atsitiktinio dydžio I(g, Zα) (žr. (2.33)) pasiskirstymo funkcija̧, kai N →∞.

I̧rodymas. Iš lemos sa̧lygos ǐsplaukia, kad kiekvienam laisvai parinktam ε > 0 egzis-
tuoja natūralus skaičius M > 1 ir paprastoji funkcija gM ∈ Lα,δ

M (R), kad būtu̧
teisingos nelygybės

||gN − gM ||α,δ < ε, ||gM − g||α,δ < ε, (3.7)

kai N > M . Akivaizdu, kad
∣∣∣∣E exp{itI(gN , ZN)} − E exp{itI(g,N)}

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣E exp{itI(gN , ZN)} − E exp{itI(gM , ZN)}

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣E exp{itI(gM , ZN)} − E exp{itI(gM , Zα)}
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣E exp{itI(gM , Zα)} − E exp{itI(g, Zα)}
∣∣∣∣ =: V1 + V2 + V3, t ∈ R.

39



Lieka i̧sitikinti, kad, kaip ir 2.3 lemoje, Vi, i = 1, 2, 3 yra kaip norima maži, kai
N > M yra pakankamai dideli. Pradėkime nuo V1. Pastebėkime, kad

V1 6 |t|
{

E|I(gN − gM , ZN)|α−δ

}1/(α−δ)

.

Pasinaudojȩ (3.6) ir pirma̧ja (3.7) nelygybėmis gauname, kad

V1 < C|t|ε,

kai N > M . Nesunku patikrinti, kad analogǐska nelygybė yra teisinga dėmeniui V3.
Apsiribokime atveju N = 2k, k ∈ N. Tada erdvės Lα,δ

N (R) monotonǐskai didėja,
kai N →∞.

Naudodamiesi I(g, N) ir I(gM , Zα) apibrėžimais gauname

I(gM , ZN) =
∑

i

g(i/M)ZN [i/M, (i + 1)/M),

I(gM , Zα) =
∑

i

g(i/M)Zα[i/M, (i + 1)/M),

t.y. I(gM , ZN) yra baigtinio skaičiaus kintamu̧ju̧ ZN [i/M, (i + 1)/M), i ∈ Z pirmos
eilės polinomas, o I(gM , Zα) – tas pats, Zα[i/M, (i + 1)/M), i ∈ Z kintamu̧ju̧,
polinomas. Iš 4 teoremos (ii) sa̧lygos ǐsplaukia, kad I(gM , ZN) =⇒ I(gM , Zα), o ǐs
čia seka, kad kiekvienam fiksuotam M < ∞ riba limN→∞ V2 yra lygi nuliui.

Bendru atveju lema i̧rodoma su neesminias pakeitimais.

3.2 4 teoremos i̧rodymas

Pažymėkime

JN(t) :=
1

L(N)NdDN

[Nt]∑
s=1

Xs,

JN := JN(1), Jα,d := Jα,d(1).

3.2 lema. JN(t) =⇒ Jα,d(t).

I̧rodymas. Pakanka i̧rodyti, kad atsitiktinio dydžio JN pasiskirstymo funkcija kon-
verguoja i̧ Jα,d pasiskirstymo funkcija̧, nes bendras atvejis yra i̧rodomas analogǐskai.
Užrašykime JN = I(gN , ZN), kur

gN(i/N) :=
1

L(N)Nd

N∑
s=1

(
c+L(s− i)(s− i)d−1

+ + c−L(i− s)(i− s)d−1
+

)
, i ∈ Z
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yra erdvės Lα,δ
N (R) paprastoji funkcija. Analogǐskai, Jα,d = I(g, Zα), kur

g(u) :=

∫ 1

0

(c+(s− u)d−1
+ + c−(u− s)d−1

+ )ds, u ∈ R.

Tada I(gN , ZN) =⇒ I(g, Zα) ǐsplaukia ǐs 3.1 lemos, i̧sitikinus, kad

||gN − g||Lα,δ(R) → 0, N →∞. (3.8)

Kadangi labai panašiu̧ i̧ (3.8) sa̧ryšiu̧ i̧rodymus galima rasti [1], [4] darbuose, tai
pastarojo i̧rodymo nepateiksime.

Teoremos i̧rodymas bus baigtas, jei i̧rodysime sekos JN(t), N ∈ N kom-
paktǐskuma̧ Skorochodo erdvėje D[0, 1]. Tai padarysime naudodamiesi gerai žinomu
kompaktǐskumo kriterijumi (žr. 15.6 teorema [8]) ir 3.3 lema.

3.3 lema. Egzistuoja konstantos C > 0, ε > 0 tokios, kad

E|JN(t2)− JN(t1)|α−δ 6 C|t2 − t1|1+ε (3.9)

su visais 0 6 t1 < t2 6 1.

I̧rodymas. Pakanka i̧sitikinti, kad (3.9) nelygybė yra teisinga taškuose tk =
jk/N, jk = 1, 2, . . . , N , k = 1, 2. Dar daugiau, ǐs proceso Xt, t ∈ Z stacionarumo
ǐsplaukia, kad galima apsiriboti atveju j1 = 0, j2 = j > 1. Taigi turime i̧rodyti
nelygybȩ

E|JN(j/N)|α−δ 6 C(j/N)1+ε. (3.10)

Panašiai kaip 3.2 lemos i̧rodyme JN(j/N) = IN(gN,j, ZN), kur

gN,j(i/N) := A−1
N

j∑
s=1

bs−i, AN := L(N)Nd.

Kadangi ǐs nelygybės ‖gN,j‖α−δ
Lα,δ(R)

6 C(j/N)1+ε ǐsplaukia (3.10) nelygybė, tai

i̧rodysime, kad

N−1
∑

i∈Z

∣∣∣∣∣
j∑

s=1

bs−i

∣∣∣∣∣

α−δ

6 CAα−δ
N (j/N)1+ε. (3.11)

Paskutinȩ nelygybȩ pakanka i̧rodyti svoriu̧ formulėje (30) paėmus konstantas c+ =
1, c− = 0. Atsižvelgȩ i̧ tai, turime i̧rodyti, kad

N−1
∑

i∈Z

∣∣∣∣∣
j∑

s=1

L(s− i)(s− i)d−1
+

∣∣∣∣∣

α−δ

6 CL(N)α−δN (α−δ)d(j/N)1+ε,
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kur konstanta C nepriklauso nuo N, j. Paskutinioji nelygybė nesunkiai i̧rodoma
naudojantis lėtai kintančiu̧ begalybėje funkciju̧ savybėmis bei nelygybėmis

N−d(α−δ)
∑
i60

∣∣∣∣
j∑

s=1

(s− i)d−1

∣∣∣∣
α−δ

6 Cjα−δ,

N−d(α−δ)

j−1∑
i=0

∣∣∣∣
j∑

s=i+1

(s− i)d−1

∣∣∣∣
α−δ

6 Cjα−δ,

kuriose konstanta C nepriklauso nuo N ir j.

Pažymėkime κ = (α− δ)/2. Naudodamiesi Hiolderio nelygybe, gauname

E{|JN(t2)− JN(t1)|κ|JN(t3)− JN(t2)|κ} 6
{

E|JN(t2)− JN(t1)|2κ

}1/2{
E|JN(t3)− JN(t2)|2κ

}1/2

bet kokiems 0 6 t1 6 t2 6 t3 6 1.
Pasinaudojȩ (3.9) nelygybe gauname

E{|JN(t2)− JN(t1)|κ|JN(t3)− JN(t2)|κ} 6 C|t3 − t1|1+ε,

kur konstantos C > 0, ε > 0, tuo užbaigdami teoremos i̧rodyma̧.

3.3 5 teoremos i̧rodymas

Tegul

gN(i/N) :=
N∑

s=1

(
c+L(s− i)(s− i)d−1

+ + c−L(i− s)(i− s)d−1
+

)
, i ∈ Z

g(u) := (c+ + c−)A1[0,1](u), u ∈ R.

Sa̧ryšio
||gN − g||Lα,δ(R) → 0, N →∞

i̧rodymas yra analogǐskas (2.47). Tolesni samprotavimai sutampa su 3.2 lemos
i̧rodymu.
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Išvados

Disertacijoje nagrinėtas tolimos priklausomybės tiesiniu̧ procesu̧ Apelio polinomu̧
daliniu̧ sumu̧ silpnasis konvergavimas. Pagrindiniai disertacijoje gauti rezultatai
yra tokie.

1. Ištirti tiesinio filtro su tolima priklausomybe ir martingalinėmis inovacijomis Ape-
lio polinomu̧ su baigtine dispersija sumu̧ ribiniai desniai. Gauti rezultatai praplečia
ankstesnius Surgailio [47] bei Avram ir Taqqu [3] rezultatus tiesiniams filtrams su
priklausomomis inovacijomis.

2. Ištirti tiesinio filtro su tolima priklausomybe Apelio polinomu̧ su begaline dis-
persija sumu̧ ribiniai dėsniai. I̧rodytas ribinio dėsnio dichotomijos egzistavimas:
priklausomai nuo parametru̧ α, d, m reikšmiu̧, ribinis procesas yra α−stabilus arba
kartotinis stochastinis integralas. Šis rezultatas yra naujas ta prasme, kad tokiems
dydžiams stabilus ribinis dėsnis gautas pirma̧ karta̧. Pažymėtinas darbe gautas Ape-
lio polinomu̧ multinominės formulės apibendrinimas begalinės dispersijos atveju.

3. I̧rodytas tiesinio filtro su martingalinėmis inovacijomis ir begaline dispersija
daliniu̧ sumu̧ konvergavimas i̧ trupmenini̧ stabilu̧ procesa̧ (tolimos atminties filtro
atveju) ir nepriklausomu̧ pokyciu̧ stabilu̧ procesa̧ (trumpos atminties filtro atveju).
Gauti rezultatai praplečia ankstesnius Astrausko [2], Maejima [38], Kasahara ir Mae-
jima [31], Avram ir Taqqu [4] rezultatus, liečiančius nepriklausomu̧ inovaciju̧ atveji̧.
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Birkhäuser, Boston 2003.

[50] D. Surgailis. Stable limits of empirical processes of long memory moving aver-
ages with infinite variance, Stoch. Proc. Appl. 100, 255–274 (2002).
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Žymėjimai

R – realiu̧ skaičiu̧ aibė
N – natūraliu̧ skaičiu̧ aibė

Z – sveiku̧ skaičiu̧ aibė

D[0, 1] – funkciju̧, apibrėžtu̧ aibėje [0, 1] Skorochodo erdvė

(Ω,F , P ) – tikimybinė erdvė

E{ξ} – atsitiktinio dydžio ξ vidurkis

L2(Ω) – aibė realiu̧ atsitiktiniu̧ dydžiu̧, apibrėžtu̧ aibėje Ω ir turinčiu̧ antra̧ momenta̧

ζ, η, ξ – realūs atsitiktiniai dydžiai, apibrėžti aibėje (Ω,F , P )

Jα,d(t) – tiesinis trupmeninis stabilus judesys

Jk(t) – k-os eilės Hermito procesas

Zα(t) – α-stabilus Lévy judesys

Ak(g) – k-tos eilės Apelio forma

Pk(x) – k-os eilės Apelio polinomas, susijȩs su atsitiktinio dydžio

X0 skirstiniu
Qk(x) – k-os eilės Apelio polinomas, susijȩs su atsitiktinio dydžio

ξ0 skirstiniu
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B(x, y) – beta funkcija,

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt, x > 0, y > 0

cum(ξ1, . . . ξk) – atsitiktiniu̧ dydžiu̧ ξ1, . . . , ξk kumuliantas

IA(x) – aibės A indikatorius

Λ(i) – lėtai kintanti begalybėje funkcija,

t.y. limi→∞
Λ(iu)
Λ(i)

= 1 su kiekvienu u > 0

sgn(x) = 1 jei x > 0, 0 jei x = 0, -1, jei x < 0

an ∼ bn(n →∞) – reǐskia, kad limn→∞ an

bn
= 1

an = O(bn)(n →∞) – reǐskia, kad egzistuoja konstantos C > 0 ir N ∈ N
tokios, kad |an| 6 C|bn| for all n > N

an = o(bn)(n →∞) – reǐskia, kad limn→∞ an

bn
= 0

ξn = OP (an) – reǐskia, kad atsitiktiniu̧ dydžiu̧ {ξi}
seka yra aprėžta pagal tikimybȩ,
t.y. limN→∞ lim supn→∞ P{|ξn| > N/an} = 0

C – i̧vairios teigiamos konstantos

[·] – skaičiaus sveikoji dalis

|x|+ = x jei x > 0, 0 jei x 6 0

=⇒ – konvergavimas pagal pasiskirstyma̧

=⇒ – silpnasis baigtiniamačiu̧ pasiskirstymu̧ konvergavimas

D[0,1]
=⇒ – silpnasis tikimybiniu̧ matu̧ konvergavimas

Skorochodo erdvėje D[0, 1]
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