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Tiriamoji problema ir jos aktualumas 

Pagrindinis disertacijos tyrimų objektas yra erdvėje koreliuotų 

duomenų diskriminantinė analizė (DA). Klasikinė diskriminantinė 

analizė yra daugiamatės statistikos metodas tiriantis objektų 

klasifikavimą remiantis mokymo imtimi, ir dažnai vadinamas 

klasifikavimo su mokymu metodu (angl. supervised classification). 

Viena iš prielaidų, kuria grindžiamas šis metodas, yra stebinių 

nepriklausomumas. Erdvinių duomenų atveju ši prielaida dažnai yra 

nepagrįsta, nes erdvėje arčiau vieni kitų esantys stebiniai yra labiau 

susiję nei tie stebiniai, kuriuos skiria didesnis atstumas. Šis reiškinys 

vadinamas erdvine koreliacija arba autokoreliacija (angl. spatial 

correlation, autocorrelation). Erdvėje koreliuotų duomenų 

pavyzdžių gausu įvairiuose geomoksluose, pvz. astronomijoje, 

augalininkystėje, tiriant dirvožemio struktūrą, įvairias vandens 

telkinių charakteristikas ar net vertinant nekilnojamojo turto 

pardavimo kainas. Akivaizdu, kad atliekant erdvinių duomenų 

diskriminantinę analizę ir siekiant minimizuoti klasifikavimo riziką 

(arba klaidingo klasifikavimo tikimybę) ar maksimizuoti teisingo 

klasifikavimo tikimybę, būtina atsižvelgti į erdvinę koreliaciją - jos 

ignoravimas gali reikšmingai paveikti klasifikavimo procedūrų 

tikslumą. Klasifikavimo procedūrų tikslumui įtakos taip pat gali 

turėti ir kita erdviniams duomenims būdinga savybė – anizotropija 

(angl. anisotropy). Įtraukiant šią duomenų savybę į modelį pasikeičia 

kovariacijų funkcijos struktūra – ji papildoma anizotropiškumo 

parametrais, o tai yra reikšmingas žingsnis siekiant sumažinti 

klasifikavimo riziką. 

Tradiciškai statistiniai erdvinių duomenų modeliai (Cressie [6], 

Cressie, Wikle [7]) yra skirstomi į dvi klases: geostatistiniai modeliai 

su tolydžiu erdviniu indeksu ir gardelės (angl. lattice) tipo modeliai. 

Remiantis šia klasifikacija disertacijoje tiriamos dvi Gauso 

atsitiktinių laukų klasės: geostatistiniai Gauso atsitiktiniai laukai 

(GGRF) ir Gauso Markovo atsitiktiniai laukai (GMRF). 
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Priminsime, kad klasifikavimo su mokymu metode naudojamas 

planas, kai mokymo imties stebiniai imami ne iš populiacijų mišinio 

(angl. mixture sampling design), o iš kiekvienos populiacijos atskirai 

(angl. separate sampling design) (McLachlan [17]).  

Pagrindinis šio darbo tikslas yra ištirti Bajeso klasifikavimo 

taisykle pagrįstas procedūras, kurios atsižvelgtų į erdvinę stebinių 

koreliaciją ir, formuojant klasifikavimo taisykles, naudotų ne 

marginalinius, o sąlyginius populiacijų skirstinius klasifikuojamame 

taške. Remiantis pasiūlytomis klasifikavimo procedūromis, priskirti 

atsitiktinio Gauso lauko (angl. Gaussian random field (GRF)) stebinį 

vienai iš keleto populiacijų ir įvertinti klasifikavimo riziką.  

Erdvinė statistika, kaip mokslas, pradėjo vystytis sąlyginai 

neseniai, apie 1980 m., todėl natūralu, kad darbų, susijusių su erdvėje 

koreliuotų stebinių diskriminantine analize nėra labai daug. 

Pradininku šioje srityje laikomas Switzer [24], vėliau jo darbą 

pratęsė Mardia [15] įtraukdamas erdvinius diskriminavimo metodus 

formuojant klasifikavimo žemėlapius. Taip pat šioje srityje dirbo 

Klein ir Press [13], Shekhar ir kiti [23], Okamoto [18], McLachlan 

[17], Batsidis ir Zografos [1], tačiau nė vienas iš paminėtų autorių 

neanalizavo klasifikavimo rizikos. Klasifikavimo riziką, susijusią su 

nekoreliuotais stebėjimais ir įvairiais mokymo imčių planais tyrė 

Dučinskas [9]. Šaltytė [20], Šaltytė ir Dučinskas [20] pasiūlė 

aktualiosios klaidingo klasifikavimo tikimybės vidurkio 

aproksimacijos formulę skalariniam GGRF stebiniui dviejų klasių 

atveju, vėliau rezultatus apibendrino daugiamačiam erdvės-laiko 

modeliui (Šaltytė-Benth, Dučinskas [22]). Išsamų empirinį skirtingų 

klasifikavimo procedūrų palyginimą galime rasti Atkinson ir Lewis 

[1] bei Berret ir Calder [4]) darbuose. Visose paminėtose 

publikacijose buvo daroma prielaida, kad stebinys, kurį siekiama 

klasifikuoti (vadinsime jį fokaliniu stebiniu, angl. focal observation) 

ir mokymo imtis yra nepriklausomi, t.y. naudojami marginaliniai 

fokalinio stebinio tankiai formuojant diskriminantines funkcijas. Šios 

nepriklausomumo prielaidos erdvinių duomenų klasifikavimo 

uždaviniuose pirmą kartą atsisakė K. Dučinskas [10], [11] 
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pateikdamas klasifikavimo klaidos aproksimacijos formulę, kai 

nežinomos tikrosios vidurkio parametrų reikšmės bei naudojama 

kovariacijų funkcija su nežinomu vieninteliu mastelio parametru, 

kitus parametrus laikant žinomais, t.y. tiriama ne pilno populiacijų 

neapibrėžumo situacija. 

Disertacijoje pateikiamos formulės klasifikavimo rizikai, kai 

nežinomi visi populiacijų parametrai, įtraukiant ir anizotropijos 

parametrus, kurie aukščiau minėtuose darbuose buvo ignoruojami. 

Taip pat disertacijoje pateiktas išplėtimas į daugelio klasių ir 

daugiamatį atvejus bei sprendžiamas klasifikavimo į vieną iš dviejų 

klasių uždavinys GMRF stebiniui. 

Darbo tikslas ir uždaviniai 

Sudaryti erdvinių Gauso stebinių tiesines diskriminantines funkcijas 

ir ištirti su jomis susijusią klasifikavimo riziką. 

Siekiant numatyto tikslo buvo suformuluoti šie uždaviniai: 

• Išvesti klasifikavimo rizikos formulę ir jos įvertinių analitines 

išraiškas GGRF stebiniui ir ištirti jų savybes. 

• Išvesti aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos 

formules skaliariniam ir vektoriniam GGRF dviejų klasių atveju. 

• Išvesti aktualiosios klaidingo klasifikavimo tikimybės vidurkio 

aproksimacijos formulę skaliariniam GGRF daugelio klasių 

atveju. 

• Išvesti klasifikavimo rizikos ir jos aproksimacijos formules 

GMRF stebinio klasifikavimo į dvi klases atveju.  

• Implementuoti pasiūlytas erdvinių duomenų diskriminantinės 

analizės procedūras ir modeliavimo būdu ištirti jų veikimo 

priklausomybę nuo Gauso lauko modelio parametrų bei palyginti 

modeliavimo būdu įvertintą riziką su pasiūlytomis jos 

aproksimacijomis.  

• Pritaikyti pasiūlytą klasifikavimo procedūrą realiems duomenims. 
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Tyrimų metodika 

Pagrindinis disertacijoje naudojamas metodas – diskriminantinės 

analizės teorija pritaikyta daugiamačiams Gauso skirstiniams. 

Daugelis įrodymų pagrįsti daugiamačio Gauso skirstinio savybėmis. 

Aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos 

formulėms išvesti naudojamas Teiloro skleidinys. Nežinomi 

parametrai vertinami maksimalaus tikėtinumo (MT) metodu. 

Remtasi Mardia ir Marshal [16] teorema apie asimptotinį MT 

parametrų normalumą. Skaitiniai eksperimentai atlikti su R pagalba. 

Darbo mokslinis naujumas ir jo reikšmė 

Šiame darbe pateikti nauji rezultatai: 

• Užrašyta išreikštinė asimptotinės kovariacijų matricos išraiška 

geometriškai anizotropiniam eksponentiniam kovariacijos 

modeliui.  

• Pasiūlytas neparametrinis testas erdvinių duomenų geometrinei 

anizotropijai nustatyti.  

• Pilno populiacijų neapibrėžtumo atveju (angl. case of complete 

uncertainty) išvestos aktualiosios klasifikavimo į dvi klases 

rizikos (angl. actual risk) ir jos aproksimacijos formulės 

skaliariniu ir vektoriniu atvejais. 

• Išvesta aktualiosios klasifikavimo į dvi klases rizikos formulė ir 

jos aproksimacija vektoriniu atveju GMRF stebiniui. 

• Išvesta aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos 

formulė skaliariniam GGRF kelių klasių atveju. 

• Išvesta išreikštinė aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio 

aproksimacijos išraiška geometriškai anizotropiniam 

eksponentiniam kovariacijos modeliui.  
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Darbo struktūra ir apimtis 

Disertaciją sudaro įvadas, trys skyriai, išvados bei literatūros sąrašas. 

Pirmajame skyriuje pristatomas disertacijoje naudojamas 

matematinis erdvinių duomenų modelis, apibūdinamos pagrindinės 

erdvinių procesų charakteristikos. Antrasis skyrius skirtas 

diskriminantinei analizei – čia pateikiami pagrindiniai disertacijos 

rezultatai. Trečiajame skyriuje pateikti skaitiniai eksperimentai ir 

siūlomų klasifikavimo procedūrų taikymai. Disertacija parašyta 

anglų kalba, bendra darbo apimtis 101 puslapis. 

Disertacijos turinys 

Čia pateiksime pagrindinius disertacijos rezultatus. 

Erdvinių duomenų modeliavimas 

Gauso atsitiktiniai laukai (angl. Gaussian random fields (GRF)) 

užima svarbią vietą erdvinėje statistikoje ir ypač geostatistikoje 

(Cressie [6]; Cressie, Wikle [7]; Diggle, Ribeiro [8]; Chiles, Delfiner 

[5]). Tradiciškai erdvinių duomenų modeliai yra skirstomi į dvi 

klases: geostatistiniai modeliai, susieti su tolydžiu erdviniu indeksu ir 

gardelės tipo modeliai, t.y. diskretaus erdvinio indekso modeliai. 

Remiantis šia klasifikacija, disertacijoje tiriami du GRF tipai: 

geostatistiniai Gauso atsitiktiniai laukai (GGRF) ir Gauso-Markovo 

atsitiktiniai laukai (GMRF). 

Atsitiktinis laukas 𝑍(𝐬) vadinamas Gauso, jei visiems 𝑛 ∈ ℕ ir 

bet kokiam erdvės taškų rinkiniui 𝐬1, 𝐬2, … , 𝐬𝑛 ∈ ℝ
𝑑, jungtinis 

Z(𝐬1),… , Z(𝐬𝑛) skirstinys yra daugiamatis Gauso. Gauso-Markovo 

atsitiktinis laukas yra GRF su diskrečiu erdviniu indeksu ir 

galiojančia Markovo savybe apibrėžtoje kaimynystės sistemoje 

(schemoje). 

Pirmajame disertacijos skyriuje pateiktos erdvinių procesų 

stacionarumo sąvokos, taip pat trumpai aprašyta erdvinių duomenų 

anizotropiškumo savybė, jos nustatymo metodai. Skyriaus pabaigoje 
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pateikiamas neparametrinis testas geometrinei anizotropijai nustatyti 

(30-32 p.). Taip pat šiame skyriuje aptariami parametrų vertinimo 

metodai, didesnį dėmesį skiriant maksimalaus tikėtinumo (MT) 

metodui – pateikti vidurkio ir dispersijos įvertiniai skirtingo 

parametrinio neapibrėžtumo situacijoms.  

Dėl patogumo Mardia bei Marshal [16] teoremoje suformuluotas 

reguliarumo sąlygas GRF pažymėsime (MM). 

Lema (Lemma 1.1, 29 p.). Tegul stebėjimų vektorius 

𝐙𝑛~𝑁(𝐗𝛃, 𝚺(𝛉)) ir galioja (MM) sąlygos. Tuomet MT įvertiniai �̂� ir 

�̂� tenkina šias savybes (kai 𝑛 → ∞): 

�̂�
  𝑝   
→ 𝛉 ir �̂�~𝐴𝑁𝑝(𝛉, 𝐉θ

−1), 

�̂�
   𝑝   
→  𝛃 ir �̂�~𝐴𝑁𝑞(𝛃, 𝐉β

−1), 

čia 𝐉θ ir 𝐉β yra asimptotinės kovariacijų matricos, 𝐴𝑁 žymi 

asimptotinį normalumą, o �̂�
   𝑝   
→  𝛉 žymi konvergavimą pagal 

tikimybę. 

 

Diskriminantinės analizės elementai 

Tarkime stebimas atsitiktinis Gauso laukas {𝑍(𝐬): 𝐬 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ𝑑} 

apibrėžtas tam tikroje tikimybinėje erdvėje (Ω,𝓕,ℙ) ir įgyjantis 

reikšmes iš 𝒵 = ℝ𝑝, kur 𝒵 yra požymių erdvė. Pagrindinis tikslas 

yra priskirti GRF stebinį 𝑍0 = 𝑍(𝐬0), 𝐬0 ∈ 𝐷 vienai iš 𝑚 populiacijų 

(klasių, grupių) Ω𝑙 , 𝑙 = 1,… ,𝑚 ir įvertinti klasifikavimo riziką. 

Stebinio 𝑍0 modelis populiacijoje Ω𝑙 yra 𝑍(𝐬) = 𝜇𝑙(𝐬) + 𝜀(𝐬), 

čia 𝜇𝑙(𝐬) yra vidurkio funkcija arba erdvinis trendas.  

• Laikysime, kad vidurkio modeliai populiacijose Ω𝑙, 𝑙 =

1,… ,𝑚, yra skirtingi parametriniai modeliai 𝛍𝑙(𝐬) =

𝐱′(𝐬)𝛃𝑙, t.y. modeliai su vienodais regresoriais 

(kovariatėmis), bet skirtingais regresijos parametrais.  

• Atsitiktinės klaidos 𝜀(𝐬) generuojamos tuo pačiu Gauso 

erdviniu procesu {𝜀(𝐬): 𝐬 ∈ 𝐷 ⊂ ℝ𝑑} su nuliniu vidurkiu ir 

kovariacija, kuri yra arba Mattern tipo ar kita parametrinė 
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funkcija, susijusi su tolydžiu erdviniu indeksu, arba funkcija, 

susieta su gardele, kurioje įvestas priklausomybės grafas su 

apibrėžta kaimynystės schema. 

𝑝𝑙(𝑍0|𝐭), 𝑙 = 1,… ,𝑚, žymėsime stebinio 𝑍0, kai 𝐓 = 𝐭, sąlyginį 

tankį populiacijoje Ω𝑙. Čia 𝐓 žymi atsitiktinę mokymo imtį, o 𝐭 – 

mokymo imties realizaciją. Nuostolius (angl. loss function), 

patiriamus stebinį iš 𝑙 − 𝑜𝑠𝑖𝑜𝑠 populiacijos priskiriant 𝑘 − 𝑎𝑗𝑎𝑖 

populiacijai, žymėsime 𝐿(𝑙, 𝑘), 𝑙, 𝑘 = 1,… ,𝑚.  

Remsimės šiomis prielaidomis: 

(A1) Apriorinės klasių tikimybės 𝜋𝑙, 𝑙 = 1,… ,𝑚, ∑ 𝜋𝑙
𝑚
𝑙=1 = 1, 

yra žinomos, jos gali būti pastovios arba determinuotos erdvinio 

indekso ir mokymo imčių dydžių funkcijos. 

(A2) Nuostolių funkcijos 𝐿(𝑙, 𝑘) reikšmės yra neneigiamos ir 

baigtinės bei nepriklauso nei nuo 𝐬0, nei nuo mokymo imties 

erdvinės konfigūracijos. 

Klasifikavimo taisyklę, kai 𝐓 = 𝐭, pažymėsime 𝐷𝑡(•): 𝓩 →

{1,… ,𝑚}. Tuomet tikėtini nuostoliai (angl. expected loss) arba 

sąlyginė rizika (angl. conditional risk), priėmus sprendimą stebinį 𝑍0 

priskirti Ω𝑙 klasei, yra  

𝑅0(𝑙, 𝐷𝑡(•)) = ∫ 𝐿(𝑙, 𝐷𝑡(𝑍0))𝑝𝑙(𝑍0|𝐭)𝑑𝑍0𝓩
= 𝐸𝑍0|𝑡,𝑙{𝐿(𝑙, 𝐷𝑡(𝑍0))}. 

Tuo tarpu bendra rizika (angl. total risk) arba bendri tikėtini 

nuostoliai (angl. total excepted losses) reikš vidutinius nuostolius, 

patiriamus 𝑍0 klasifikavus naudojant sprendimo taisyklę 𝐷𝑡(•): 

𝑅0(𝐷𝑡(•)) = ∑ 𝜋𝑙
𝑚
𝑙=1 𝑅0(𝑙, 𝐷𝑡(•)). 

Taisyklė, minimizuojanti šią riziką, vadinama Bajeso 

klasifikavimo taisykle, ją žymėsime 𝐷𝑡
𝐵(•). Klasifikuojant stebinį 

𝑍0, ji užrašoma tokiu būdu: 

 𝐷𝑡
𝐵(𝑍0) = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛

{𝑘=1,…,𝑚}
{∑ 𝜋𝑙𝑝𝑙(𝑍0|𝐭,𝚿)𝐿(𝑙, 𝑘)
𝑚
𝑙=1 }.  (1) 

Čia 𝚿 žymi nežinomų populiacijos parametrų vektorių. Tuomet 

Bajeso rizika, susieta su Bajeso klasifikavimo taisykle (1), yra 
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 𝑅0
𝐵 = 𝑅0(𝐷𝑡

𝐵(•)) = ∑ 𝜋𝑙𝐸𝑍0|𝑡,𝑙𝐿(𝑙, 𝐷𝑡
𝐵(𝑍0))

𝑚
𝑙=1 . (2) 

Tegul 𝐺𝑙𝑘
𝐵 (𝑍0) žymi porines Bajeso diskriminantines funkcijas 

(angl. pairwise Bayes discriminant functions)  

 𝐺𝑙𝑘
𝐵 (𝑍0,𝚿) = ∑ 𝜋𝑗

𝑚
𝑗=1 𝑝𝑗(𝑍0|𝑡,𝚿)𝑑(𝑗, 𝑙, 𝑘),  (3) 

𝑑(𝑗, 𝑙, 𝑘) = 𝐿(𝑗, 𝑙) − 𝐿(𝑗, 𝑘), 𝑙, 𝑘 = 1,… ,𝑚. Bajeso rizika, susijusi 

su šiomis diskriminantinėmis funkcijomis, užrašoma (žr. Dučinskas 

[9]) 

𝑅0
𝐵(𝚿) = ∑ 𝜋𝑙𝐸𝑍0|𝑡,𝑙𝐿(𝑙, 𝑘)∏ 𝑒(𝐺𝑘𝑗

𝐵 (𝑍0, 𝚿))𝑗=1,𝑗≠𝑘
𝑚
𝑙,𝑘=1 .  

Čia 𝑒(𝑥) = {
0, 𝑖𝑓 𝑥 < 0
1, 𝑖𝑓 𝑥 ≥ 0

 žymi Hevisaido funkciją. 

Bajeso taisyklė yra optimali taisyklė minimizuojanti 

klasifikavimo riziką tais atvejais, kai populiacijos yra pilnai 

apibrėžtos ir yra žinoma nuostolių funkcija, tačiau praktiniuose 

uždaviniuose retai pasitaiko pilno populiacijų apibrėžtumo atvejų, 

tuomet nežinomos parametrų reikšmės yra pakeičiamos jų įvertiniais 

(parametrų įvertinių vektorių žymėsime �̂�), kurie randami iš 

mokymo imties. Tokiu būdu gauta diskriminantinė funkcija 

vadinama įterpta (angl. plug-in) Bajeso diskriminantine funkcija 

(PBDF). Taigi nežinomas parametrų reikšmes pakeitus jų įvertiniais, 

gauname 

 𝐺𝑙𝑘
𝐵 (𝑍0) = 𝐺𝑙𝑘

𝐵 (𝑍0, �̂�).  (4) 

Apibrėžimas. Aktualioji (įvertinta) klasifikavimo rizika (angl. actual 

risk), kai 𝐓 = 𝐭, susieta su PBDF (4), yra apibrėžiama 

𝑅0
𝐵(�̂�) = ∑ 𝜋𝑙𝐸𝑍0|𝐭,𝑙𝐿(𝑙, 𝑘)∏ 𝑒(𝐺𝑘𝑗

𝐵 (𝑍0))𝑗=1,𝑗≠𝑘
𝑚
𝑙,𝑘=1 . 

Apibrėžimas. Aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkis pagal 

mokymo imties 𝐓 skirstinį vadinamas aktualiosios klasifikavimo 

rizikos vidurkiu (angl. expected risk (ER)) 𝐸𝑅 = 𝐸𝑇(𝑅0
𝐵(�̂�)). 
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Dauguma disertacijoje pateiktų rezultatų yra išvesti dviejų klasių 

atveju, todėl žemiau yra pateiktos diskriminantinės funkcijos bei 

klasifikavimo rizikos formulių išraiškos šiam atvejui. 

Bajeso klasifikavimo taisyklė dviejų klasių atveju įgauna tokį 

pavidalą 

𝐷𝑡
𝐵(𝑍0,𝚿) = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑎𝑥

{𝑙=1,2}
{𝑔𝑙𝑝𝑙(𝑍0|𝐭,𝚿)}, 

čia 𝑔𝑙 = 𝜋𝑙(𝐿(𝑙, 3 − 𝑙) − 𝐿(𝑙, 𝑙)), 𝑙 = 1,2.  

Disertacijoje dviejų klasių atveju naudojama Bajeso 

diskriminantinė funkcija, apibrėžiama kaip sąlyginių skirstinių 

santykio logaritmas. Kadangi turint dvi populiacijas yra reikalinga 

tik viena diskriminantinė funkcija, todėl žymėsime ją be indeksų, 

nusakančių klases, t.y.:  

𝑊𝐵(𝑍0, 𝚿) = 𝑙𝑛 (
𝑝1(𝑍0|𝐭,𝚿)

𝑝2(𝑍0|𝐭,𝚿)
)+𝛾∗, 

čia 𝛾∗ = ln (
𝑔1

𝑔2
) , 𝑔𝑙 = 𝜋𝑙(𝐿(𝑙, 3 − 𝑙) − 𝐿(𝑙, 𝑙)), 𝑙 = 1,2. Remiantis 

šia taisykle, stebinys 𝑍0, kai 𝐓 = 𝐭, yra priskiriamas populiacijai Ω1,  

jeigu 𝑊𝐵(𝑍0, 𝚿) ≥ 0 arba populiacijai Ω2 priešingu atveju. 

Bajeso rizika dviejų klasių atveju gali būti įvertinta pagal  

𝑅0
𝐵(𝚿) = ∑ (𝜋𝑙𝐿(𝑙, 𝑙) + 𝑔𝑙𝑃𝑀𝑙)

2
𝑙=1 , 

kur 𝑃𝑀𝑙 = 𝑃𝑙((−1)
𝑙𝑊𝐵(𝑍0,𝚿) > 0) yra klaidingo klasifikavimo 

tikimybė. 

Visos aukščiau aprašytos formulės galioja esant bendrai nuostolių 

funkcijai, tačiau dažnai susiduriama su atskiru atveju, t.y. 0-1 

nuostolių funkcija (angl. zero-one loss function), kuri apibrėžiama 

taip: 𝐿(𝑙, 𝑘) = 1 − 𝛿𝑙𝑘, kur 𝛿𝑙𝑘 yra Kronekerio delta.  

Tuomet klasifikavimo rizika tampa klaidingo klasifikavimo 

tikimybe (angl. probability of misclassification) (Dučinskas [9]) arba 

klasifikavimo klaida (angl. error rate). Tokiu atveju porinės Bajeso 

diskriminantinės funkcijos, apibrėžtos (3), įgauna paprastesnį 

pavidalą  
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𝐺𝑙𝑘
𝐵 (𝑍0,𝚿) = 𝜋𝑙𝑝𝑙(𝑍0|𝐭,𝚿) − 𝜋𝑘𝑝𝑘(𝑍0|𝐭,𝚿)  

arba, naudojant logaritmuotą jos išraišką, gauname 

𝑊𝑙𝑘
𝐵(𝑍0, 𝚿) = ln (

𝑝𝑙(𝑍0|𝐭,𝚿)

𝑝𝑘(𝑍0|𝐭,𝚿)
) + 𝛾𝑙𝑘, 

𝛾𝑙𝑘 = ln (
𝜋𝑙

𝜋𝑘
), 𝑙, 𝑘 = 1,… ,𝑚, 𝑘 ≠ 𝑙.  

Naudojant pastarąją diskriminantinę funkciją, stebinys 𝑍0, kai 

𝐓 = 𝐭, priskiriamas populiacijai Ω𝑙, jeigu 𝑊𝑙𝑘
𝐵(𝑍0,𝚿) ≥ 0, visiems 

𝑙, 𝑘 = 1,… ,𝑚, 𝑘 ≠ 𝑙. Tuomet klaidingo klasifikavimo tikimybė 

apskaičiuojama pagal formulę: 

𝑃0
𝐵(𝚿) = 1 − ∑ 𝜋𝑙𝑃𝐶𝑙

𝑚
𝑙=1 , 

kur 𝑃𝐶𝑙 = 𝑃𝑙(𝑊𝑙𝑘
𝐵(𝑍0,𝚿) ≥ 0), 𝑙 = 1,… ,𝑚, 𝑙 ≠ 𝑘 yra teisingo 

klasifikavimo tikimybė. 

Dviejų klasių su 0-1 nuostoliais atveju Bajeso klasifikavimo 

taisyklė yra ekvivalenti maksimalios aposteriorinės klasės tikimybės 

taisyklei.  

Pagrindiniai rezultatai 

Skaliarinio GGRF stebinio klasifikavimo uždavinys į vieną iš dviejų 

populiacijų 

Pagrindinis šio skyrelio tikslas yra priskirti GGRF stebinį vienai iš 

dviejų populiacijų, kai nežinomi visi populiacijų parametrai, ir 

įvertinti klasifikavimo riziką. Tai yra [10], [11] publikacijose 

pateiktų rezultatų išplėtimas. Minėtose publikacijose analizuojama 

klasifikavimo klaida, o ne rizika, be to, išvestos formulės yra nepilno 

parametrinio neapibrėžtumo atveju. 

Šiame skyriuje laikoma, kad visi populiacijų parametrai 𝚿 =

(𝛃′, 𝛉′)′ yra nežinomi. Čia 𝛃 yra vidurkio parametrų vektorius, o 𝛉 

žymi kovariacijų funkcijos parametrų vektorių. Analizuojamu atveju 

pastarąjį sudaro 5 parametrai: grynuolis (angl. nugget), slenkstis 

(angl. sill) arba mastelio parametras, plotis (angl. range) bei 
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geometrinės anizotropijos parametrai – anizotropijos santykis (angl. 

anisotropy ratio) ir anizotropijos kampas (angl. anisotropy angle), 

t.y.: 

𝛉 = (𝜏2, 𝜎2, 𝛼, 𝜆, 𝜑)′. 

𝐒𝑛 = {𝐬𝑖 ∈ 𝐷, 𝑖 = 1,… , 𝑛} žymėsime rinkinį erdvės taškų, 

kuriuose stebime mokymo imtį 𝐓 = (𝐓1
′, 𝐓2

′)′ = (𝑍(𝐬1),… , 𝑍(𝐬𝑛))′. 

𝐒𝑛 = 𝐒
(1) ∪ 𝐒(2) sudarytas iš dviejų poaibių, kur 𝐒(𝑙) sudaro 𝑛𝑙 

stebėjimų iš populiacijos Ω𝑙, 𝑙 = 1,2. Mokymo imties modelis 

užrašomas 

𝐓 = 𝐗𝛃 + 𝐄, 

kur 𝐗 =⊕𝑙=1
2 𝐗𝑙 yra plano matrica, 𝛃 = (𝛃1

′ , 𝛃2
′ )′ vidurkio 

parametrų vektorius ir 𝐄 yra atsitiktinių klaidų vektorius, kurio 

skirstinys yra 𝑁𝑛(0, 𝚺). 𝚺 žymėsime kovariacijų matricą tarp 

mokymo imties komponenčių, o 𝐜0 - kovariacijų vektorių tarp 𝐓 ir 

𝑍0. 

Pilno populiacijų apibrėžtumo atveju Bajeso diskriminantinė 

funkcija (BDF) yra  

𝑊𝐵(𝑍0, 𝚿) = (𝑍0 − (𝜇1𝑡 + 𝜇2𝑡)/2)′ (𝜇1𝑡 − 𝜇2𝑡)/𝜎𝑡
2 + 𝛾∗, 

čia 𝜇𝑙𝑡 ir 𝜎𝑡
2 yra sąlyginis vidurkis ir sąlyginė dispersija: 

𝜇𝑙𝑡 = 𝐸(𝑍0|𝐓 = 𝐭; Ω𝑙) = 𝐱0
′ 𝛃𝑙 + 𝛂0

′ (𝐭 − 𝐗𝛃),  𝑙 = 1,2, 

𝜎𝑡
2 = 𝑣𝑎𝑟(𝑍0|𝐓 = 𝐭; Ω𝑙) = 𝐶(𝟎) − 𝐜0

′𝚺−1𝐜0, 

𝐱0
′ = (𝑥1(𝐬0),… ,  𝑥𝑞(𝐬0)) ir 𝛂0

′ = 𝐜0
′𝚺−1. 

Įstačius sąlyginio vidurkio ir dispersijos išraiškas į BDF gauname 

𝑊𝐵(𝑍0, 𝚿) =(𝑍0 − 𝛂0
′ (𝐭 − 𝐗𝛃) − 𝐱0

′ 𝐈+𝛃 2⁄ )
′( 𝐱0

′ 𝐈−𝛃)/𝜎𝑡
2 + 𝛾∗,  (5) 

čia 𝐈+ = (𝐈𝑞 , 𝐈𝑞), 𝐈− = (𝐈𝑞 , −𝐈𝑞). 

Lema (Lema 2.1, 42 p.). Galiojant prielaidoms (A1) ir (A2) Bajeso 

rizika susieta su BDF (5) yra 

𝑅0
𝐵(𝚿) = ∑ {𝜋𝑙𝐿(𝑙, 𝑙) + 𝑔𝑙Φ(−𝑑/2 + (−1)

𝑙𝛾∗/𝑑)}2
𝑙=1 . 
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Čia Φ(∙) žymi standartinį normalųjį skirstinį, 𝑑2 = (𝜇1𝑡 − 𝜇2𝑡)
2 𝜎𝑡

2⁄  

yra Mahalanobiso atstumo tarp sąlyginių skirstinių kvadratas. Šios 

lemos įrodymas remiasi Gauso skirstinio savybėmis. 

Pakeitus vidurkį ir dispersiją jų MT įvertiniais, gauname įterptą 

Bajeso diskriminantinę funkciją (PBDF) 

𝑊𝐵(𝑍0, �̂�) = (𝑍0 − �̂�0
′ (𝐭 − 𝐗�̂�) − 𝐱0

′ 𝐈+�̂� 2⁄ )
′
× 

 × ( 𝐱0
′ 𝐈−�̂�)/�̂��̂�

2 + 𝛾∗. (6) 

Ši funkcija taikoma skaliarinio GGRF stebinio priskyrimui į vieną 

iš dviejų klasių. 

Lema (Lema 2.2, 43 p.). Aktualioji funkcijos 𝑊𝐵(𝑍0, �̂�) 

klasifikavimo rizika yra 

 𝑅0
𝐵(�̂�) = ∑ {𝜋𝑙𝐿(𝑙, 𝑙) + 𝑔𝑙Φ(�̂�𝑙)}

2
𝑙=1 .  (7) 

Čia  

�̂�𝑙 = (−1)
𝑙((𝑎𝑙 − �̂�)sgn(𝐱0

′ 𝐈−�̂�)/𝜎𝑡 + 𝛾
∗�̂�𝑡
2 |𝐱0

′ 𝐈−�̂�|𝜎𝑡⁄ ),  

𝑎𝑙 = 𝐱0
′ 𝛃𝑙 + 𝛂0

′ (𝐭 − 𝐗𝛃), 𝑙 = 1,2, 

�̂� = �̂�0
′ (𝐭 − 𝐗�̂�) + 𝐱0

′ 𝐈+�̂�/2. 

Aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio formulė gaunama 

skaičiuojant 𝑅0
𝐵(�̂�) vidurkį pagal mokymo imties 𝐓 skirstinį 

𝐸𝑅 = 𝐸𝑇 (𝑅0
𝐵(�̂�)) = 𝐸𝑇{∑ (𝜋𝑙𝐿(𝑙, 𝑙) + 𝑔𝑙Φ(�̂�𝑙))

2
𝑙=1 }. 

Ši charakteristika įvertina diskriminantinės funkcijos efektyvumą 

ir kokybę, tačiau dažniausiai jos analitinės išraiškos nepavyksta 

gauti. Dėl šios priežasties tenka ieškoti būdų, kaip ją aproksimuoti. 

Šiame darbe siūloma aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio 

aproksimacijos formulė, pagrįsta asimptotiniu skleidiniu. Parametrų 

vertinimui naudojamas maksimalaus tikėtinumo (MT) metodas. 

Gausiniu atveju MT parametrų įvertinių savybės įrodytos Mardia ir 

Marshall [16] teoremoje.  
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Apibrėžimas. Aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio 

aproksimacija (AER) vadinsime 𝑅0
𝐵(�̂�) Teiloro eilutės asimptotinį 

skleidinį iki antrųjų išvestinių taškų �̂� = 𝛃, �̂� = 𝛉 aplinkoje, iš jo 

pašalinus liekamąjį narį.  

Tolimesniems rezultatams išvesti remsimės šia prielaida: 

(A3) Mokymo imtis 𝐓 ir įvertinys �̂� yra statistiškai 

nepriklausomi. 

Šia prielaida vadovavosi daugelis autorių (pvz., Zhu ir Stein 

[25]), kadangi Abt [1] įrodė, kad MSPE aproksimacijos, laikant, kad 

𝐓 ir �̂� tarpusavyje koreliuoja, tikslesnių rezultatų neduoda. 

Teorema (Teorema 2.1, 45 p.). Tarkime, kad fokalinis stebinys 𝑍0 

yra klasifikuojamas pagal PBDF (6) ir laikykime, kad galioja (MM) 

sąlygos bei (A3) prielaida. Tuomet aktualiosios klasifikavimo rizikos 

vidurkio aproksimacija yra 

 𝐴𝐸𝑅 = ∑ 𝑔𝑙Φ(𝑄𝑙)
2
𝑙=1 + 𝑔1𝜑(𝑄1)𝑑(𝐾𝛽 + 𝐾𝜃)/2𝜎𝑡

2,  (8) 

𝐾𝛽 = 𝚲
′𝐉𝛽
−𝟏𝚲, 𝚲′ = 𝛂0

′ 𝐗 − 𝐱0
′ (𝐈+ 2⁄ + 𝛾∗𝐈−/𝑑

2), 𝐉𝛽 = 𝐗
′𝚺−𝟏𝐗, 

𝐾𝜃 = 𝑡𝑟(𝚺𝐀𝜃𝐉𝜃
−𝟏𝐀𝜃

′ ) + (𝛾∗)2𝐬𝜃
′ 𝐉𝜃
−𝟏𝐬𝜃/𝑑

2𝜎𝑡
2, 

𝐀𝜃 = 𝜕�̂�0/𝜕�̂�′, 𝐬𝜃 = (σ̂𝑡
2)𝜃
(1)

. 

Čia 𝜑(∙) – standartinio normaliojo skirstinio tankio funkcija.  

Teoremos įrodymas pateiktas disertacijos 45-48 p., taip pat [A11]. 

Skaliarinio GGRF aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio 

aproksimacijos išreikštinė forma eksponentiniam kovariacijos 

modeliui  

Aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos 

formulėje (8) 𝐀𝜃, 𝐉𝜃
−1 ir 𝐬𝜃 yra dalinės matricų ir vektorių išvestinės 

nežinomų kovariacijos parametrų 𝛉 = (𝜏2, 𝜎2, 𝛼, 𝜆, 𝜑)′ atžvilgiu. 

Norint AER realizuoti praktiškai, reikia turėti išreikštines šių 

išvestinių formas, kurios priklauso nuo pasirinkto kovariacijų 

funkcijos modelio. Disertacijoje (49-51 p.) yra užrašytos 𝐀𝜃, 𝐉𝜃
−1 ir 
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𝐬𝜃 išreikštinės formos geometriškai anizotropinės eksponentinės 

kovariacijų funkcijos modeliui. 

Skaliarinio GGRF stebinio klasifikavimo uždavinys į vieną iš keleto 

populiacijų 

Šiuo atveju sprendžiamas stebinio 𝑍0 klasifikavimo į vieną iš keleto 

populiacijų (𝑚 > 2) uždavinys bei tiriama klaidingo klasifikavimo 

tikimybė, t.y. taikoma 0-1 nuostolių funkcija. Pasirinkta faktorizuota, 

be grynuolio kovariacijų funkcija 𝐶(ℎ) = 𝜎2𝑟(ℎ), kur 𝜎2 yra 

nežinomas mastelio parametras arba slenkstis, o 𝑟(ℎ) yra žinoma 

erdvinių koreliacijų funkcija. Taigi tiriama dalinio populiacijų 

neapibrėžtumo situacija. 

Kai klasių skaičius 𝑚 > 2 sudaroma 𝑚− 1 Bajeso 

diskriminantinė funkcija  

𝑊𝑙𝑘
𝐵(𝑍0, 𝚿) = (𝑍0 − 𝛂0

′ (𝐭 − 𝐗𝛃) − 𝜇𝑙𝑘)
′𝑑𝑙𝑘 𝜎√𝐾⁄ + 𝛾𝑙𝑘, 

kur 𝜇𝑙𝑘 = 𝐱0
′ (𝛃𝑙 + 𝛃𝑘)/2, 𝛂0

′ = 𝐜0
′𝚺−1 ir 𝑑𝑙𝑘 yra sąlyginis 

Mahalanobiso atstumas 𝑑𝑙𝑘 = (𝜇𝑙𝑡 − 𝜇𝑘𝑡)/𝜎𝑡. 𝐾 = 1 − 𝐫0
′𝐑−𝟏𝐫0, 𝐫0 

yra erdvinių koreliacijų tarp mokymo imties 𝐓 ir stebinio 𝑍0 

vektorius, o 𝐑 žymi erdvinių koreliacijų tarp 𝐓 komponenčių 

matricą. 

Sprendimo priėmimo taisyklė: 𝑍0 priskiriamas populiacijai Ω𝑙, jei 

𝑊𝑙𝑘
𝐵(𝑍0,  𝚿) ≥ 0, visiems 𝑙, 𝑘 = 1,… ,𝑚,  𝑘 ≠ 𝑙. 

Pakeitus sąlyginio vidurkio ir dispersijos išraiškas jų įvertiniais, 

gauname PBDF išraišką 

 𝑊𝑙𝑘
𝐵(𝑍0, �̂�) = (𝑍0 − 𝛂0

′ (𝐭 − 𝐗�̂�) − �̂�𝑙𝑘)
′
�̂�𝑙𝑘 �̂�√𝐾⁄ + 𝛾𝑙𝑘.  (9) 

Lema (Lema 2.3, 52 p.). Gauso populiacijų klaidingo klasifikavimo 

tikimybė (klasifikavimo klaida), pagrįsta Bajeso klasifikavimo 

taisykle, kai 𝑚 > 2, yra 

𝑃0
𝐵(𝚿) = 1 − ∑ 𝜋𝑙 ∫ 𝜑(𝑢)𝑑𝑢

𝐵𝑙

𝑚
𝑙=1 , 

𝐵𝑙 = {𝑢: 𝑢 ∈ 𝑅
1,  𝑑𝑙𝑘𝑢 + 𝑑𝑙𝑘

2 /2 + 𝛾𝑙𝑘 ≥ 0; 𝑙 = 1,… ,𝑚,  𝑘 ≠ 𝑙}. 
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Lema (Lema 2.4, 53 p.). Klaidingo klasifikavimo tikimybė susieta su 

PBDF, kai 𝑚 > 2, yra 

𝑃0
𝐵(�̂�) = 1 − ∑ 𝜋𝑙 ∫ 𝜑(𝑢)𝑑𝑢

𝐴𝑙

𝑚
𝑙=1 , 

𝐴𝑙 = {𝑢: 𝑢 ∈ 𝑅
1,  �̂�𝑙𝑘𝑢 + (𝜇𝑘 + 𝐫0

′𝐑−1𝐗(�̂� − 𝛃) − �̂�𝑙𝑘)�̂�𝑙𝑘 𝜎√𝐾⁄ + 

+ 𝛾𝑙𝑘�̂�/𝜎 ≥ 0; 𝑙 = 1,… ,𝑚,  𝑘 ≠ 𝑙}. 

Apibrėžimas. Aktualiosios klaidingo klasifikavimo tikimybės 

vidurkis mokymo imties 𝐓 skirstinio atžvilgiu vadinamas 

aktualiosios klaidingo klasifikavimo tikimybės vidurkiu (angl. 

expected error (EER)) 

𝐸𝐸𝑅 = 𝐸𝑇 (𝑃0
𝐵(�̂�)). 

Apibrėžimas. Aktualiosios klaidingo klasifikavimo tikimybės 

vidurkio aproksimacija (AEER) vadinsime 𝑃0
𝐵(�̂�) Teiloro eilutės 

asimptotinį skleidinį iki antrųjų išvestinių taške �̂� = 𝚿, iš kurio 

pašalintas liekamasis narys. 

Teorema (Teorema 2.2, 58 p.). Tarkime, kad stebinys 𝑍0 

klasifikuojamas pagal PBDF (9) ir laikykime galiojančiomis sąlygas 

(B1)-(B3) (žr. 56 p.). Tuomet aktualiosios klaidingo klasifikavimo 

tikimybės vidurkio aproksimacijos formulė yra 

𝐴𝐸𝐸𝑅 = 𝑃0
𝐵(𝚿) + 𝐶 2⁄ + 𝐷,  

čia 𝐶 = ∑ ∑ 𝜋𝑙𝜑 (
𝛾𝑙𝑘

𝑑𝑙𝑘
+
𝑑𝑙𝑘

2
) 𝑑𝑙𝑘𝚲𝑙𝑘

′ 𝐑𝛽𝚲𝑙𝑘𝑘>𝑙 ∏ 𝑒(𝑤𝑙𝑘𝑗)/𝐾𝑗≠𝑙,𝑘
𝑚
𝑙=1 , 

𝐷 = ∑ ∑
𝛾𝑙𝑘
2

𝑛−2𝑞
𝜋𝑙𝜑(

𝛾𝑙𝑘

𝑑𝑙𝑘
+
𝑑𝑙𝑘

2
)𝑘>𝑙 ∏ 𝑒(𝑤𝑙𝑘𝑗)/𝑑𝑙𝑘𝑗≠𝑙,𝑘

𝑚
𝑙=1 . 

Įrodymas yra pagrįstas 𝑃0
𝐵(�̂�) Teiloro eilutės skleidiniu taške 

�̂� = 𝚿 iki antrųjų išvestinių. 
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Vektorinio GGRF stebinio klasifikavimo uždavinys į vieną iš dviejų 

populiacijų 

 

Vektorinio GGRF {𝐙(𝐬): 𝐬 ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅2} stebinio klasifikavimo 

uždavinys buvo sprendžiamas [12], tačiau šioje publikacijoje 

analizuojama klasifikavimo klaida, o ne klasifikavimo rizika. Be to, 

tiriama dalinio parametrinio neapibrėžtumo situacija. Disertacijoje 

šie rezultatai išplėsti iki pilno parametrinio neapibrėžtumo bei 

taikoma bendra nuostolių funkcija, t.y. tiriama klasifikavimo rizika.  

Stebinio 𝐙(𝐬) populiacijoje Ω𝑙 modelis yra  

𝐙(𝐬) = 𝐁𝑙
′𝐱(𝐬) + 𝛆(𝐬), 

𝐱(𝐬) yra 𝑞 × 1 regresorių vektorius, 𝐁𝑙 yra 𝑞 × 𝑝 parametrų matrica, 

o atsitiktinė klaida generuojama 𝑝 −𝑚𝑎č𝑖𝑢 nulinio vidurkio GGRF 

{𝛆(𝐬): 𝐬 ∈ 𝐷} su faktorizuota kovariacijų funkcija be grynuolio, kuri 

visiems 𝐬, 𝐮 ∈ 𝐷 apibrėžiama cov{𝛆(𝐬), 𝛆(𝐮)} = 𝑟(𝐬 − 𝐮)𝐒. Čia 

𝑟(𝐬 − 𝐮) erdvinė koreliacijų funkcija, o 𝐒 yra 𝑝 × 𝑝 dydžio 

kovariacijų matrica tarp stebimų požymių. Reikėtų akcentuoti, kad 

pasirinkta faktorizuota kovariacijų funkcija sąlygoja šiek tiek 

siauresnį parametrinį neapibrėžtumą nei buvo analizuojamas 

skaliariniu atveju. 

Stebima mokymo imtis 𝐓, kurios modelis yra 𝐓 = 𝐗𝐁 + 𝐄. Čia 𝐗 

yra 𝑛 × 2𝑞 plano matrica, 𝐁′ = (𝐁1
′ , 𝐁2

′ ) – 𝑝 × 2𝑞 vidurkio prametrų 

matrica ir 𝑬 yra 𝑛 × 𝑝 atsitiktinių paklaidų matrica, kurios skirstinys 

𝑬~𝑁𝑛×𝑝(𝟎, 𝐑⊗ 𝐒). Siekiama fokalinį stebinį 𝐙0 priskirti vienai iš 

dviejų klasių. Sąlyginis 𝐙0 skirstinys, kai 𝐓 = 𝐭, yra Gauso su 

sąlyginiu vidurkiu ir sąlygine dispersija 

𝛍𝑙𝑡 = 𝐁𝑙
′𝐱0 + 𝛂0

′ (𝐭 − 𝐗𝐁), 

𝐒𝑡 = 𝐾𝐒, 𝐾 = 1 − 𝐫0
′𝐑−𝟏𝐫0. 

MT įvertiniais pakeitus nežinomas parametrų reikšmes, gaunama 

PBDF išraiška  

𝑊𝐵(𝑍0, �̂�) = (𝐙0 − �̂�0
′ (𝐭 − 𝐗�̂�) − 𝐱0

′ 𝐈+�̂� 2⁄ )
′
× 
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 × �̂�−1(𝐱0
′ 𝐈−�̂�)/�̂� + 𝛾

∗.  (10) 

Tuomet aktualioji klasifikavimo rizika, atitinkanti šią PBDF, yra 

𝑅0
𝐵(�̂�) = ∑ {𝜋𝑙𝐿(𝑙, 𝑙) + 𝑔𝑙Φ(�̂�𝑙)}

2
𝑙=1 , 

�̂�𝑙 = (−1)
𝑙 ((𝐚𝑙 − �̂�)�̂�

−1�̂�′𝐈−
′ 𝐱0 + 𝛾

∗𝐾) √𝐱0
′ 𝐈−�̂��̂�

−𝟏𝐒�̂�−𝟏�̂�′𝐈−
′ 𝐱0𝐾⁄ , 

𝐚𝑙 = 𝐱0
′𝐁𝑙 + 𝛂0

′ (𝐭 − 𝐗𝐁),  𝑙 = 1,2, 𝐛 = �̂�0
′ (𝐭 − 𝐗�̂�) + 𝐱0

′ 𝐈+�̂�/2. 

Teorema (Teorema 2.3, 62 p.). Tarkime, kad siekiama klasifikuoti 

fokalinį stebinį 𝐙0, naudojant PBDF (10), bei laikykime, kad galioja 

(MM) sąlygos ir (A3) prielaida. Tuomet aktualiosios klasifikavimo 

rizikos vidurkio aproksimacijos išraiška yra  

𝐴𝐸𝑅 = 𝑅0
𝐵(𝚿) + 𝑔1𝜑1{𝚲

′𝐑0𝚲𝑑 𝐾⁄ + (𝑝 − 1)𝐱0
′ 𝐈−𝐑0𝐈−

′ 𝐱0 𝐾𝑑⁄ +

+tr(𝐅1𝐕𝜂) + tr(𝐅2𝐕𝜗) + 2tr(𝐅3𝐕𝜂𝜗)}/2, 

čia 𝜑1 = 𝜑(−𝑑/2 − 𝛾
∗/𝑑), kur 𝑑2 = (𝛍1𝑡 − 𝛍2𝑡)

′𝐒𝑡
−1(𝛍1𝑡 + 𝛍2𝑡) – 

sąlyginis Mahalanobiso atstumo kvadratas.  

𝚲 = 𝐗′𝛂0 − (𝐈+
′ 2⁄ + 𝛾∗𝐈−

′ 𝑑2⁄ )𝐱0,  𝐑0 = (𝐗
′𝐑−𝟏𝐗)

−1
. 

𝐅1 = 𝐃𝑝
′ ((𝐒−1Δ𝛍Δ𝛍′𝐒−1⊗𝐒−1Δ𝛍Δ𝛍′𝐒−1)(𝛾∗)2𝐾 Δ4⁄ +

+𝐒−1Δ𝛍Δ𝛍′𝐒−1⊗ (𝐒−𝟏 − 𝐒−𝟏Δ𝛍Δ𝛍′𝐒−1 𝑑2⁄ ))𝐃𝑝/(𝑑√𝐾), 

Δ𝛍 = 𝛍1 − 𝛍2. 

𝐅2 = (𝑡𝑟(𝐀𝜗
′ 𝐑𝐀𝜗𝐕𝜗)Δ

2 + (γ∗)2𝐊𝜗
′ 𝐕𝜗𝐊𝜗) Δ

3√𝐾⁄ , 

𝐅3 = 𝐃𝑝
′ (𝐒−1Δ𝛍⊗ 𝐒−1Δ𝛍)(𝛾∗)2𝐊𝜗/Δ

4√𝐾. 

𝐃𝑝 žymi 𝑝2 × (𝑝(𝑝 + 1)/2) dydžio dublikacijos matricą (angl. 

duplication matrix), 𝐀ϑ = ∂�̂�0/ ∂𝛝′ (𝛝 = (α, λ, φ)′) yra 𝑛 × 𝑘 

dalinių išvestinių taške �̂� = 𝛝 matrica, o 𝐊ϑ = ∂𝐾/ ∂𝛝′ – 𝑘 × 1 

dydžio vektorius sudarytas iš dalinių išvestinių taške �̂� = 𝛝. 𝐕𝜗 – 

informacijos matricos atvirkštinė. 
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Vektorinio GMRF stebinio klasifikavimo uždavinys į vieną iš dviejų 

populiacijų 

Šiame skyriuje sprendžiamas vektorinio Gauso-Markovo atsitiktinio 

lauko (GMRF) {𝐙(𝐬): 𝐬 ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅2} stebinio klasifikavimo uždavinys 

į vieną iš dviejų populiacijų su 0-1 nuostolių funkcija. 

Kaip jau buvo minėta, geostatistiniai modeliai taikomi tolydiems 

erdviniams procesams su tiesiogiai aprašoma parametrine kovariacijų 

funkcija. Tokie modeliai reikalauja daug kompiuterinio laiko 

operacijoms su kovariacijų matricomis atlikti (Lindgren ir kt. [14]). 

Tuo tarpu GMRF modeliai yra tiesiogiai aprašomi retomis (angl. 

sparse) tikslumo matricomis (angl. precision matrix). Erdviniai 

ryšiai yra modeliuojami pagal tam tikrą kaimynystės schemą, tokiu 

būdu ženkliai sumažinamas skaičiavimo uždavinių sudėtingumas 

(operacijų skaičius). Taigi pagrindinis skirtumas, lyginant GGRF ir 

GMRF, yra kovariacijų matricos struktūra. Naudosime de Oliveiros 

ir Ferreiros [18] pasiūlytą kovariacijų funkcijos parametrizavimo 

formą, kuri pasirinkta dėl patogios klasifikavimui išraiškos bei pilnai 

ištirtų MT įvertinių savybių baigtiniam 𝑛. 

Stebinio 𝐙(𝐬) modelis apibrėžiamas taip pat kaip ir vektorinio 

GGRF atveju, t.y. 𝐙(𝐬) = 𝐁𝑙
′𝐱(𝐬) + 𝛆(𝐬). Pirmoji komponentė 

sutampa su GGRF modelio, o 𝛆(𝐬) yra generuojama ant gardelės 𝑝 −

𝑚𝑎č𝑖𝑢 nulinio vidurkio daugiamačiu GMRF {𝛆(𝐬): 𝐬 ∈ 𝐷} ir yra 

susijusi su tam tikra kaimynystės schema. 

𝐒𝑛 = {𝐬𝑖 ∈ 𝐷, 𝑖 = 1,… , 𝑛} žymėsime erdvės taškų rinkinį, kuris 

formuoja taisyklingą arba netaisyklingą gardelę, ir jame stebime 

mokymo imtį 𝐓. 𝐒𝑛 = 𝐒
(1) ∪ 𝐒(2) sudarytas iš dviejų poaibių, kur 

𝐒(𝑙) sudaro 𝑛𝑙 stebėjimų iš populiacijos Ω𝑙, 𝑙 = 1,2. 𝐒𝑛 elementus 

sieja kaimynystės schema 𝑁 = {𝑁𝑙: 𝑙 = 1,… , 𝑛}, o 𝐒0
𝑛 = 𝐒𝑛 ∪ {𝐬0} – 

𝑁0 = {𝑁𝑙
0: 𝑙 = 0,1,… , 𝑛}, čia 𝑁𝑙  – taško 𝐬𝑙 kaimynų aibė. 

Remiantis de Oliveira ir Ferreira [18], sudaromos svorių matricos, 

su kurių pagalba erdviniai svoriai susieti kaimynystės schema bus 

įtraukti į kovariacijų matricą. 
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𝐇0 = (ℎ𝑖𝑗
0 : 𝑖, 𝑗 = 0,1,… , 𝑛) ir 𝐇 = (ℎ𝑖𝑗: 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛), kurių 

elementai yra 

ℎ𝑖𝑗
0 = {

ℎ𝑖
0    𝑖𝑓   𝑖 = 𝑗

−𝑤𝑖𝑗  𝑖𝑓 𝑖 ∈ 𝑁𝑗
0

0    𝑘𝑖𝑡𝑢 𝑎𝑡𝑣𝑒𝑗𝑢

, kur ℎ𝑖
0 = ∑ 𝑤𝑖𝑗,𝑗∈𝑁𝑖

0  𝑖, 𝑗 = 0,1,… , 𝑛, 

ℎ𝑖𝑗 = {

ℎ𝑖     𝑖𝑓   𝑖 = 𝑗
−𝑤𝑖𝑗  𝑖𝑓 𝑖 ∈ 𝑁𝑗
0    𝑘𝑖𝑡𝑢 𝑎𝑡𝑣𝑒𝑗𝑢

, kur ℎ𝑖 = ∑ 𝑤𝑖𝑗 ,𝑗∈𝑁𝑖  𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛. 

Čia 𝑤𝑙𝑘 > 0 (𝑤𝑘𝑙 = 𝑤𝑙𝑘) yra erdviniai svoriai, kurie nusako 

panašumą tarp 𝑙 − 𝑜𝑗𝑜 ir 𝑘 − 𝑜𝑗𝑜 erdvės taškų. Tolimesniuose 

skaičiavimuose naudosime vektorius, sudarytus iš svorių: 𝐰0
′ =

(𝑤01, … , 𝑤0𝑛) ir 𝐰𝑖
′ = (𝑤𝑖0, … , 𝑤𝑖𝑖−1, 𝑤𝑖𝑖+1, … , 𝑤𝑖𝑛), 𝑖 = 1,… , 𝑛. 

Mokymo imties skirstinys yra Gauso, jį galima užrašyti dviem 

būdais: 

• vektorizuotai mokymo imčiai 𝐓~𝑁𝑛𝑝(𝑣𝑒𝑐(𝐁
′𝐗′), 𝜎2𝐕(𝛼)⊗ 𝚲−1), 

• matriciniu pavidalu 𝐓∗~𝑁𝑝×𝑛(𝐗𝐁, 𝜎
2𝐕(𝛼)⊗ 𝚲−1). 

Čia 𝐗 yra plano matrica, 𝐁′ = (𝐁1
′ , 𝐁2

′ ) – vidurkio parametrų 

matrica, 𝐕(α) = (𝐈𝑛 + α𝐇)
−1 žymi mokymo imties T erdvinių 

koreliacijų matricą, o 𝚲 yra 𝑝 × 𝑝 dydžio koreliacijos tipo matrica, 

kurios pagrindinės įstrižainės elementai yra lygūs 1, o 

nediagonaliniai elementai yra {−𝜆𝑖𝑗}. 

Duotai mokymo imties realizacijai 𝐓 = 𝐭  (arba 𝐓∗ = 𝐭∗) stebinio 

𝐙0 populiacijoje Ω𝑙 sąlyginis skirstinys yra 𝑝 −𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠 Gauso su 

sąlyginiu vidurkiu 𝛍𝑙𝑡 ir sąlygine dispersija 𝐒𝑡:  

𝛍𝑙𝑡 = 𝐁𝑙
′𝐱0 + (𝛂𝟎

′ ⊗ 𝐈𝐩)(𝐭 − vec(𝐗𝐁)) = 

= 𝐁𝑙
′𝐱0 + (𝛂𝟎

′ ⊗ 𝐈𝐩)(𝐭
∗ − 𝐗𝐁)′, 

𝐒𝑡 = ρ0𝚲
−1, kur 𝜌0 =

𝜎2

1+𝛼ℎ0
. 



24 

Tuomet Bajeso diskriminantinė funkcija ir ją atitinkanti klaidingo 

klasifikavimo tikimybė yra 

𝑊𝐵(𝐙0,𝚿) = (1 + 𝛼ℎ0)(𝐙0 − 𝛂0
′ (𝐓∗ − 𝐗𝐁) − 𝐱0

′ 𝐈+𝐁 2⁄ )′ × 

× 𝚲𝐱0
′ 𝐈−𝐁/𝜎

2 + 𝛾, 

𝑃0
𝐵(𝚿) = ∑ 𝜋𝑙Φ(−𝑑/2 + (−1)

𝑙𝛾/𝑑)2
𝑙=1 ,  

kur 𝛾 = ln (𝜋1/𝜋2), 𝑑
2 = (𝛍1

0 − 𝛍2
0)′𝚲(𝛍1

0 − 𝛍2
0)/𝜌0 – sąlyginio 

Mahalanobiso atstumo kvadratas, o 𝛍𝑙
0 = 𝐁𝑙

′𝐱0, 𝑙 = 1,2. 

Nežinomus populiacijų parametrus pakeitus MT įvertiniais �̂� =

(�̂�, �̂�2), gauname PBDF 

𝑊𝐵(𝐙0, �̂�) = (1 + 𝛼ℎ0) (𝐙0 − (𝐓
∗ − 𝐗�̂�)

′
𝛂0 − �̂�

′𝐈+
′ 𝐱0 2⁄ )

′
× 

× 𝚲�̂�′𝐈−
′  𝐱0/�̂�

2 + 𝛾. 

Ją atitinkanti aktualioji klaidingo klasifikavimo tikimybė yra 

𝑃0
𝐵(�̂�) = ∑ 𝜋𝑙Φ(�̂�𝑙)

2
𝑙=1 , 

kur 

�̂�𝑙 = (−1)
𝑙
(1+𝛼ℎ0)(𝐱0

′ (𝐁𝑙−𝐈+�̂� 2⁄ )+𝛂0
′𝐗(Δ�̂�))𝚲�̂�′𝐈−

′ 𝐱0+𝛾�̂�
2

�̂�√𝐱0
′ 𝐈−�̂�𝚲�̂�

′𝐈−
′ 𝐱0(1+𝛼ℎ0)

. 

Čia ∆�̂� = �̂� − 𝐁. 

Kaip ir GGRF atveju, pateikiame aktualiosios klaidingo 

klasifikavimo tikimybės vidurkio aproksimacijos formulę (Teorema 

2.4, 70 p.) 

𝐴𝐸𝐸𝑅 = ∑ 𝜋𝑙Φ(−𝑑/2 + (−1)
𝑙𝛾/𝑑) + 𝜋1𝜑(−𝑑/2 − 𝛾/𝑑) ×

2
𝑙=1   

× {𝐅0
′ 𝐑𝐵𝐅0𝑑/𝑘0 + (𝑝 − 1)𝐱0

′ 𝐈−𝐑𝐵𝐈−
′ 𝐱0/(𝑘0𝑑) + 2𝛾

2/𝑑(𝑛𝑝 − 2𝑞)}/2, 

𝐅0 = 𝐗
′𝛂0 − (𝐈+

′ /2 + 𝛾𝐈−/𝑑
2)𝐱0, 

𝐑𝐵 = (𝐗
′𝐕−𝟏𝐗)

−1
, 𝑘0 = 1/(1 + 𝛼ℎ0). 
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Pastaba. Aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos 

formulė skaliariniam GMRF publikuota [A1]. 

Skaitiniai eksperimentai ir taikymai 

Disertacijos trečiajame skyriuje pateikti tokie skaitiniai 

eksperimentai ir taikymai: 

• Neparametrinio testo galios tyrimas. Testo galia buvo tiriama 

statistinio modeliavimo būdu, vertinamas nulinės hipotezės atmetimų 

skaičius. Nustatyta, kad šio kriterijaus galia didėja augant slenksčio 

atstumo parametro reikšmei bei didinant atstumų tarp erdvės taškų 

(angl. lags) skaičių. 

• Kovariacijos parametrų įtaka AER. Tiriama, kaip skirtingi 

statistiniai parametrai veikia klasifikavimo rizikos aproksimaciją. 

Nustatyta, kad AER labiausiai turi įtakos Mahalanobiso tarpklasinis 

atstumas ir slenksčio atstumas (erdvinės koreliacijos plotis).  

• PBDF taikymas vertinant invazinių moliuskų (lot. Dreissena 

polymorpha) pasiskirstymą Kuršių mariose.  

Pastarojo uždavinio tikslas – sudaryti matematinį modelį, 

leidžiantį įvertinti vienos iš invazinių moliuskų rūšių (dreisenų) 

paplitimą Kuršių mariose, taikant tiesinę diskriminantinę analizę, 

pagrįstą disertacijoje pasiūlytomis įterptomis Bajeso 

diskriminantinėmis funcijomis, bei įvertinti teisingo klasifikavimo 

tikimybę.  

Pristatysime Gauso-Markovo modelį. Mokymo imtį sudaro 39 

stebėjimo taškai (𝑛 = 39) – stacionarios stotys Kuršių mariose, 

kuriose stebimi trys požymiai: druskingumas, vandens atsinaujinimo 

greitis bei gylis. Taip pat stotyse fiksuojamas dreisenų 

buvimo/nebuvimo faktas. Pagal pastarąjį požymį mokymo imtį 

sudarančios stotys priskiriamos vienai iš dviejų klasių. 1 pav. 

pavaizduotas stočių išsidėstymas. Raudonais taškeliais pažymėtos 

stotys, kuriose dreisenų neaptikta (𝑛1 = 22), o pilkais – stotys, 

kuriose jų aptikta (𝑛2 = 17). Duomenų fragmentas pateiktas 1 

lentelėje. 
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Priklausomu požymiu 𝑍(𝐬), pagal kurį atliekamas klasifikavimas, 

gali būti bet kuris iš trijų stebimų požymių. Likę požymiai gali būti 

įtraukiami į vidurkio modelį kaip regresoriai (kovariatės). Erdvinė 

informacija į modelį gali būti įtraukiama trimis skirtingais būdais: į 

vidurkio modelį, į kovariacijų funkciją bei vertinant apriorines 

tikimybes. 

 
1 pav. Stebėjimo taškų išsidėstymas Kuršių mariose 

 
1 lentelė. Duomenų fragmentas 

x y 

vandens 

atsinaujinimo 

greitis 

druskingumas gylis 
Klasė (dreisenų 

aptikta/neaptikta) 

21.1302 55.6553 24.71 2.89747 6.14803 1 

21.1448 55.6352 26.89 2.53391 3.15062 0 

21.1334 55.6309 28.58 2.49225 3.16278 0 

... ... ... ... ... ... 

 

Šio tyrimo tikslas yra, remiantis turima mokymo imtimi, sudaryti 

tiksliausią modelį, kurį būtų galima taikyti nestebimo taško Kuršių 

mariose (fokalinio taško) priskyrimui vienai iš dviejų klasių: 1) 

aptinkama dreisenų, 2) dreisenų neaptinkama. 
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Ieškant geriausio modelio disertacijoje buvo varijuojama tiek 

priklausomo požymio  𝑍(𝐬), tiek kovariačių parinkimu, tiek 

sukauptos geografinės informacijos panaudojimu. Nustatyta, kad 

geriausiai dreisenų pasiskirstymą (77% tikslumu) galima klasifikuoti 

pagal vandens atsinaujinimo greitį, naudojant pastovaus vidurkio 

modelį ir tik artimiausius kaimynus, erdvinę informaciją įtraukiant į 

kovariacijų funkciją ir apriorinių tikimybių vertinimą. 

Taip pat pastebėta, kad atsižvelgiant į erdvinę koreliaciją, 

klasifikavimo tikslumas gana ženkliai išauga, o vertinant apriorines 

tikimybes tikslinga įtraukti tik artimiausių kaimynų duomenis.  

Išvados 

Pasiūlytas neparametrinis testas geometrinei anizotropijai nustatyti 

yra nesunkiai realizuojamas ir gali būti taikomas kaip alternatyva 

kitų autorių siūlomiems kriterijams. Šio kriterijaus galia didėja 

augant slenksčio atstumo parametro reikšmei bei didinant atstumų 

tarp erdvės taškų skaičių. 

Išvesta aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos 

formulė bei gautos parametrų asimptotinių kovariacijų matricų 

išraiškos gali būti panaudotos erdvinių imčių planų optimizavime, 

t.y. AER gali būti panaudota, kaip tikslo funkcija sprendžiant 

globalaus optimizavimo uždavinį. 

Remiantis atliktų eksperimentų rezultatais, nustatyta, kad: 

• erdvinės koreliacijos įtraukimas į modelį gerina siūlomų 

klasifikatorių efektyvumą; 

• aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijai 

labiausiai daro įtaką Mahalanobiso tarpklasinis atstumas ir 

slenksčio atstumas (erdvinės koreliacijos plotis); 

• didesnis anizotropijos santykis didina AER reikšmes esant 

žemoms slenksčio atstumo reikšmėms, tačiau jo įtaka nėra labai 

žymi. 
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Pritaikius disertacijoje siūlomas diskriminantines funkcijas invazinių 

moliuskų pasiskirstymo Kuršių mariose vertinimui, nustatyta, kad: 

• erdvinės informacijos įtraukimas į modelį ženkliai padidina 

klasifikavimo tikslumą; 

• didesnis klasifikavimo tikslumas pasiekiamas apriorinių 

tikimybių vertinimui naudojant tik artimiausių kaimynų 

duomenis; 

• tiriamam atvejui GMRF modelis yra pranašesnis nei GGRF. 
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Summary 

The thesis is devoted to the linear discriminant analysis of spatial 

data. We propose original discriminant functions based on plug-in 

Bayes classification rule and examine classification risk of the 

proposed classifiers. 

This doctoral thesis consists of the introduction, three chapters, 

conclusions and bibliography. 

Chapter 1 is designated for Gaussian models and their 

characteristics. It includes the issues of modelling spatial data, 

discusses the estimators for spatial models and presents a non-

parametric test for detecting the geometric anisotropy. 

Chapter 2 presents the main results of the thesis concerned with 

discriminant analysis of spatial data. Firstly the general definitions 

related with discriminant analysis are introduced. Later the formulas 

for Bayes risk and actual risk as well as formulas for error rates and 

actual error rates for the different number of populations are 

presented. Then the problem of classification of GGRF observation 

is analyzed. The Bayes risk associated with Bayes discriminant 

function and the asymptotic approximation formula of expected risk 

are derived. The above mentioned results are obtained for the 

univariate and multivariate cases and for different number of 

populations. Also the closed-form expression of asymptotic 

covariance matrix for exponential covariance model is presented. 

Finally, the classification problem of GMRF observation into one of 

two populations is solved.  

The last chapter introduces the numerical experiments and 

applications. 
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