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Tiriamoji problema ir jos aktualumas

Pagrindinis disertacijos tyrimy objektas yra erdvéje koreliuoty
duomeny diskriminantiné analizé (DA). Klasikiné diskriminantiné
analiz¢ yra daugiamatés statistikos metodas tiriantis objekty
klasifikavima remiantis mokymo imtimi, ir daZnai vadinamas
klasifikavimo su mokymu metodu (angl. supervised classification).
Viena i§ prielaidy, kuria grindZiamas S§is metodas, yra stebiniy
nepriklausomumas. Erdviniy duomeny atveju §i prielaida daznai yra
nepagrista, nes erdvéje ar¢iau vieni kity esantys stebiniai yra labiau
susije nei tie stebiniai, kuriuos skiria didesnis atstumas. Sis reiskinys
vadinamas erdvine Kkoreliacija arba autokoreliacija (angl. spatial
correlation, autocorrelation).  Erdvéje  koreliuoty  duomeny
pavyzdZziy gausu jvairiuose geomoksluose, pvz. astronomijoje,
augalininkystéje, tiriant dirvoZzemio struktiirg, jvairias vandens
telkiniy charakteristikas ar net vertinant nekilnojamojo turto
pardavimo kainas. Akivaizdu, kad atliekant erdviniy duomeny
diskriminanting analiz¢ ir siekiant minimizuoti klasifikavimo rizika
(arba klaidingo klasifikavimo tikimybe) ar maksimizuoti teisingo
klasifikavimo tikimybe, bitina atsizvelgti j erdvine koreliacijg - jos
ignoravimas gali reikSmingai paveikti klasifikavimo procediiry
tiksluma. Klasifikavimo procediry tikslumui jtakos taip pat gali
turéti ir kita erdviniams duomenims btidinga savybé — anizotropija
(angl. anisotropy). Itraukiant $ig duomeny savybe j modelj pasikeicia
kovariacijy funkcijos struktira — ji papildoma anizotropiskumo
parametrais, 0 tai yra reikSmingas Zzingsnis siekiant sumazinti
klasifikavimo rizika.

Tradici$kai statistiniai erdviniy duomeny modeliai (Cressie [6],
Cressie, Wikle [7]) yra skirstomi j dvi klases: geostatistiniai modeliai
su tolydziu erdviniu indeksu ir gardelés (angl. lattice) tipo modeliai.
Remiantis $ia Kklasifikacija disertacijoje tiriamos dvi Gauso
atsitiktiniy lauky klasés: geostatistiniai Gauso atsitiktiniai laukai
(GGREF) ir Gauso Markovo atsitiktiniai laukai (GMRF).



Priminsime, kad klasifikavimo su mokymu metode naudojamas
planas, kai mokymo imties stebiniai imami ne i§ populiacijy misinio
(angl. mixture sampling design), o i$ kiekvienos populiacijos atskirai
(angl. separate sampling design) (McLachlan [17]).

Pagrindinis Sio darbo tikslas yra istirti Bajeso klasifikavimo
taisykle pagristas procediras, kurios atsizvelgty i erdving stebiniy
koreliacija ir, formuojant klasifikavimo taisykles, naudoty ne
marginalinius, o salyginius populiacijy skirstinius klasifikuojamame
taske. Remiantis pasitilytomis klasifikavimo procedtromis, priskirti
atsitiktinio Gauso lauko (angl. Gaussian random field (GRF)) stebinj
vienai i§ keleto populiacijy ir jvertinti klasifikavimo rizika.

Erdviné statistika, kaip mokslas, pradéjo vystytis salyginai
neseniai, apie 1980 m., todél nataralu, kad darby, susijusiy su erdvéje
koreliuoty stebiniy diskriminantine analize néra labai daug.
Pradininku Sioje srityje laikomas Switzer [24], véliau jo darbg
pratgsé Mardia [15] jtraukdamas erdvinius diskriminavimo metodus
formuojant klasifikavimo Zemélapius. Taip pat Sioje srityje dirbo
Klein ir Press [13], Shekhar ir kiti [23], Okamoto [18], McLachlan
[17], Batsidis ir Zografos [1], taciau né vienas i§ paminéty autoriy
neanalizavo klasifikavimo rizikos. Klasifikavimo rizika, susijusia su
nekoreliuotais stebéjimais ir jvairiais mokymo iméiy planais tyré
Ducinskas [9]. Saltyté [20], Saltyté ir Du¢inskas [20] pasialé
aktualiosios  klaidingo  klasifikavimo  tikimybés  vidurkio
aproksimacijos formule skalariniam GGRF stebiniui dviejy klasiy
atveju, véliau rezultatus apibendrino daugiamaciam erdvés-laiko
modeliui (Saltyté-Benth, Duginskas [22]). I§samy empirinj skirtingy
klasifikavimo procediry palyginimg galime rasti Atkinson ir Lewis
[1] bei Berret ir Calder [4]) darbuose. Visose paminétose
publikacijose buvo daroma prielaida, kad stebinys, kurj siekiama
klasifikuoti (vadinsime ji fokaliniu stebiniu, angl. focal observation)
ir mokymo imtis yra nepriklausomi, t.y. naudojami marginaliniai
fokalinio stebinio tankiai formuojant diskriminantines funkcijas. Sios
nepriklausomumo prielaidos erdviniy duomeny klasifikavimo
uzdaviniuose pirma karta atsisaké K. Duéinskas [10], [11]



pateikdamas Kklasifikavimo klaidos aproksimacijos formule, kai
nezinomos tikrosios vidurkio parametry reik§més bei naudojama
kovariacijy funkcija su nezinomu vieninteliu mastelio parametru,
kitus parametrus laikant Zinomais, t.y. tiriama ne pilno populiacijy
neapibrézumo situacija.

Disertacijoje pateikiamos formulés klasifikavimo rizikai, kai
nezinomi visi populiacijy parametrai, jtraukiant ir anizotropijos
parametrus, kurie auk$¢iau minétuose darbuose buvo ignoruojami.
Taip pat disertacijoje pateiktas iSplétimas | daugelio Kklasiy ir
daugiamatj atvejus bei sprendZiamas klasifikavimo j vieng i$§ dviejy
klasiy uzdavinys GMRF stebiniui.

Darbo tikslas ir uzdaviniai

Sudaryti erdviniy Gauso stebiniy tiesines diskriminantines funkcijas

ir istirti su jomis susijusig klasifikavimo rizika.

Siekiant numatyto tikslo buvo suformuluoti §ie uzdaviniai:

e ISvesti klasifikavimo rizikos formulg ir jos jvertiniy analitines
iSraiSkas GGRF stebiniui ir i§tirti jy savybes.

o I3vesti aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos
formules skaliariniam ir vektoriniam GGRF dviejy klasiy atveju.

e ISvesti aktualiosios klaidingo klasifikavimo tikimybés vidurkio
aproksimacijos formulg skaliariniam GGRF daugelio klasiy
atveju.

e ISvesti klasifikavimo rizikos ir jos aproksimacijos formules
GMREF stebinio klasifikavimo j dvi klases atveju.

e Implementuoti pasitlytas erdviniy duomeny diskriminantinés
analizés procediiras ir modeliavimo bidu istirti jy veikimo
priklausomybe nuo Gauso lauko modelio parametry bei palyginti
modeliavimo badu jvertintg rizika su pasidlytomis jos
aproksimacijomis.

o Pritaikyti pasitilyta klasifikavimo procediirg realiems duomenims.



Tyrimy metodika

Pagrindinis disertacijoje naudojamas metodas — diskriminantinés
analizés teorija pritaikyta daugiamaciams Gauso skirstiniams.
Daugelis jrodymy pagristi daugiamacio Gauso skirstinio savybémis.
Aktualiosios  Klasifikavimo  rizikos vidurkio aproksimacijos
formuléms iSvesti naudojamas Teiloro skleidinys. Nezinomi
parametrai vertinami maksimalaus tikétinumo (MT) metodu.
Remtasi Mardia ir Marshal [16] teorema apie asimptotinj MT
parametry normaluma. Skaitiniai eksperimentai atlikti su R pagalba.

Darbo mokslinis naujumas ir jo reikSmé

Siame darbe pateikti nauji rezultatai:

e Uzrasyta isSreikStiné asimptotinés kovariacijy matricos israiska
geometriSkai  anizotropiniam  eksponentiniam  kovariacijos
modeliui.

e Pasillytas neparametrinis testas erdviniy duomeny geometrinei
anizotropijai nustatyti.

e Pilno populiacijy neapibréztumo atveju (angl. case of complete
uncertainty) iSvestos aktualiosios klasifikavimo j dvi klases
rizikos (angl. actual risk) ir jos aproksimacijos formulés
skaliariniu ir vektoriniu atvejais.

o ISvesta aktualiosios klasifikavimo j dvi klases rizikos formulé ir
jos aproksimacija vektoriniu atveju GMRF stebiniui.

e I3vesta aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos
formulé skaliariniam GGRF keliy klasiy atveju.

e ISvesta iSreikstiné aktualiosios Kklasifikavimo rizikos vidurkio
aproksimacijos iSraiska geometriskai anizotropiniam
eksponentiniam kovariacijos modeliui.



Darbo struktira ir apimtis

Disertacija sudaro jvadas, trys skyriai, iSvados bei literatiiros sarasas.
Pirmajame  skyriuje  pristatomas  disertacijoje  naudojamas
matematinis erdviniy duomeny modelis, apibiidinamos pagrindinés
erdviniy procesy charakteristikos. Antrasis  skyrius  skirtas
diskriminantinei analizei — ¢ia pateikiami pagrindiniai disertacijos
rezultatai. Treciajame skyriuje pateikti skaitiniai eksperimentai ir
siilomy Kklasifikavimo procediiry taikymai. Disertacija paraSyta
angly kalba, bendra darbo apimtis 101 puslapis.

Disertacijos turinys

Cia pateiksime pagrindinius disertacijos rezultatus.

Erdviniy duomeny modeliavimas

Gauso atsitiktiniai laukai (angl. Gaussian random fields (GRF))
uzima svarbig vieta erdvinéje statistikoje ir ypa¢ geostatistikoje
(Cressie [6]; Cressie, Wikle [7]; Diggle, Ribeiro [8]; Chiles, Delfiner
[5]). Tradiciskai erdviniy duomeny modeliai yra skirstomi j dvi
klases: geostatistiniai modeliai, susieti su tolydziu erdviniu indeksu ir
gardelés tipo modeliai, t.y. diskretaus erdvinio indekso modeliai.
Remiantis $ia klasifikacija, disertacijoje tiriami du GRF tipai:
geostatistiniai Gauso atsitiktiniai laukai (GGRF) ir Gauso-Markovo
atsitiktiniai laukai (GMRF).

Atsitiktinis laukas Z(s) vadinamas Gauso, jei visiems n € N ir
bet kokiam erdvés tasky rinkiniui sq,s,,..,S, € R%, jungtinis
Z(s1), -, Z(sy) skirstinys yra daugiamatis Gauso. Gauso-Markovo
atsitiktinis laukas yra GRF su diskre¢iu erdviniu indeksu ir
galiojancia Markovo savybe apibréztoje kaimynystés sistemoje
(schemoje).

Pirmajame disertacijos skyriuje pateiktos erdviniy procesy
stacionarumo savokos, taip pat trumpai aprasyta erdviniy duomeny
anizotropiSkumo savybé, jos nustatymo metodai. Skyriaus pabaigoje



pateikiamas neparametrinis testas geometrinei anizotropijai nustatyti
(30-32 p.). Taip pat Siame skyriuje aptariami parametry vertinimo
metodai, didesnj démesj skiriant maksimalaus tikétinumo (MT)
metodui — pateikti vidurkio ir dispersijos jvertiniai skirtingo
parametrinio neapibréztumo situacijoms.

D¢l patogumo Mardia bei Marshal [16] teoremoje suformuluotas
reguliarumo salygas GRF pazymésime (MM).
Lema (Lemma 1.1, 29 p.). Tegul stebéjimy vektorius
Z,~N(XB,2(0)) ir galioja (MM) salygos. Tuomet MT jvertiniai § ir
0 tenkina $ias savybes (kai n — oo):

85 0ir 0~AN,(0,)5Y),

B B ir B~AN,(B.J5Y),

¢ia Jg ir Jg yra asimptotinés kovariacijy matricos, AN Zymi

. .. =~ P .. .
asimptotinj normalumg, o 0 —0 Zymi konvergavima pagal
tikimybe.

Diskriminantinés analizés elementai

Tarkime stebimas atsitiktinis Gauso laukas {Z(s):s € D c R%}
apibréztas tam tikroje tikimybinéje erdvéje (€, F,PP) ir jgyjantis
reik§mes i§ Z = RP, kur Z yra pozymiy erdvé. Pagrindinis tikslas
yra priskirti GRF stebinj Z, = Z(s,), Sy € D vienai i§ m populiacijy
(klasiy, grupiy) ;,1 = 1, ..., m ir jvertinti klasifikavimo rizika.

Stebinio Z, modelis populiacijoje Q; yra Z(s) = p;(s) + £(s),
Cia y; (s) yra vidurkio funkcija arba erdvinis trendas.

e Laikysime, kad vidurkio modeliai populiacijose Q;, [ =
1,..,m, yra skirtingi parametriniai modeliai w;(s) =
x'(s)B;, ty. modeliai su vienodais regresoriais
(kovariatémis), bet skirtingais regresijos parametrais.

o Atsitiktinés klaidos &(s) generuojamos tuo paciu Gauso
erdviniu procesu {e(s):s € D ¢ R%} su nuliniu vidurkiu ir
kovariacija, kuri yra arba Mattern tipo ar kita parametriné
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funkcija, susijusi su tolydziu erdviniu indeksu, arba funkcija,
susieta su gardele, kurioje jvestas priklausomybés grafas su
apibrézta kaimynystés schema.
p1(Zo|t),l =1,..,m, zymésime stebinio Z,, kai T =t, salyginj
tankj populiacijoje ;. Cia T Zymi atsitiktine mokymo imtj, o t —
mokymo imties realizacijg. Nuostolius (angl. loss function),
patiriamus stebinj i§ [ — osios populiacijos priskiriant k — ajai
populiacijai, Zymésime L(l, k),[,k = 1,...,m.

Remsimés Siomis prielaidomis:

(Al) Apriorinés klasiy tikimybeés m;,l=1,..,m, Y%, m =1,
yra zinomos, jos gali biiti pastovios arba determinuotos erdvinio
indekso ir mokymo im¢iy dydziy funkcijos.

(A2) Nuostoliy funkcijos L(l, k) reikSmés yra neneigiamos ir
baigtinés bei nepriklauso nei nuo sy, nei nuo mokymo imties
erdvinés konfigiiracijos.

Klasifikavimo taisykle, kai T =t, pazymésime D;(¢):Z —
{1,...,m}. Tuomet tikétini nuostoliai (angl. expected loss) arba
salyginé rizika (angl. conditional risk), priémus sprendimg stebinj Z,
priskirti Q; klasei, yra

Ro(l' Dt(')) = fz L(, D¢ (Zo))pi(Zo|D)dZ, = EZO|t,l{L(lt Dt(ZO))}-

Tuo tarpu bendra rizika (angl. total risk) arba bendri tikétini
nuostoliai (angl. total excepted losses) reik$ vidutinius nuostolius,
patiriamus Z, klasifikavus naudojant sprendimo taisyklg D;(e):

Ro(Dt(‘)) = Xi=1 T Ry (l' Dt('))-

Taisyklé, minimizuojanti Sig rizika, vadinama Bajeso
klasifikavimo taisykle, ja zymésime Df(e). Klasifikuojant stebinj
Zy, ji uzrasoma tokiu budu:

D?(Zy) =arg  min (FZmp(Zolt WL} (1)

Cia W zymi neZinomy populiacijos parametry vektoriy. Tuomet
Bajeso rizika, susieta su Bajeso klasifikavimo taisykle (1), yra
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RE = Ro(DE(+)) = B2y Bz, (L DE(Z0)). @

Tegul G5.(Z,) zymi porines Bajeso diskriminantines funkcijas
(angl. pairwise Bayes discriminant functions)

d(,Lk) =L, 1) — LG, k), Lk=1,..,m. Bajeso rizika, susijusi

su Siomis diskriminantinémis funkcijomis, uzraSoma (zr. Ducinskas
[91)
RE(W) = XThes MiEzy 61 L (LK) [1j=1,j2k € (G (Zo, ¥)).

0,ifx<0, . . .
1if x>0 zymi Hevisaido funkcijg.

Bajeso  taisyklé yra optimali taisyklé  minimizuojanti
klasifikavimo rizika tais atvejais, kai populiacijos yra pilnai

Ciae(x) = {

apibréztos ir yra Zinoma nuostoliy funkcija, ta¢iau praktiniuose
uzdaviniuose retai pasitaiko pilno populiacijy apibréztumo atvejy,
tuomet nezinomos parametry reik§més yra pakei¢iamos jy jvertiniais
(parametry jvertiniy vektoriy Zymésime @), kurie randami i§
mokymo imties. Tokiu badu gauta diskriminantiné funkcija
vadinama jterpta (angl. plug-in) Bajeso diskriminantine funkcija
(PBDF). Taigi nezinomas parametry reik§mes pakeitus jy jvertiniais,
gauname

Gii(Zo) = G (20, 'P). (4)

Apibreézimas. Aktualioji (jvertinta) klasifikavimo rizika (angl. actual
risk), kai T = t, susieta su PBDF (4), yra apibréZiama

RE(P) = XThay MEz o L k) [1j=1, 521 € (Gi1(Zo)).

Apibrézimas. Aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkis pagal
mokymo imties T skirstinj vadinamas aktualiosios klasifikavimo
rizikos vidurkiu (angl. expected risk (ER)) ER = E7(R§ (P)).
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Dauguma disertacijoje pateikty rezultaty yra iSvesti dviejy klasiy
atveju, todél Zzemiau yra pateiktos diskriminantinés funkcijos bei
klasifikavimo rizikos formuliy iSraiskos Siam atvejui.

Bajeso klasifikavimo taisyklé dviejy klasiy atveju jgauna tokj
pavidalg

DE(Zy,®) = arg {{ggzg}{gmz (Zolt, ¥)3,

giag, =m(L(L3-D—LAD), =12

Disertacijoje  dviejy klasiy atveju naudojama  Bajeso
diskriminantiné funkcija, apibréziama kaip salyginiy skirstiniy
santykio logaritmas. Kadangi turint dvi populiacijas yra reikalinga
tik viena diskriminantiné funkcija, todél zymésime ja be indeksy,
nusakanciy klases, t.y.:

5 = In (%)) | -
W=5(Zy,,¥P) = In (pz(zo|t,'~ll)) s

Gia y* =1In (3—:) g =m(L(L,3 =1 —L({ D)L =1,2. Remiantis

Sia taisykle, stebinys Z,, kai T = t, yra priskiriamas populiacijai ,,
jeigu WB(Z,, W) > 0 arba populiacijai Q, priesingu atveju.
Bajeso rizika dviejy klasiy atveju gali biiti jvertinta pagal

RG(W) = X (mL(L, D) + g.PM)),

kur PM; = P,((-D'WE(Z,,®) > 0) yra klaidingo klasifikavimo
tikimybeé.

Visos auks¢iau apraSytos formulés galioja esant bendrai nuostoliy
funkcijai, taciau daznai susiduriama su atskiru atveju, ty. 0-1
nuostoliy funkcija (angl. zero-one loss function), kuri apibréziama
taip: L(l, k) = 1 — &y, kur &y, yra Kronekerio delta.

Tuomet klasifikavimo rizika tampa Kklaidingo klasifikavimo
tikimybe (angl. probability of misclassification) (Ducinskas [9]) arba
klasifikavimo klaida (angl. error rate). Tokiu atveju porinés Bajeso
diskriminantinés funkcijos, apibréztos (3), igauna paprastesnj
pavidala
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G (Zo,W¥) = mpy(Zo|t, ) — i (Zo|t, W)

arba, naudojant logaritmuotg jos israiska, gauname

B — 15 (P1ZItP)
Wik (Zo,'¥) = In (Pk(Zolt.‘l’)) + Vik

Vie = ln(Z—’i), Lk=1,..,mk#L

Naudojant pastargja diskriminanting funkcija, stebinys Z,, kai
T = t, priskiriamas populiacijai Q;, jeigu W (Z,, W) = 0, visiems
Lk=1,..,mk=+1l Tuomet klaidingo Kklasifikavimo tikimybé
apskai¢iuojama pagal formule:

Py (W) =1-Y12, mPC,

kur PC,=P,(WE(Zy,,®)=0),l=1,..,mIl#k yra teisingo
klasifikavimo tikimybé.

Dviejy klasiy su 0-1 nuostoliais atveju Bajeso klasifikavimo
taisyklé yra ekvivalenti maksimalios aposteriorinés klasés tikimybeés
taisyklei.

Pagrindiniai rezultatai

Skaliarinio GGRF stebinio klasifikavimo uZdavinys j vienq is dviejy
populiacijy

Pagrindinis Sio skyrelio tikslas yra priskirti GGRF stebinj vienai i§
dviejy populiacijy, kai nezinomi visi populiacijy parametrai, ir
jvertinti klasifikavimo rizikg. Tai yra [10], [11] publikacijose
pateikty rezultaty iSplétimas. Minétose publikacijose analizuojama
klasifikavimo klaida, o ne rizika, be to, iSvestos formulés yra nepilno
parametrinio neapibréztumo atveju.

Siame skyriuje laikoma, kad visi populiacijy parametrai ¥ =
(B',0") yra nezinomi. Cia B yra vidurkio parametry vektorius, o 0
zymi kovariacijy funkcijos parametry vektoriy. Analizuojamu atveju
pastaragjj sudaro 5 parametrai: grynuolis (angl. nugget), slenkstis
(angl. sill) arba mastelio parametras, plotis (angl. range) bei
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geometrinés anizotropijos parametrai — anizotropijos santykis (angl.
anisotropy ratio) ir anizotropijos kampas (angl. anisotropy angle),
ty.:
0 =(1%0%a,19).

S.={s;€D,i=1,..,n} zymésime rinkinj erdvés tasky,
kuriuose stebime mokymo imtj T = (T{, T;)' = (Z(s1), -, Z(sp))".
S, = SM uUS®@ sudarytas i§ dviejy poaibiy, kur S® sudaro n,
stebéjimy i8 populiacijos Q;, [ = 1,2. Mokymo imties modelis
uzZraSomas

T=XB +E,

kur X=@?%,X, yra plano matrica, B = (B}, B5)" vidurkio
parametry vektorius ir E yra atsitiktiniy klaidy vektorius, Kkurio
skirstinys yra N,(0,X). ¥ zymésime kovariacijy matricg tarp
mokymo imties komponenciy, o ¢, - kovariacijy vektoriy tarp T ir
Zy.

Pilno populiacijy apibréztumo atveju Bajeso diskriminantiné
funkcija (BDF) yra

WE(Zo, W) = (Zo — (u1e + U20)/2) (ar — M2e) /0 + 77,
&ia g, ir of yra sglyginis vidurkis ir salyginé dispersija:
e = E(Zo|T =t Q) = xoB; + ap(t—XB), [ = 1,2,
o2 = var(Z,|T = t,Q;) = C(0) — ¢, ¢,
Xo = (x1(S0), ..., x4(Sp)) irag = =71,
Istacius salyginio vidurkio ir dispersijos iSraiSkas | BDF gauname

WE(Zo, W) =(Zo — ap(t — XB) — x01.B/2)' (xo1-B)/0f + 7", (5)
cialy = (Ig, Ip), I = (I, —1y).

Lema (Lema 2.1, 42 p.). Galiojant prielaidoms (Al) ir (A2) Bajeso
rizika susieta su BDF (5) yra

RG (W) = Xioi{mL(L D + g ®(—d/2 + (-Dy*/d)}.
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Cia ®(-) zymi standartinj normalyjj skirstinj, d? = (1, — Upe)?/0?
yra Mahalanobiso atstumo tarp salyginiy skirstiniy kvadratas. Sios
lemos jrodymas remiasi Gauso skirstinio savybémis.

Pakeitus vidurkj ir dispersijg jy MT jvertiniais, gauname jterpta
Bajeso diskriminanting funkcija (PBDF)

WE(Z,, ®) = (2, — ap(t— XB) — x)1.B/2) x
x (xol_B)/K6* +v*. (6)
Si funkcija taikoma skaliarinio GGRF stebinio priskyrimui j vieng
i$ dviejy klasiy.
Lema (Lema 22, 43p.). Aktualioji funkcijos WE(Z,, ®)
klasifikavimo rizika yra
RS (®) = Xiea{mL(L D + g:2(QD}. (7)
Cia
Ql = (_1)1((‘11 - B)sgn(x{,l_ﬁ)/at + V*55/|X61-§|0t),
a; =XoB; + ap(t—XPB), = 1,2,
b =ay(t—XB) +xpI,B/2.

Aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio formulé gaunama
skai¢iuojant RS (‘T’) vidurkj pagal mokymo imties T skirstinj

ER = Er (Rg(q’)) = Ep{3f1(m LD + g,2(0))}-

Si charakteristika jvertina diskriminantinés funkcijos efektyvuma
ir kokybe, taCiau dazniausiai jos analitinés iSraiSkos nepavyksta
gauti. Dél Sios priezasties tenka ieskoti budy, kaip ja aproksimuoti.
Siame darbe sifiloma aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio
aproksimacijos formulé, pagrista asimptotiniu skleidiniu. Parametry
vertinimui  naudojamas maksimalaus tikétinumo (MT) metodas.
Gausiniu atveju MT parametry jvertiniy savybés jrodytos Mardia ir
Marshall [16] teoremoje.
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Apibrézimas.  Aktualiosios  klasifikavimo  rizikos  vidurkio
aproksimacija (AER) vadinsime RE(®) Teiloro eilutés asimptotinj
skleidinj iki antryjy i$vestiniy tasky B = B, @ = 0 aplinkoje, i§ jo
pasalinus liekamajj narj.

Tolimesniems rezultatams i$vesti remsimés Sia prielaida:

(A3) Mokymo imtis T ir jvertinys © yra statistiskai
nepriklausomi.

Sia prielaida vadovavosi daugelis autoriy (pvz., Zhu ir Stein
[25]), kadangi Abt [1] jrodé, kad MSPE aproksimacijos, laikant, kad
T ir © tarpusavyje koreliuoja, tikslesniy rezultaty neduoda.

Teorema (Teorema 2.1, 45 p.). Tarkime, kad fokalinis stebinys Z,
yra klasifikuojamas pagal PBDF (6) ir laikykime, kad galioja (MM)
salygos bei (A3) prielaida. Tuomet aktualiosios klasifikavimo rizikos
vidurkio aproksimacija yra

AER =Y, 9®(Q)) + 9:90(Q)d(Kp + Kp)/20¢, )
Kg = NJ5'A N = opX —x4(1./2 +y*1_/d?), ] = X'271X,
Ko = tr(ZAg)g " AY) + (v)?splytsg/d?a?,
Ag = 08,/00',59 = B2)".

Cia ¢(-) — standartinio normaliojo skirstinio tankio funkcija.
Teoremos jrodymas pateiktas disertacijos 45-48 p., taip pat [A11].

Skaliarinio GGRF aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio
aproksimacijos isreikstiné forma eksponentiniam kovariacijos
modeliui

Aktualiosios  klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos
formuléje (8) Ag, J5* ir sg yra dalinés matricy ir vektoriy i$vestinés
nezinomy kovariacijos parametry 0 = (72,02, a,4, )" atzvilgiu.
Norint AER realizuoti praktiskai, reikia turéti iSreikStines S$iy
i$vestiniy formas, kurios priklauso nuo pasirinkto kovariacijy
funkcijos modelio. Disertacijoje (49-51 p.) yra uzrasytos Ag, J5* ir
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sg iSreikstinés formos geometriSkai anizotropinés eksponentinés
kovariacijy funkcijos modeliui.

Skaliarinio GGRF stebinio klasifikavimo uzdavinys j vieng is keleto
populiacijy
Siuo atveju sprendziamas stebinio Z, klasifikavimo j vieng i§ keleto
populiacijy (m > 2) uzdavinys bei tiriama klaidingo klasifikavimo
tikimybe, t.y. taikoma 0-7 nuostoliy funkcija. Pasirinkta faktorizuota,
be grynuolio kovariacijy funkcija C(h) = o?r(h), kur o2 yra
nezinomas mastelio parametras arba slenkstis, o r(h) yra zinoma
erdviniy koreliacijy funkcija. Taigi tiriama dalinio populiacijy
neapibréztumo situacija.

Kai klasiy skai¢ius m >2 sudaroma m—1 Bajeso
diskriminantiné funkcija

WE(Zo, ®) = (Zy — ag(t — XB) — ) die/oVK + vy,

kur gy =xo(By + Br)/2, ag=ceX™" ir dy yra salyginis
Mahalanobiso atstumas dy, = (U — i) /0e- K = 1 — t{R71rg, 1
yra erdviniy koreliacijy tarp mokymo imties T ir stebinio Z,
vektorius, 0 R Zzymi erdviniy Kkoreliacijy tarp T komponenéiy
matrica.

Sprendimo priémimo taisyklé: Z, priskiriamas populiacijai ;, jei

WE(Z,, W) =0, visiems Lk =1,...,m, k # L.

Pakeitus sglyginio vidurkio ir dispersijos iSraiskas jy jvertiniais,

gauname PBDF israiska

W5 (2o, ®) = (Zp — ap(t— XB) — ﬁlk),alk/é-\ﬁ + vk (9)

Lema (Lema 2.3, 52 p.). Gauso populiacijy klaidingo Klasifikavimo
tikimybé (klasifikavimo Klaida), pagrista Bajeso klasifikavimo
taisykle, kai m > 2, yra
PE(W) = 1- 3 m [, pwdu,
B={wu€R, dypu+di/2+y=0;l=1,..,m k #1}.
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Lema (Lema 2.4, 53 p.). Klaidingo klasifikavimo tikimybé susieta su
PBDF, kai m > 2, yra

PE(®) = 1- 5 m f, 9w,

Al = {u:u € Rl, C’ilku + (Mk + réR_IX(’G - B) - ‘l’l\lk)dAlk/O'\/E +
+v6/c=0;l=1,..,m k +1}.

Apibrézimas. Aktualiosios Klaidingo Kklasifikavimo tikimybés

vidurkis mokymo imties T skirstinio atzvilgiu vadinamas

aktualiosios klaidingo Klasifikavimo tikimybés vidurkiu (angl.
expected error (EER))

EER = Er (PE(®)).

Apibrézimas. Aktualiosios Klaidingo klasifikavimo tikimybés
vidurkio aproksimacija (AEER) vadinsime PZ(®) Teiloro eilutés

pasalintas liekamasis narys.

Teorema (Teorema 2.2, 58p.). Tarkime, kad stebinys Z,
klasifikuojamas pagal PBDF (9) ir laikykime galiojan¢iomis sglygas
(B1)-(B3) (zr. 56 p.). Tuomet aktualiosios Klaidingo klasifikavimo
tikimybés vidurkio aproksimacijos formulé yra

AEER = PE(W)+C/2 + D,
y: d '
¢iaC = Yty Ygs1mep (Z—ii + %) AR Ay 1210 e(Wikj) /K,
2
d
D=3, Zk>ln1:—lqu”z€0 (Z—Z: + %) [Tz eWikj)/dik.

Jrodymas yra pagristas PE(®) Teiloro eilutés skleidiniu taske
P = ¥ iki antryjy ivestiniy.
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Vektorinio GGRF stebinio klasifikavimo uzdavinys j vieng is dviejy
populiacijy

Vektorinio GGRF {Z(s):s € D c R?} stebinio Klasifikavimo

uzdavinys buvo sprendziamas [12], taCiau Sioje publikacijoje

analizuojama klasifikavimo klaida, o ne klasifikavimo rizika. Be to,

tiriama dalinio parametrinio neapibréZtumo Situacija. Disertacijoje

Sie rezultatai iSplésti iki pilno parametrinio neapibréztumo bei

taikoma bendra nuostoliy funkcija, t.y. tiriama klasifikavimo rizika.
Stebinio Z(s) populiacijoje Q; modelis yra

Z(s) = B;x(s) + £(s),

x(s) yra g X 1 regresoriy vektorius, B; yra q X p parametry matrica,
0 atsitiktiné klaida generuojama p — maciu nulinio vidurkio GGRF
{e(s):s € D} su faktorizuota kovariacijy funkcija be grynuolio, kuri
visiems s,u € D apibréziama cov{e(s),e(u)} = r(s —u)S. Cia
r(s —u) erdviné Kkoreliacijy funkcija, o S yra p Xp dydZio
kovariacijy matrica tarp stebimy poZzymiy. Reikéty akcentuoti, kad
pasirinkta faktorizuota kovariacijy funkcija salygoja Siek tiek
siauresnj parametrinj neapibréztuma nei buvo analizuojamas
skaliariniu atveju.

Stebima mokymo imtis T, kurios modelis yra T = XB + E. Cia X
yran x 2q plano matrica, B’ = (B3, B5) —p X 2q vidurkio prametry
matrica ir E yra n X p atsitiktiniy paklaidy matrica, kurios skirstinys
E~N,,(0,R ® S). Siekiama fokalinj stebinj Z, priskirti vienai i§
dviejy klasiy. Salyginis Z, skirstinys, kai T =t, yra Gauso su
salyginiu vidurkiu ir saglygine dispersija

e = BiXo + ap(t — XB),
S: =KS,K=1-rjR™1r,.

MT jvertiniais pakeitus nezinomas parametry reik§mes, gaunama
PBDF israiska

WE(Z, ®) = (Zo — @ (t— XB) — x41,B/2) x
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x §71(xpI_B)/K +v*. (10)
Tuomet aktualioji klasifikavimo rizika, atitinkanti $ig PBDF, yra

Rg("l\’) = 212:1{”1L(l’ D+ ngD((?l)},

@ = (-1'((a - b)8B'Ix, +v"K)/ Jx61_§§—1s§—1§’l’_x01(,
a; =xoB; + ap(t—XB), I = 1,2, b = @y (t — XB) + x¢1,B/2.

Teorema (Teorema 2.3, 62 p.). Tarkime, kad siekiama klasifikuoti
fokalin] stebinj Z,, naudojant PBDF (10), bei laikykime, kad galioja
(MM) salygos ir (A3) prielaida. Tuomet aktualiosios klasifikavimo
rizikos vidurkio aproksimacijos israiska yra

AER = RE (W) + 9101 {A'RoAd/K + (p — Dx(I_RoI-xo/Kd +
+tr(F, Vy) + tr(F, V) + 2tr(F3Vy9)}/2,

Gia @1 = @(=d/2 —y*/d), kur d* = (Wyr — Me)'S (Mg + Mpe) —
salyginis Mahalanobiso atstumo kvadratas.

A=Xay— (,/2+7'1./d®)xo, Ry = (X'R7IX)
F, =D, ((s-lAuAp’s-l ® STIAPAW'S D (¥*)2K /A* +
+S~1ApAW'S ™t @ (571 — S~1ApAN'S/d?) ) D,/ (dVEK),
Ap = py — py.
F, = (tr(AyRAyVy)A? + (v")?KVyKy)/A3VK,
F = Djy(S™'Ap ® S M) (y*) K /A,
D, Zzymi p% X (p(p + 1)/2) dydzio dublikacijos matricg (angl.
duplication matrix), Ag = 0d,/ 99" (9= (a,A @)) yra nxk
daliniy i§vestiniy taske 9 =9 matrica, 0 Kg = 9K/ 09’ — kx 1

dydzio vektorius sudarytas i$ daliniy i$vestiniy taske 9 = 9. Vg —
informacijos matricos atvirkstiné.
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Vektorinio GMRF stebinio klasifikavimo uzdavinys j vieng is dviejy
populiacijy

Siame skyriuje sprendziamas vektorinio Gauso-Markovo atsitiktinio
lauko (GMRF) {Z(s):s € D c R?} stebinio klasifikavimo uzdavinys
1 vieng i§ dviejy populiacijy su 0-1 nuostoliy funkcija.

Kaip jau buvo minéta, geostatistiniai modeliai taikomi tolydiems
erdviniams procesams su tiesiogiai apraSoma parametrine kovariacijy
funkcija. Tokie modeliai reikalauja daug kompiuterinio laiko
operacijoms su kovariacijy matricomis atlikti (Lindgren ir kt. [14]).
Tuo tarpu GMRF modeliai yra tiesiogiai apraSomi retomis (angl.
sparse) tikslumo matricomis (angl. precision matrix). Erdviniai
rySiai yra modeliuojami pagal tam tikrg kaimynystés schemg, tokiu
biidu Zzenkliai sumazinamas skai¢iavimo uzdaviniy sudétingumas
(operacijy skai¢ius). Taigi pagrindinis skirtumas, lyginant GGRF ir
GMREF, yra kovariacijy matricos struktiira. Naudosime de Oliveiros
ir Ferreiros [18] pasitlyta kovariacijy funkcijos parametrizavimo
forma, kuri pasirinkta dél patogios klasifikavimui iSraiskos bei pilnai
istirty MT jvertiniy savybiy baigtiniam n.

Stebinio Z(s) modelis apibréziamas taip pat kaip ir vektorinio
GGRF atveju, ty. Z(s) = B;x(s) + €(s). Pirmoji komponenté
sutampa su GGRF modelio, 0 €(s) yra generuojama ant gardelés p —
maciu nulinio vidurkio daugiamac¢iu GMRF {&(s):s € D} ir yra
susijusi su tam tikra kaimynystés schema.

S,={s; €D,i=1,..,n} Zymésime erdvés tasky rinkinj, kuris
formuoja taisyklingg arba netaisyklingg gardele, ir jame stebime
mokymo imtj T. S, = S U S®@ sudarytas i§ dviejy poaibiy, kur
S® sudaro n; stebéjimy i§ populiacijos Q;, [ = 1,2. S, elementus
sieja kaimynystés schema N = {N;:l =1, ...,n},0S} =S, U {sg} —
N° = {NP:1 =0,1,..,n}, &ia N, — tasko s; kaimyny aibé.

Remiantis de Oliveira ir Ferreira [18], sudaromos svoriy matricos,
su kuriy pagalba erdviniai svoriai susieti kaimynystés schema bus
jtraukti | kovariacijy matricg.
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H® = (h{;:i,j = 0,1,..,n) ir H= (hj:i,j=1,..,n), kuriy
elementai yra

R if i=j

h?] = _Wij lfl € ]V].O’ kur h? = ZjENlp Wijl l’] = 0’1’___’71,
0 kitu atveju

hij = _Wij lfl (S [V] , kur hi = ZjENiWij’ l’] = 1’ e, N

0 kitu atveju

Cia wy, >0 (wy, =wy) yra erdviniai svoriai, kurie nusako
panasumg tarp [ —ojo ir k—ojo erdvés tasky. Tolimesniuose
skai¢iavimuose naudosime vektorius, sudarytus i§ svoriy: wj =
(W01' ---:Won) ir WLI = (WiO' o Wi, Wit 1, ""Win)’ i=1,..,n

Mokymo imties skirstinys yra Gauso, jj galima uzraSyti dviem
budais:

» vektorizuotai mokymo iméiai T~Np, (vec(B'X"),02V(a) @ A™1),
» matriciniu pavidalu T*~N,y, (XB,0?V(a) @ A™1).

Cia X yra plano matrica, B’ = (B}, Bj) — vidurkio parametry
matrica, V(a) = (I, + aH)™? Zymi mokymo imties T erdviniy
koreliacijy matrica, o A yra p X p dydzio koreliacijos tipo matrica,
kurios pagrindinés jstrizainés elementai yra lygis 1, O
nediagonaliniai elementai yra {—A;;}.

Duotai mokymo imties realizacijai T = t (arba T* = t*) stebinio
Z, populiacijoje Q; salyginis skirstinys yra p —matis Gauso su
salyginiu vidurkiu p;; ir sglygine dispersija S;:

w;: = B;x, + (a{, X Ip)(t — vec(XB)) =

= Bix, + (ap @ I,)(t* — XBY’,
2

St = pOA_l, kur Po = Tahol
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Tuomet Bajeso diskriminantiné funkcija ir jg atitinkanti klaidingo
klasifikavimo tikimybé yra

WB(Zy, W) = (1 + ahy)(Zy — o) (T* — XB) — x4, B/2) x
x Ax{I1_B/c? + v,
P§ (W) = X m®(—d/2 + (-Dly/d),
kur y =In(m; /mz), d? = (u} — u9)'A(uy — n3)/po — salyginio
Mahalanobiso atstumo kvadratas, o u? = B;xo,l = 1,2.
Nezinomus populiacijy parametrus pakeitus MT jvertiniais ¥ =
(B, 42), gauname PBDF
’ - !
WE(Zo, ®) = (1 + aho) (Zo — (T* — XB) @ — B'I4X/2) X
x AB'I. x,/6% +v.
Ja atitinkanti aktualioji klaidingo klasifikavimo tikimybé yra
P§(P) = X1 m@(Q),

kur
. (1+aho)(x5(B1-1,B/2)+agX(AB) )AB 1 x, +y 52

Ql =(-1D

angl_ﬁAﬁ'le0(1+ah0)
CiaAB =B — B.

Kaip ir GGRF atveju, pateikiame aktualiosios klaidingo
klasifikavimo tikimybés vidurkio aproksimacijos formule (Teorema
2.4,70p.)

AEER = Y2, m®(—d/2 + (-DYy/d) + myp(—d/2 — y/d) X
X {FoRgFod/ko + (p — Dxol_Rpl_x,/(kod) + 2y%/d(np — 2¢)}/2,
Fy = X'ap — (I4/2 + y1_/d?)x,,

Ry = (X'V1X) " ko = 1/(1 + ahy).
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Pastaba. Aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos
formulé skaliariniam GMRF publikuota [Al].

Skaitiniai eksperimentai ir taikymai

Disertacijos  treCiajame  skyriuje  pateikti  tokie  skaitiniai
eksperimentai ir taikymai:
e Neparametrinio testo galios tyrimas. Testo galia buvo tiriama
statistinio modeliavimo buidu, vertinamas nulinés hipotezés atmetimy
skaiCius. Nustatyta, kad Sio kriterijaus galia did¢ja augant slenkscio
atstumo parametro reikSmei bei didinant atstumy tarp erdveés tasky
(angl. lags) skaiciy.
o Kovariacijos parametry jtaka AER. Tiriama, kaip skirtingi
statistiniai parametrai veikia klasifikavimo rizikos aproksimacija.
Nustatyta, kad AER labiausiai turi jtakos Mahalanobiso tarpklasinis
atstumas ir slenkscio atstumas (erdvinés koreliacijos plotis).
e PBDF taikymas vertinant invaziniy moliusky (lot. Dreissena
polymorpha) pasiskirstyma Kur$iy mariose.

Pastarojo uzdavinio tikslas — sudaryti matematinj modelj,
leidziant] jvertinti vienos i§ invaziniy moliusky rasiy (dreiseny)
paplitimg Kur$iy mariose, taikant tiesing diskriminanting analizg,

pagrista disertacijoje pasitlytomis iterptomis Bajeso
diskriminantinémis funcijomis, bei jvertinti teisingo klasifikavimo
tikimybe.

Pristatysime Gauso-Markovo modelj. Mokymo imtj sudaro 39
stebéjimo taSkai (n = 39) — stacionarios stotys KurSiy mariose,
kuriose stebimi trys pozymiai: druskingumas, vandens atsinaujinimo
greitis bei gylis. Taip pat stotyse fiksuojamas dreiseny
buvimo/nebuvimo faktas. Pagal pastargjj pozymj mokymo imtj
sudarancios stotys priskiriamos vienai i§ dviejy klasiy. 1 pav.
pavaizduotas stoCiy iSsidéstymas. Raudonais taSkeliais pazymétos
stotys, kuriose dreiseny neaptikta (n, = 22), 0 pilkais — stotys,
kuriose jy aptikta (n, = 17). Duomeny fragmentas pateiktas 1
lenteléje.
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Priklausomu pozymiu Z(s), pagal kurj atlickamas klasifikavimas,
gali biiti bet kuris i$ trijy stebimy pozymiy. Like pozymiai gali buti
jtraukiami j vidurkio modelj kaip regresoriai (kovariatés). Erdviné
informacija | modelj gali biiti jtraukiama trimis skirtingais budais: |
vidurkio modelj, j kovariacijy funkcija bei vertinant apriorines
tikimybes.

o . R

@ ¢
e, <)
1 pav. Stebéjimo tasky iSsidéstymas Kur$iy mariose

1 lentelé. Duomeny fragmentas

vandens . .
X atsinaujinimo  druskingumas gylis Klasé (dreiseny
y o aptikta/neaptikta)
greitis
21.1302 55.6553 24,71 2.89747 6.14803 1
21.1448  55.6352 26.89 2.53391 3.15062 0
21.1334  55.6309 28.58 2.49225 3.16278 0

Sio tyrimo tikslas yra, remiantis turima mokymo imtimi, sudaryti
tiksliausig modelj, kurj biity galima taikyti nestebimo tasko Kursiy
mariose (fokalinio taSko) priskyrimui vienai i§ dviejy klasiy: 1)
aptinkama dreiseny, 2) dreiseny neaptinkama.
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Ieskant geriausio modelio disertacijoje buvo varijuojama tiek
priklausomo pozymio Z(s), tiek kovariaciy parinkimu, tiek
sukauptos geografinés informacijos panaudojimu. Nustatyta, kad
geriausiai dreiseny pasiskirstyma (77% tikslumu) galima klasifikuoti
pagal vandens atsinaujinimo greitj, naudojant pastovaus vidurkio
modelj ir tik artimiausius kaimynus, erdving informacijg jtraukiant j
kovariacijy funkcijg ir aprioriniy tikimybiy vertinima.

Taip pat pastebéta, kad atsizvelgiant j erdving koreliacija,
klasifikavimo tikslumas gana Zenkliai iSauga, o Vvertinant apriorines
tikimybes tikslinga jtraukti tik artimiausiy kaimyny duomenis.

ISvados

Pasifilytas neparametrinis testas geometrinei anizotropijai nustatyti
yra nesunkiai realizuojamas ir gali buti taikomas kaip alternatyva
kity autoriy sitilomiems kriterijams. Sio kriterijaus galia didéja
augant slenksCio atstumo parametro reikSmei bei didinant atstumy
tarp erdvés tasky skaiciy.

Isvesta aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijos
formulé¢ bei gautos parametry asimptotiniy kovariacijy matricy
iSraiskos gali biiti panaudotos erdviniy im¢iy plany optimizavime,
ty. AER gali buti panaudota, kaip tikslo funkcija sprendziant
globalaus optimizavimo uzdavinj.

Remiantis atlikty eksperimenty rezultatais, nustatyta, kad:
e erdvinés koreliacijos jtraukimas j modelj gerina sitlomy
klasifikatoriy efektyvuma;
e aktualiosios klasifikavimo rizikos vidurkio aproksimacijai
labiausiai daro jtakg Mahalanobiso tarpklasinis atstumas ir
slenkscio atstumas (erdvinés koreliacijos plotis);
e didesnis anizotropijos santykis didina AER reikSmes esant
zemoms slenks¢io atstumo reik§méms, taciau jo jtaka néra labai
Zymi.
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Pritaikius disertacijoje siilomas diskriminantines funkcijas invaziniy
moliusky pasiskirstymo Kursiy mariose vertinimui, nustatyta, kad:
e erdvinés informacijos jtraukimas j modelj Zenkliai padidina
klasifikavimo tiksluma;
o didesnis  klasifikavimo tikslumas pasiekiamas aprioriniy
tikimybiy vertinimui naudojant tik artimiausiy kaimyny
duomenis;
o tiriamam atvejui GMRF modelis yra pranasesnis nei GGRF.
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Summary

The thesis is devoted to the linear discriminant analysis of spatial
data. We propose original discriminant functions based on plug-in
Bayes classification rule and examine classification risk of the
proposed classifiers.

This doctoral thesis consists of the introduction, three chapters,
conclusions and bibliography.

Chapter 1 is designated for Gaussian models and their
characteristics. It includes the issues of modelling spatial data,
discusses the estimators for spatial models and presents a non-
parametric test for detecting the geometric anisotropy.

Chapter 2 presents the main results of the thesis concerned with
discriminant analysis of spatial data. Firstly the general definitions
related with discriminant analysis are introduced. Later the formulas
for Bayes risk and actual risk as well as formulas for error rates and
actual error rates for the different number of populations are
presented. Then the problem of classification of GGRF observation
is analyzed. The Bayes risk associated with Bayes discriminant
function and the asymptotic approximation formula of expected risk
are derived. The above mentioned results are obtained for the
univariate and multivariate cases and for different number of
populations. Also the closed-form expression of asymptotic
covariance matrix for exponential covariance model is presented.
Finally, the classification problem of GMRF observation into one of
two populations is solved.

The last chapter introduces the numerical experiments and
applications.
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