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1 Jzanga

Disertacijoje yra nagrinéjami diferencialinis Sturmo ir Liuvilio
uzdavinys su pirmaja klasikine ir antraja nelokaligja dvitaske
krastine salyga ir §io uzdavinio diskretusis analogas. Siomis lygti-
mis aprasom jvairios realaus gyvenimo situacijos, neatitinkancios
klasikiniy uzdaviniy salygy. Diferencialinémis lygtimis su nelo-
kaliosiomis krastinémis salygomis gali buti aprasoma daug Siuo-
laikineés fizikos (Siluminio laidumo ir difuzijos [Ionkin 1977], tam-
prumas [Gordeziani 2000], siluminio laidumo [Day 1982, 1983],
biologijos ir biotechnologiju [Schuegerl 1987], [Nakhushev 1995],
chemineés difuzijos, populiacijy dinamikos, medicinos moksly ir
kity sri¢iy [Gordeziani, Davitashvili 1999]) uzdaviniu. Aukstes-
nés eilés diferencialiniy lygciy krastiniai uzdaviniai paprastai at-
siranda i$ techniniy taikymy. Dazniausiai tai buna daugiataskiai
uzdaviniai n-tosios eilés paprastosioms diferencialinéms lygtims.
Siems uzdaviniams pastaruoju metu mokslinéje literatiiroje ski-
riama nemazai démesio, jie tiriami tiek uzsienio, tiek Lietuvos
mokslininky darbuose.

Gana nauja sritis, susijusi su sio tipo uzdaviniais, yra diferen-
cialiniy lygciy su nelokaliosiomis krastinémis salygomis spektro
tyrimas. Tikriniy reikSmiy uzdaviniai su nelokaliosiomis kras-
tinémis salygomis yra glaudziai susije su diferencialiniy lygciy
krastiniais uzdaviniais [Boucherif 2001], [Infante 2003], taciau
tokio tipo uzdaviniai yra kur kas maziau nagrinéti negu klasi-
kiniy krastiniy salygu atvejai. Panasus uzdaviniai operatoriams
su daugiataskémis krastinémis salygomis nagrinéjami darbuose
[Cao, Ma 2000], [Gulin, Morozova 2003]. Taciau tikriniy reiks-
miy uzdaviniai diferencialiniams operatoriams su nelokaliosiomis
krastinémis salygomis yra kur kas maziau nagrinéti negu klasiki-

niy krastiniy salygy atvejai.



2 Disertacijos moksliné problema ir

tyrimo objektas

Diferencialiniy uzdaviniy su nelokaliosiomis krastinémis salygo-
mis spektro tyrimas yra svarbus nagrinéjant diferencialiniy ir
diskreciyjy uzdaviniy sprendinio egzistavimg ir vienatj, tiriant
baigtiniy skirtumy schemy stabilumg ir pagrindziant iteracinius
metodus Siems uzdaviniams. Spektro struktiros tyrimas taip pat
labai svarbus ir gali buiti nagrinéjamas kaip atskiras tokio tipo
uzdavinys.

Disertacijoje pateikiami rezultatai praplecia ir papildo iki Siol
kity mokslininky gautus rezultatus, nes tiriamos panasiy uzda-
viniy spektro struktura ir spektro strukturos priklausomybé nuo
nelokaliyjy krastiniy salygy parametry. Disertacijoje istirta Stur-
mo ir Liuvilio uzdavinio su viena klasikine salyga kairiajame kras-
te ir kita nelokaligja dvitaske krastine salyga, priklausancia nuo
dvieju parametry (o diskreciuoju atveju dar ir nuo tinklelio tasky
skaiciaus), spektro struktura ir priklausomybé nuo siy paramet-
.

Pagrindinis disertacijos tyrimy objektas yra Sturmo ir Liuvi-
lio uzdavinys su viena klasikine (Dirichlé tipo u(0) = 0 arba Ne-
imano tipo «/(0) = 0) krastine salyga ir kita nelokaliaja dvitaske
krastine salyga. Disertacijoje nagrinéjamos keturiy tipy dvitas-
kés nelokaliosios krastinés salygos, priklausancios nuo parametry
€ ir . Taip pat tiriami diskretieji Sturmo ir Liuvilio uzdaviniai
su Dirichlé arba Neimano tipo klasikine krastine salyga ir dviejy
tipy neliokaliosiomis taskinémis salygomis, kurios aproksimuoja

dvitaskes difrerencialinio uzdavinio salygas.



3 Tikslas ir uzdaviniai

Pagrindinis disertacijos tikslas yra istirti diferencialinio ir diskre-
¢iojo Sturmo ir Liuvilio uzdavinio su viena klasikine ir antraja

dvitaske nelokaligja krastine salyga spektro struktira.

o Diferencialinio Sturmo ir Liuvilio uzdavinio atveju nagriné-

jamos dvitaskés nelokaliosios salygos:

kai v € R ir £ € [0,1]. Pagrindiniai uzdaviniai:

- rasti pastovigsias tikrines reikSmes, nepriklausancias

nuo parametro 7y;

- rasti charakteristinés funkcijos nulius, polius, kritinius
taskus;

- apraSyti spektrines kreives, istirti jy savybes;

- istirti spektrines srities priklausomybe nuo nelokaliyju
salygy parametro £ ir nustatyti bifurkacijos taskus ir
tipus.

o Diskre¢iojo Sturmo ir Liuvilio uzdavinio atveju nagrinéja-
mos nelokaliosios krastinés salygos:
Um+1 - Umfl
2h ’
Kairiajame kraste pasirinkta viena i$ salygu

Un=7 Un = vUn.

Uy = 0, Uy = Up.

Diskretusis uzdavinys gautas aproksimuojant diferencialinj
uzdavinj baigtiniy skirtumy schema. Pagrindiniai uzdavi-

niai:



- rasti pastovigsias tikrines reikSmes, nepriklausancias

nuo parametro y;

- rasti charakteristinés funkcijos nulius, polius, kritinius

taskus;

- nustatyti siy tasky priklausomybe nuo tinklo tasky
skaiciaus;

- istirti spektriniy kreiviy elgsena ypatingy tasky aplin-
koje;

- surasti rysius tarp siy tasky skaiciaus.

4 Tyrimy metodika

Tiriant diferencialinj ir diskretyji Sturmo ir Liuvilio uzdavinius
su dvitaske nelokaligja salyga, naudojamas charakteristinés funk-
cijos (angl. Characteristic Function) metodas [166, Stikonas, Sti-
koniené 2009], [102,104, Peciulyté, Stikonas 2006, 2007]. Sio uz-
davinio spektro savybés priklauso nuo charakteristinés funkcijos,
nuliy, poliy, pastoviyju tikriniy reikSmiy tasky ir kritiniy tasky
pasiskirstymo. Ir realiosios, ir kompleksinés spektro dalies ty-
rimas yra papildytas skaitiniais eksperimentais, kuriy rezultatai

iliustruoti charakteristiniy funkcijy ir spektriniy kreiviy grafikais.



5 Darbo struktura ir pagrindiniai

rezultatai

Disertacijoje itirta diferencialinio ir diskre¢iojo Sturmo ir Liuvi-
lio uzdavinio su viena klasikine pradine salyga kairiajame kraste
ir kita nelokaliaja dvitaske krastine salyga spektro struktura ir
priklausomybé nuo nelokaliosios salygos parametry. Irodyti tei-
giniai apie charakteristinés funkcijos savybes. Disertacijoje tiria-
mos spektriniy kreiviy savybés ir bifurkacijos.

Disertacija sudaro jvadas, trys skyriai, bendrosios iSvados ir
literatiiros sarasas. Disertacijos apimtis-137 puslapiai, literatu-
ros sarase 174 jrasai. Pagrindinés sgvokos apibréztos pirmajame
skyriuje ir is dalies jvade.

Disertacijos jvade pateikti kity autoriy rezultatai tiriant uz-
davinius su nelokaliosiomis krastinémis salygomis. Gana placiai
paminéti Lietuvos mokslininky grupés (M. Sapagovas, R. Ciegis,
A. Stikonas, O. Stikoniené ir kt.) darbai $ia tematika. Dauge-
li rezultaty galima rasti apZvalginiame straipsnyje [162, Stikonas
2014]. Pristatytas charakteristinés funkeijos metodas [166, Stiko-
nas, Stikoniené 2009] ir pagrindiniai kity autoriy rezultatai tai-
kant § metoda [102, 104, Peciulyte, Stikonas 2006, 2007], [160,
Stikonas 2007]. Straipsnyje [166] $is metodas buvo naudojamas

tiriant uzdavinio
—u" =M, te€(0,1), (1)

u(0) =0, u(l) = yu(f), (2)

spektra. Kompleksinés tikrinés reikSmés ir spektrinés kreiveés is-
samiai pradétos tirti darbuose [166], [A3, A. Skucaiteé, K. Skucaité-
Bingelé, S. Peciulyté, A. Stikonas 2010]. Sturmo ir Liuvilio uz-
davinys su integraline nelokaliaja salyga visiskai istirtas [155, A.
Skucaite, Stikonas 2015], Siame straipsnyje taip pat pirma karta
apibrézta spektrinés kreivés savoka.
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Toliau aprasomi pagrindiniai disertacijos rezultatai. Formu-
luojant teoremas, lemas ir iSvadas, skliausteliuose pateikti diser-
tacijoje naudojami pavadinimai angly kalba. Teiginiy numeraci-
ja skliausteliuose reiskia disertacijoje naudotg numeracija ,,sky-

rius.numeris’.



5.1 1 skyrius. Diferencialinis Sturmo ir Liuvilio
uzdavinys su dvitaske nelokaligja krastine

salyga
Pirmajame disertacijos skyriuje tiriamas Sturmo ir Liuvilio uzda-

vinys su viena klasikine pradine salyga kairiajame kraste ir kita
nelokaligja dvitaske krastine salyga

—u" =X, te(0,1), (3)
u(0) =0, (4)
u(1) = /(¢ (5)

su parametrais v € R ir £ € [0,1]. Sio skyriaus rezultatai publi-
kuoti straipsnyje [A1, K. Bingele, A. Bankauskiené, A. Stikonas,
2020).

Apibrézkime atvaizdj A : C — C, \(q) = (7rq)2. Tada atvirks-
tinis atvaizdis yra daugiareiksmis ir taskas A = 0 yra pirmosios
eilés Sakojimosi taskas (angl. Branch Point). Taskas ¢ = 0 (angl.
Ramification Point) yra svarbus analizuojant nagrinéjama uzda-
vinj.

Apibrézkime aibes C, := R,UC UC,, kur R, := Ry URS U
ROR, ={g=2+weC:x=0,y>0}, R :={g=a+we
(C:a:>0,y:0},]R2::{q:O},(C;::{q::L‘+LyE(C:x>
0,y >0} irC, :=={¢g=2+weC: x>0, y<0}. Atvaizdis
A = (mq)? yra bijekcija i3 srities C, i kompleksing plokstuma C.
Kiekvieng Sturmo ir Liuvilio uzdavinio tikrine reikime A atitinka
tikrinés reiksmes taskas ¢ € C,. Realigsias tikrines reikSmes
atitinka tikriniu reikimiy taskai ¢ € R,={q € C,: A = (7q)? €
R}.

Netrivialus Sturmo ir Liuvilio uzdavinys (3)—(5) egzistuoja
tada, kai ¢ € C, yra lygties

sin(mq)
Tq

=~y cos({mq) (6)



saknis. Apibrézkime dvi sveikasias funkcijas:

Z(z) = sin(wz); P¢(z) :=cos(émz), z€C. (7)

Tz

Siy funkcijy nuliy taskai yra svarbiis analizuojant ir aprasant
Sturmo ir Liuvilio uzdavinio spektrines kreives. Be to, funkcijos
Z(q), q € Cg, nuliy taskai z;, sutampa su klasikinio uzdavinio,
kai v = 0, tikriniy reiksSmiy tasky aibe:

Z:={y=1€eN}, N={1,2,3,...}. (8)

Kai ¢ # 0, visi funkcijos P¢(q), ¢ € C4 nuliai yra paprasti (nekar-
totiniai), realus teigiami skaiciai, priklausantys aibei

Ze={pr = (k—1/2)/¢, ke N}. (9)

Pastoviosios tikrinés retksmés nepriklauso nuo nelokaliyjy sa-
lygu parametro v [166]. Kiekvienai pastoviajai tikrinei reikSmei
A € C) egzistuoja pastoviosios tikrinés reiksmés taskas q € C,.
Pastoviyjy tikriniy reiksSmiy taskai yra sistemos

Z(q)=0,  Peq) =0, (10)

Saknys. Pastoviyjy tikriniy reikSmiy tasky aib¢ Zymésime Ce.
Kai ¢ € Q, laikysime, kad £ = m/n, m,n € N, 0 < m < n,
ir ged(m,n) = 1, ¢a ged(m, n) yra dvieju (teigiamy) sveikyjy
skaiciy m ir n didziausias bendras daliklis. Taip pat naudosime
zyméjimus N, := {2k — 1, k € N}, N := {2k, k € N}.

1.1 lema (Lemma 1.6). Sturmo ir Liuwvilio uZdavinio (3)—(5)
pastoviosios tikrinés reiksmés egzistuoja tik racionaliostoms pa-
rametro £ = m/n € (0, 1), m € N,, n € N, reiksméms ir yra
lygios As = (mcs)?, ¢s := (s —1/2)n, s € N.



Apibrézkime meromorfine funkcija:

Z(z)
Pe(2)’

Ye(2) = 1e(%; ) = z€C. (11)

Meromorfing funkcija . srityje C, vadiname kompleksine cha-
rakteristine funkcija [166].

Jeigu c € C¢, t. y. Z(c) = 0 ir Pg(c) = 0, turime kompleksi-
nés charakteritinés funkcijos pasalinamajj singuliaryjj izoliuotajj

taska ir siy tasky (kai m € N,, n € N,) seka ¢; = p, = 1.,
ks=m(s—1/2)+1/2, ls=n(s—1/2), s e N. (12)

Kompleksiné-realioji charakteristiné (arba tiesiog charakteris-
tiné) funkcija [166] v = v(q) yra iSraiska kompleksinés charak-
teristinés funkcijos 7. srityje D¢ := {q € C,; : Im.(q) = 0},
t. y. 7: D¢ — R. Charakteristiné funkcija y(¢) apraso para-
metro v reikSmes taskuose q € Dy, tokias, kurioms egzistuoja
nepastoviosios tikrinés reikSmeés A = (7Tq)2. Tokiems v9 € R ne-
pastoviujy tikriniy reiksmiy tasky aibé & (o) := v 1 (o). Taigi
De = UyerEe (7). Spektriné sritis yra aibé Ng = D UC¢ fiksuotai
£ reiksmei.

Sturmo ir Liuvilio uzdaviniui (3)—(5) su dvitaske nelokaliaja
krastine salyga egzistuoja trijy tipy kritiniai taskai: pirmosios,
antrosios ir treciosios eilés. Kritiniy tasky aibe pazymékime Ke.

1.2 pastaba (Remark 1.11). Kai £ =&, = %, taskas ¢ = 0 yra
treciosios eilés kritinis taskas plokstumoje Cy, bet tikriné reiksmé
A = 0 yra tik pirmosios eilés kritinis taskas, nes A = 0 yra at-
vaizdZio N = (1q)? Sakojimosi taskas. Jeigu & # &, taskas A =0
néra kritinis taskas.

Jei qo € De = Uyer&e(7) ir v¢'(q0) # 0, t. y. go néra kritinis
taskas, & () yra glodi parametrineé kreive N : (79— 1,70 +02) C
R — C, tasko gp aplinkoje ir V' (y9) = go. Galime pridéti rodykles
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sioms kreivéms. Rodyklé rodo kryptj, kuria parametro v reikSmé
didéja. Tikriniy reikSmiy taskai & (y) juda Siomis kreivémis kin-
tant parametrui v. Vadiname Sias kreives spektrinémis kreivémis.
Charakteristinés funkcijos nuliy taskai néra kritiniai taskai ir juy
aplinkoje spektriné kreivé priklauso R;.

Kritiniame taske gp parametro 7 reiksmeé yra 0 < |y(qo)| < oo,
ir galime tarti, kad Siame kritiniame taske kelios spektrinés krei-
vés susikerta, kai v = 7(qo). k-tosios eilés kritiniame taske spekt-
rinés kreives keicia kryptj ir spektriniy kreiviy sudaromas posi-
kio kampas yra w/(k + 1). Naudojame ,deSiniosios rankos tai-
sykle“, t. y. spektrinés kreivés kritiniame taske pasuka desinén.
Spektrines kreives numeruojame taip: jeigu taskas ¢ = | € Z,
kai v = 0, yra spektrinés kreivés taskas, tokia spektrine krei-
ve vadinsime requliarigja spektrine kreive Nj. Kritinius taskus
numeruojame spektriniy kreiviy, einanciy per kritinj taska, in-
deksy seka. Taigi N = {N(v),y € RN(0) =1}, | € Z.
Kai £ = 1, turime papildoma pusiau reguliarigjq spektrine kreive
No == {N(7),7 € (0;+00), N(1) = 0} = R, U [0;1/2).

Visiems pastoviyjy tikriniy reiksmiy taskams c; € C¢ apibré-
ziame nereguliarigjq spektrine kreive (sudaryta tik i$ vieno tasko)
N, = {c¢j}. Pastebime, kad nereguliarioji spektriné kreive gali
sutapti su reguliariosios spektrinés kreivés tasku.

Jeigu ¢ € [0,1] reikSmeé didéja nuo 0 iki 1, funkcijos Pe(q)
nuliy taskai pp = (kK —1/2)/¢, k € N, juda | kaire, o funkcijos
Z(q) nuliai z; = [, | € N, nekinta. Kai p; sutampa su z;, gauname
pastoviosios tikrinés reikSmeés taska cs = pg, = 21, = n(s — 1/2),
s € N. Siuo atveju atsiranda kilpos tipo kreive, kuria sudaro
dvi spektrinés kreives. Gauname nulio ir poliaus tipo bifurkacijg
Bzp: (215 Pk,) = €5 = (141,055 Pl 214 big 1o4+1)-

Bifurkacija Bzp suformuoja tokj kritiniy tasky iSsidéstyma
bl —1,0a+15 Blo11,00s Pho» 2105 big .41 ir kilpos tipo kreive (kuria su-
formuoja spektrinés A, ir N ;1) kompleksinéje spektro dalyje

10



Cy4. Kol parametro § reiksme didéja, si kilpos tipo kreivé ple-
c¢iasi, o poliaus taskas py, juda kairén stumdamas kritinj taska
bi,+1,, link kito kritinio tasko by, _1,41. Sie du pirmosios eilés
kritiniai taskai yra tarp nulio tasko z;,_; ir poliaus tasko py,. Kai
& = &9, Sie du kritiniai taskai susijungia | vieng antrosios eilés
kritinj taskqg by, 1 ,4+1,, ir gauname antrosios eilés kritinio tasko
bifurkacijo Bap. Kai £ 2 Eop, kilpos tipo kreive (kurios viduje
taskai pg, ir z;,) iSnyksta ir turime dvi spektrines kreives N,
ir NV, 41, kurios kertasi pirmosios eilés kritiniame taske by, ;. 41.
Taigi fop: (bi,—1,0,41, b1, 41,0,) — bi,—10, 41,0, — -
Sios dvi bifurkacijos Bzp ir fop pakeidia tasky seka

(b1, —1,055 21, Phs) = (Phs 215, bigig+1), kad 2, # 1. Jei £ = 1/2,
kilpos tipo kreivé apie taska ¢ = 1 egzistuoja, kai 1/2 < £ < 1.
Kai parametro £ reikSmeé didéja, vis daugiau nuliy ir poliy tasky
pereina j kilpos vidy. Si kilpa isnyksta, kai ¢ = 1.

5.2 2 skyrius. Spektrinés kreivés uzdavinio su kito
tipo nelokaliosiomis krastinémis sglygomis

Antrajame disertacijos skyriuje nagrinéjama keletas diferenciali-
niy Sturmo ir Liuvilio uzdaviniy su viena klasikine Dirichlé ar-
ba Neimano krastine salyga ir kita nelokaliaja dvitaske salyga.
Pagrindiniai sio skyriaus rezultatai publikuoti straipsniuose [A6,
K. Skucaité, S. Peciulyté, A. Stikonas 2009], [A5, K. Skucaité-
Bingelé, A. Stikonas 2011] (su Dirichlé salyga ir Neimano salyga),
[A4, K. Skucaité-Bingele, A. Stikonas 2013] (simetriné nelokalioji
salyga).

11



5.2.1 Sturmo ir Liuvilio uZzdavinys su klasikine Dirichlé
tipo ir kita dvitaske nelokaligja krastine salyga

Nagrinékime Sturmo ir Liuvilio uzdavinj su viena klasikine kras-
tine salyga
—u" =X, te(0,1), (13)
u(0) = 0 (14)

ir antraja nelokaligja dvitaske krastine salyga

u'(1) = yu(§), (151)
u'(1) =y (8) (152)

su parametrais v € R ir £ € [0,1]. Indeksas formulés numeraci-

joje nurodo nelokaliosios salygos atvejj. Sio uzdavinio realiosios

tikrinés reiksmeés tiriamos straipsniuose [100,102-104,107].
Netrivialusis sprendinys (tikriné funkcija) egzistuoja tada, kai

q yra sekancios lygties Saknis:

cos(mq) = VSJIIETTQ)7 (161)
cos(mq) = 7y cos({mq). (162)
Apibrézkime fukcijas:
Z(z) :==cos(mq); Pe(z):= sin;ﬁqﬂq)7 z €C, (171)
Z(z) == cos(mq); Pe(z):=cos({mq), z¢€C. (172)

Funkcijos Z(q), q¢ € C4 nuliy aibé yra
Z:={y=1-1/2, leN} (18)
Kai £ # 0 visi funkcijos P¢(q), ¢ € Cy, nuliai paprasti, realts
ir teigiami:
Ze={p=k/E, keN}, (191)
Ze:={pr=(k—1/2)/¢, k €N} (19)
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2.1 lema (Lemma 2.3). Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (13)—(151)
pastoviosios tikrinés reiksmés egzistuoja tik racionaliosioms para-
metro £ = m/n € (0, 1), m € Ne, n € Ny, reiksméms ir tikrinés

reiksmés lygios Ay = (mcs)?, ¢s == (s —1/2)n, s € N,

2.2 lema (Lemma 2.4). Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (13)—(152)
pastoviosios tikrinés reiksmés egzistuoja tik racionaliostoms pa-
rametro &€ = m/n € (0, 1), m,n € N,, reiksméms ir tikrinés
reiksmés lygios Ay = (wcs)?, ¢s :=n(s —1/2), s € N.

Sturmo ir Liuvilio uzdavinio (3)-(5) meromorfiné kompleksi-

né charakteristiné funkcija yra

~ Z(q) _ mqcos(mq)
=) = sinlerg)
_ Z(g) _ cos(mq)
%ele) = Pe(q)  cos(émq)’

2.3 pastaba (Remark 2.7). Pirmuoju atveju, kai § = 1, komp-

, qc¢ (Cq7 (201)

qc (Cq. (202)

leksiné charakteristiné funkcija . = wq cos(mwq)/ sin(mwq) yra tokia
pati kaip pirmojo skyriaus Sturmo ir Liuvilio uZdavinio komplek-
siné charakteristiné funkcija ¥ = mqcos(nq)/sin(nq), kai & = 1,
t. y. realioji charakteristiné funkcija ir spektrinés kreivés elgiasi
vienodai. Cia 7 =~"1.

Pirmosios nelokaliosios salygos atveju, kai parametras £ ma-
z€ja, tai funkcijos Pe(q) nuliai pr, = k/§, k € N, juda | desing,
o funkcijos Z(q) nuliai z; =1 —1/2, [ € N, nejuda (lieka pasto-
vus visiems ). Tokj pat bifurkacijos tipa turéjome pirmajame
skyriuje, kai parametro £ reikSmé didéjo. Pazymeékime tokj at-
virkstinés nulio ir poliaus bifurkacijos tipa
Bzp: (bu—100s Ph» 215 bio41) = s = (21,5 Dr,)-

Pries jvykstant 62113 bifurkacijai turime tasky seka b;,_1,,
21y Phyy bigio—1, bi,—11,4+1 ir kilpos tipo kreive (susiformavusia
i$ spektriniy kreiviy A, 1 ir N, daliy) kompleksinéje spektro
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dalyje C,. Turime atvirksting antrosios eilés kritinio tasko bifur-
kacija £, é. Kai & < &9, kilpos tipo kreivée (kurios viduje buvo
taskai pg, ir z;,) iSnyksta ir mes gauname dvi spektrines krei-
ves Nj,_1 ir Np,, kurios kertasi kritiniame taske by, _;;,. Taigi
Bam: @ = b t,—1041 = (b 1a—1, bi—10,41)-

Taigi Sios dvi bifurkacijos 3, Bl and ﬁg}g pakeicia tasky seka
(D1 1,055 2155 Phs) = (Ps» 255 b1 +1), kal 2, # 1.

Antrosios nelokaliosios salygos atveju kompleksiniy tikriniy
reiksmiy spektras néra toks sudétingas. Apibréziame tokio tipo
bifurkacija kaip simetrine nulio ir poliaus bifurkacijg

By (bly—10ss 2155 Pks) = Cs = bly—143+1 = (Dhys 2145 b1y 1,41)-

5.2.2 Sturmo ir Liuvilio uZdavinys su klasikine Neimano
tipo ir kita dvitaske nelokaligja krastine sglyga

Nagrinékime Sturmo ir Liuvilio uzdavinj
—u" =X, te(0,1), (21)
su viena klasikine (Neimano tipo) taskine salyga
u'(0) =0 (22)

ir antra dvitaske nelokaligja krastine salyga (0 < £ < 1):

u'(1) = yu(§), (231)
(1) =y (8), (232)
u(1) = yu'(§), (233)
u(1) = yu(§), (234)

kur parametrai v € R ir £ € [0,1]. Nagrinésime uzdavinj (21)—
(23) su salygomis ¢ € [0, 1] pirmuoju atveju, £ € (0,1) antruoju
atveju, & € (0, 1] trec¢iuoju atveju ir £ € [0,1) ketvirtuoju atveju.
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2.4 teorema (Theorem 2.9). Sturmo ir Liuvilio uzdaviniai (13)-

(152) ir (21)—(234) sutampa visoms parametry vy ir & reiksméms.

2.5 isvada (Corollary 2.10). Sturmo ir Liuvilio uZdaviniy (13)-
(152) ir (21)~(234) spektrinés kreivés ir spektriné sritis Ne yra

tokios pacios.
Apibrézkime funkcijas:

Z(z) == mzsin(mwz);  Pe(z) := —cos({mz), ze€C, (241)
Z(z) :==mzsin(mwz); Pe(z) := mzsin(mzg), ze€C, (249)
Z(z) := cos(mz); Pe(2) := —mzsin(mzg), z€C. (243)

Funkcijos Z(q ) € Cy, nuliy tasky aibé

= , l e No}, (251,2)
{ —1—1/2 l €N} (253)

Funkcijos P (q), q¢ € Cg, visi nuliai yra paprasti ir neneigiami:

Zei={p = (k—1/2)/¢ keN}, (261)
?5 = {pk = /{T/f, ke No}. (262,3)

2.6 lema (Lemma 2.15). Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (21)-
(231) pastoviosios tikrinés reiksmés egzistuoja tik racionaliosioms
parametro & = m/n € (0,1), m € N,, n € N, reiksméms,
2

7

ir Sios pastoviosios tikrinés reiksmés yra lygios A\s = (mcs)
cs :==n(s—1/2), se N.

2.7 lema (Lemma 2.16). Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (21)—(232)
pastoviosios tikrinés reiksmés egzistuoja tik racionaliostoms pa-
rametro £ = m/n € (0, 1), m,n € N, reiksméms, ir Sios pasto-
viosios tikrinés reik§més yra lygios As = (mcs)?, ¢s :=ns, s € Ny.

15



2.8 lema (Lemma 2.17). Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (21)-
(233) pastoviosios tikrinés reiksmeés egzistuoja tik racionaliosioms
parametro & = m/n € (0,1), m € Ne, n € N,, reiksméms,
ir $ios pastoviosios tikrinés reik§meés yra lygios A = (7703)2,
cs i =n(s—1/2), seN.

Sturmo ir Liuvilio uzdavinio (21)-(23) kompleksing charakte-

ristiné funkcija yra

PYC(Q) : _71;3)21(2(7:[;))? (271)
PYC(Q) = Ssiir?((g;r(z))’ (272)
Ye(q) = —m. (273)

Sturmo ir Liuvilio uzdaviniams (21)—(231) ir (21)-(232) nei-
giami kritiniai (b € R taskai neegzistuoja [107]. Sturmo ir Liu-
vilio uzdaviniui (21)—(233) turime viena neigiama kritinj taska,
kai 0 < ¢ < 1 [107].

Sturmo ir Liuvilio uzdaviniams (21)-(23;) ir (21)-(233) eg-
zistuoja pirmosios ir antrosios eilés kritiniai tagkai. Sturmo ir
Liuvilio uzdaviniui (21)—(232) egzistuoja nenuliniai pirmosios ei-
lés kritiniai taskai ir kritinis taskas b = 0, turintis antrosios eilés

kritinio tasko savybes srityje C,.

2.9 teorema (Theorem 2.25). Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (21)-
(232) spektras turi vieng papildomq paprastq tikrine reiksme \ =
0, kurios neturi Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (1)—(2) spektras,
visiems v ir & € (0,1).

Pirmosios nelokaliosios salygos atveju turime dviejy tipy bi-
furkacijas B p: (bi,—1,1., Pys 2105 bl go1) = €5 — (21, 8,) it Bop: @ —
515715_17ls+1 — (bls,ls—lv bls—l,ls-i-l)' Pavyzdziui, tokio tipo bifurka-
cijos egzistuoja, kai & = 1/2,1/4,3/4. Siy dviejy tipy bifurkacijos
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By, Bl ir BE}; pakeicia tasky iSsidéstymo seka (b, 1., 21,,Pk,) —
(pks7 le’ bl.91l.s+1)‘

Antrosios nelokaliosios salygos atveju turime du bifurkacijy
tipus B p: (br,— 10,5 21,5 Pky) = Cs = bi,—10,41 —
(Ps» 215, b1y 1,+1) (kaip straipsnyje [166]).

Treciosios nelokaliosios salygos atveju turime du bifurkacijos
tipus Bzp: (b1,—1,15, Phe» 2105 it +1) = s = (21,5 Pk,) it BBt @ —
bite—14o+1 = (biogo—1,bi,—10,41). Siu dvieju tipu bifurkacijos
Bzp ir Bop pakeicia tasky iSsidéstymo seka
(Dt —1,055 2155 Phs) = (Phegs 2155 bt 15 +1)-

5.2.3 Sturmo ir Liuvilio uzdavinys su viena simetrine
nelokaligja salyga

Nagrinékime Sturmo ir Liuvilio uzdavinj su viena klasikine tas-
kine salyga
—u" =X, te(0,1), (28)
u(0) =0 (29)

ir antraja nelokaligja dvitaske krastine salyga

u(§) =yu(l—¢) (30)
su parametrais y € Rir 0 < £ <1, £ #1/2.

2.10 lema (Lemma 2.28). Tikriné reiksmé X\ = 0 egzistuoja tada
ir tik tada, kai v = %—E

Si lygtis turi netrivialyjj sprendinj, jeigu ¢ yra lygties

sin(érg) 7sin (1 —¢&mq) (31)
Tq ™q

saknis. Apibrézkime funkcijas

Z¢(2) = Smsz) Pez) = Z1_(2) = m((17;5)7m)

(32)
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Funkcijy Z¢(q) ir Pe(q) = Z1-¢(q), q € C4 nuliy tasky aibés yra

Ze:={zn=1/¢1 €N}, (33)
Ze = {pr=k/(1-¢),k € N}. (34)

2.11 lema (Lemma 2.29). Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (28)-
(30) pastoviosios tikrinés reiksmés egzistuoja tik racionaliosioms
parametro & = m/n € (0, 1), m,n € N, £ # 1/2, reitk§méms, ir

jos lygios \s = (7TCS)2, cs =ns, s € N.

Sturmo ir Liuvilio uzdaviniui (28)-(30) apibréziame komplek-

sine charakteristine funkcija

_ Z(q) _ sin(émq)
Z1—¢(q)  sin((1—&mq)’

Yelq) q€C, (35)
2.12 teorema (Theorem 2.33). Sturmo ir Liuvilio uZdavinio
(28)—(30) spektras, kai 1/2 < £ < 1, sutampa su Sturmo ir Liu-

vilio uzdavinio (1)—(2) spektru.

5.3 3 skyrius. Diskretieji Sturmo ir Liuvilio
uzdaviniai

Siame skyriuje tiriami diskretieji Sturmo ir Liuvilio uZdavinias,
atitinkantys diferencialinius Sturmo ir Liuvilio uzdavinius, nag-
rinétus disertacijos pirmajame ir antrajame skyriuose. Pagrin-
diniai Sio skyriaus rezultatai publikuoti straipsniuose [A5, K.
Skucaite-Bingelé and A. Stikonas 2011] ir [A2, K. Bingele, A.
Bankauskiené and A. Stikonas 2019).

Iveskime tolygy tinkla ir naudokime Zyméjimus @" = {t; =
jh,j = 0,n; nh = 1}, kai 2 < n € N, ir N* := (0,n) NN,
Nt := N*U{0,n}. Padarykime prielaida, kad parametro ¢ reiks-

meé sutampa su tinklo tagku, t. y. £ = mh =m/n, 0 < m < n.
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Pazymékime didziausia bendra daliklj K := ged(n,m) ir N :=
n/K, M :=m/K. Tada { = M/N.
Diferencialine lygtj —u” = Au aproksimuojame baigtiniy skir-

tumy schema

Uj_l - 2Uj + Uj+1
hQ

+AU; =0, j=T,n—1.  (36)
Apibrézkime bijekcija

A= M(g) = % sin?(rqh/2) = h%(l — cos(mzh)) (37)

tarp Cy := C ir Ch, kur C!':= R U{0}UR? U{n}URIT UCIT U
h— h._ — - _ . h+ .
Cy Ry={g=2:0<z<n}, R :={¢g=w:y>0} R :=
{¢g =n+aw:y >0}, (CZ”*:: {g=2z+w:0 <z <n,y >0},
CZ‘:: {g=z+w:0<z<n,y<0}.
Bendrasis lygties (37) sprendinys U;, j € N* yra lygus:

sin(mqt;)

Ui=& (1 - hq)mq

+ Cy cos(mqt;). (38)

5.3.1 Uzdavinys su viena klasikine Dirichlé sglyga ir
antraja nelokaligja krastine salyga

Nagrinésime diskretyjj Sturmo ir Liuvilio uZdavin:

Uj—1 — 2Uj + Ujn
h2

LAU; =0, j=Tn-1, (39
Up =0, (40)

su nelokaliosiomis krastinémis salygomis (0 < m < n)

Un = 57 (Unt1 = Un-1), (411)
Un = ’YUm. (412)

19



Jeigu (38) istatysime j krastines salygas, gausime lygtj g € (CZ:

sin(mq) wqh

. = 42
L ey =ves(era), (42
sin(7 1 sin(&m 1
mq 1— hg mq 1— hg

Apibrézkime funkcijas:

ZMz) = 2(2) - m?im Z(z) = Smgz), (431)
ZMz2) = Z(2) - TI'Z(hi—l)’ Z(z) := sin(mz); (432)
Pgh(z) = P¢(2) := cos({mz), (441)
Pg(z) = Pe(z) - TI'Z(hi—l)’ Pe(z) = sin(émz). (445)

Funkcijos Z"(q), q € (CZ, nuliy tasky aibé yra
Z:=N'={1,...,n—1} (45)
Funkcijos Pgh(q), qe€ (CZ visi nuliai yra paprasti:

Ze={p=(k—1/2)/¢, k=T1m}, (461)
Ze={pr=k/& k=T,m—1}. (462)

3.1 lema (Lemma 3.5). Diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uZdavi-
nio (39)—(411) pastoviosios tikrinés reiksmés egzistuoja, kai & =
M/N € (0,1), M € Ny, N € Ng, ir Sios tikrinés reiksmés yra
lygios As = N'(c), ¢s := (s —1/2)N, s =1,K.

3.2 lema (Lemma 3.6). Diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uzdavi-
nio (39)—(412) pastoviosios tikrinés reiksmés egzistuoja, kai § =
M/N € (0,1), M|N € N, K > 1, ir Sios tikrinés reiksmés yra
lygios s = A\"(cs), cs := Ns, s =1, K — 1.
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Apibrézkime kompleksine charakteristine funkcijg . : CZ — C:

_Z(@ mqh _ sin(mq)  mwqh
7(0) P:(q) sin(mgh)  mqcos(émq) sin(mgh)’ (471)
Z(q) _ sin(rq) (47,)

3.3 lema (Lemma 3.10). Diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uZdavi-
nio (39)—(412) kompleksiné charakteristiné funkcija taske ¢ = oo

turi n — m-eilés poliaus taskq.

3.4 lema (Lemma 3.11). Diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uzdavi-
nio (39)—(411) kompleksiné charakteristiné funkcija taske ¢ = oo
turi n — m — l-eilés poliaus taskq, kai m < n — 1. Diskreciojo
Sturmo ir Liuwvilio uZdavinio (39)—(411) kompleksiné charakteris-
tiné funkcija taske ¢ = oo turi pasalinamg singuliaryjs taske, kai
m =n—1 ir y.(c0) = 2h. Sis taskas taip pat yra pirmosios eilés

kritinis taskas.

5.3.2 Uzdavinys su viena klasikine Neimano tipo sglyga

ir antraja nelokaligja krastine sglyga

Nagrinékime diskretyjj Sturmo ir Liuvilio uzdavinj:

Uj_l — 2Uj + Uj+1

. FAU; =0, j=T,n—1,  (48)

Up=Uh (49)
su nelokaliosiomis krastinémis salygomis (0 < m < n)

Un = %(Um—l-l - Um—l)a (501>
Up = vUp,. (502)
Teskome netrivialaus sprendinio, kuris turi tokia iSraiska

cos (mq(t; — h/2))
cos(mgh/2)

U =C (51)
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Istate sprendinj (51) su C' # 0 | nelokaliaja krastine salyga,
gausime lygtj ¢ € CZ:

_cosc(;(égjq;/zgz)) = ~sin (Wq(f _ h/2)) . SHI(;LT;J;L/Q)’ (521)
cos (mq(1 —h/2))  cos (mq(& —h/2))

cos(mqh/2) 7 cos(mgh/2) (522)

Apibrézkime funkcijas:
_cos (m2(1— h/2)) .

2'z) = cos(mzh/2) (53)

P (2) i= —sin (m2(¢ — h/2)) - S”“(Z;’;/z) (54;)

Pgh(z) . cos (m2(€ — h/2)) ‘ (542)

cos(mzh/2)

Funkcijos Z"(q), q € (CZ, nuliy tasky aibé yra

. 1—1/2 2-1 o
Z2.=1{y= - =T,n—1l.
{Z’ h2 g b } (55)

Funkcijos Pgh(q), qe€ (CZ, nuliy tasky aibé yra

ko 2k
E—h/2 2m—1

_ k—1/2 21 -
Zé,_{pk_g_h/z_Qm_ln,k—l,m—l}. (565)

Ze = {pk: n, k::O,m—l}, (561)

3.5 lema (Lemma 3.17). Diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uzdavi-

nio (48)—(501) pastoviosios tikrinés reiksmés neegzistuoja.

Jeigu £ = m/n € Q ir ged(2n — 1,2m — 1) = K, naudosime
zyméjimus N = ((2n — 1)/K +1)/2, M = ((2m — 1)/K + 1)),
Taigi gcd(2N —1,2M — 1) =11ir K € N,.
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3.6 lema (Lemma 3.18). Diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uzdavi-
nio (48)—(502) pastoviosios tikrinés reiksmés egzistuoja, kai & =
m/n € (0, 1), K > 1, ir Sios tikrinés reiksmés yra lygios s =
Me(es), s i=n/K - (2s — 1), s=1,(K — 1)/2.

Apibrézkime kompleksine charakteristine funkcijg
cos (mq(1 — h/2)) h
sin (mq(§ — h/2)) sin(mgh)’

cos (mq(1 — h/2))
cos (mq(& — h/2))

Ye(q) = (571)

Ye(q) =

(572)

3.7 lema (Lemma 3.20). Diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uZdavi-
nio (48)—(501) kompleksiné charakteristiné funkcija taske ¢ = oo
turi n — m — 1-eilés poliaus taskqg, kai m < n — 1. Diskreciojo
Sturmo ir Liuvilio uZdavinio (48)—(501) kompleksiné charakteris-
tiné funkcija taske ¢ = oo turi pasalinamq singuliaryji taskq, kai
m =mn — 1 ir y.(c0) = 2h. Sis taskas yra pirmosios eilés kritinis
taskas, kain > 2.

3.8 lema (Lemma 3.20). Diskreciojo Sturmo ir Liuvilio uzdavi-
nio (48)—(502) kompleksiné charakteristiné funkcija taske ¢ = oo
turi n — m-eilés poliaus taskg.

Mes turime vieng neigiamg kritinj taska b € ]RZ_, kaim+1 <
n. Jeigu m + 1 = n, neigiami kritiniai taskai neegzistuoja. Jeigu
n=m -+ 1> 2, turime pirmosios eilés kritinj taska taske q¢ = oo,
be to, kai £ = 1/2, taske ¢ = co pasalinamas singuliarusis taskas.

6 Rezultaty sklaida

Disertacijos rezultatai pristatyti 7 tarptautinése mokslinése

konferencijose:
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e MMAZ2018, Sigulda, Latvija, 2018 m. geguzés 29 d.—birzelio
1d.

“Sturm-Liouville problem with two-point nonlocal boun-
dary condition”

o MMAZ2017, Druskininkai, Lietuva, 2017 m. geguzés 30 d.—
birzelio 2 d.

“Investigation of spectrum curves for Sturm—Liouville prob-
lem with two-point nonlocal boundary condition”

e MMAZ201/, Druskininkai, Lietuva, 2014 m. geguzés 26—29
d.

“Investigation of critical points for Strum—Liouville prob-
lem with two-point nonlocal boundary condition”

o MMAZ2013, Tartu, Estija, 2013 m. geguzés 27-30 d.
“Investigation of eigenvalues for stationary problem with
two Bicadze—Samarskii type nonlocal boundary conditions”

o MMAZ2012, Talinas, Estija, 2012 m. birzelio 6-9 d.
“Investigation of complex eigenvalues for stationary prob-
lems with two-point nonlocal boundary condition”

e MMAZ2011, Sigulda, Latvija, 2011 m. geguzés 25—28 d.
“Investigation of Complex Eigenvalues for Stationary Prob-
lem with Two-Point Nonlocal Boundary Conditions”

e MMAZ2010, Druskininkai, Lietuva, 2010 m. geguzés 26—29
d.

“Investigation of Complex Eigenvalues for Stationary Prob-
lem with Nonlocal Boundary Conditions”
“Investigation Discrete Sturm—Liouville problem with Non-

local Boundary Condition”

ir kiti rezultatai pristatyti “Lietuvos matematiky draugijos” kon-
ferencijose (LMD) ir “Matematikos ir matematinio modeliavimo
(MMM)” konferencijose:
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e LMD, Kaunas, Lietuva, 2018 m. birzelio 18-19 d.
“Investigation of Spectrum Curves for a Sturm—Liouville
Problem with Two-Point Nonlocal Boundary Conditions”

e LMD, Vilnius, Lietuva, 2017 m. birzelio 21-22 d.
“Investigation of spectrum curves for Sturm—Liouville prob-
lem with two-point nonlocal boundary condition”

e LMD, Vilnius, Lietuva, 2014 m. birzelio 2627 d.

“The dynamics of Sturm—Liouville problem’s with integral
BCs bifurcation points”

e LMD, Vilnius, Lietuva, 2013 m. birzelio 19-20 d.
“Inverstigation of the spectrum for Sturm-Liouville prob-
lems with a nonlocal boundary condition”

e LMD, Vilnius, Lietuva, 2011 m. birzelio 16-17 d.
“Investigation of complex eigenvalues for a stationary prob-
lem with two-point nonlocal boundary condition”

e LMD, Siauliai, Lietuva, 2010 m. birzelio 17-18 d.
“Investigation of complex eigenvalues for a stationary prob-
lem with two-point nonlocal boundary condition”

e MMM2010, Kaunas, Lietuva, 2010 m. birzelio 8-9 d. “In-
vestigation Sturm—Liouville problems with two-point non-
local boundary condition”

e LMD, Vilnius, Lietuva, 2009 m. birzelio 18-19 d.
“Investigation of complex eigenvalues for stationary prob-
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8 ISvados

Doktorantiiros studijy Vilniaus universitete metu tirtas Sturmo ir
Liuvilio uzdavinys su viena klasikine ir antraja nelokaligja dvitas-
ke krastine salyga. IS disertacijoje gauty rezultaty galime daryti
tokias iSvadas:

« Pirmajame disertacijos skyriuje istirta Sturmo ir Liuvilio
uzdavinio su viena klasikine (Dirichlé tipo taskine salyga)
ir antraja nelokaliaja dvitaske krastine salyga spektro pri-
klausomybé nuo dviejy parametry v and £. Priklausomybé
nuo parametro v € R aprasoma charakteristine funkcija sri-
tyje C4. Nustatéme ypatingus sios meromorfines funkcijos
taskus: nulius, polius, kritinius taskus ir pastoviyjy tik-
riniy reikSmiy taskus. Radome charakteristinés funkcijos
pirmosios ir antrosios iSvestinés reikSmes pastoviyjy tikri-
niy reikSmiy taskuose ir sakojimosi taske ¢ = 0. Gavome
naujy Sturmo ir Liuvilio uzdavinio kompleksinés spektro
dalies rezultaty.

e Fiksuotam parametrui £ nelokaliosiose krastinése salygo-
se spektriniai taskai apraso spektrines kreives. Kiekviena
spektriné kreivé yra spektrinio tasko trajektorija srityje C,.
Spektrinés kreivés gali buti reguliariosios (y € R), pusiau
reguliariosios v € (0,400) ir nereguliariosios (pastoviuju
tikriniy reiksmiy taskai).

o Bendras spektriniy kreiviy vaizdas (spektriné sritis) pri-
klauso nuo parametro . Bifurkacijos taskuose spektriniy
kreiviy vaizde jvyksta kokybinis pokytis. Nustatéme nag-

rinéto Sturmo ir Liuvilio uzdavinio bifurkacijy tipus.

e Antrajame skyriuje istirti Sturmo ir Liuvilio uzdaviniai su

kitomis nelokaliosiomis krastinémis salygomis: tyréme du
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Sturmo ir Liuvilio uzdavinius su viena klasikine Dirichlé
tipo taskine salyga ir dvitaske nelokaligja krastine salyga,
keturis Sturmo ir Liuvilio uzdavinius su viena klasikine Ne-
imano tipo krastine salyga ir dvitaske krastine salyga ir
Sturmo ir Liuvilio uzdavinj su simetrine nelokaliaja salyga.
Visais atvejais gavome panasius rezultatus, kaip ir nagri-
nédami Sturmo ir Liuvilio uzdavinj pirmajame disertacijos

skyriuje.

Trediajame skyriuje istirtas diskre¢iyjy Sturmo ir Liuvilio
uzdaviniy spektras: tyréme du diskreciuosius Sturmo ir
Liuvilio uzdavinius su viena klasikine Dirichlé tipo taski-
ne salyga ir antraja nelokaligja dvitaske arba tritaske ne-
lokaligja krastine salyga, du diskre¢iuosius Sturmo ir Liu-
vilio uzdavinius su viena klasikine Neimano tipo krastine
ir dvitaske arba tritaske taskine nelokaliaja krastine saly-
ga. Diskretusis Sturmo ir Liuvilio uzdavinys priklauso nuo
papildomo parametro h. Diskre¢iojo Sturmo ir Liuvilio uz-
davinio charakteristiné funkcija apibrézta srityje (C’ql ir rysys
tarp tikriniy reikSmiy ir tasko ¢ € (CZ yra sudétingesnis. Di-
skrec¢iuoju atveju galime tirti spektrines kreives prie tasko
g = oo. Nustatyta, kad Sis taskas yra arba poliaus tas-
kas, arba pasalinamas singuliarusis taskas. Diskreciajam
Sturmo ir Liuvilio uzdaviniui turime du Sakojimosi taskus
¢ = 0 ir ¢ = n. Siame skyriuje apraséme naujus rezultatus,
gautus tiriant neigiamas ir dideles teigiamas (A > 4/h?)

tikrines reikSmes.
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9 Summary

In the thesis the spectrum of Sturm-Liouville Problem (SLP)
with one classical condition (Dirichlet or Neumann type BC) on
the left side of the interval and another different type nonlocal
two—point boundary conditions (NBCs) or symmetrical type NC
on the right side of the interval is investigated. We obtain general
properties of the Characteristic Function and Spectrum Curves
for such a problem. In the disertation we consider the following
problems:

—u" =M, te(0,1),

u(0) =0 or u'(0) =0,

u(l) = y'(§) or u(l) =~u'(§) or

W'(1) =yu'(€) or u/(1) =~u(§), or u(§)=u(l-¢),

where v € R and ¢ € [0, 1]; and discrete problems:
Uj—1 = 2U; + Uit
2
U():O or U1:U0,
Un = %(Um—l-l - Um—l) or Uy =vUn,

+AU; =0, j=T,n—1,

where h =1/n,2<neN,0<m<n.

Characteristic Function is used for investigation of the Spec-
trum Curves for such type of problems. The properties of the
Spectrum Curves for such type problems depend on Constant
Eigenvalue Points and zeroes, poles, Critical Points of CF. Investi-
gations of real and complex parts of the spectrum are provided
with the results of numerical experiments.

For fixed parameter £ in NBC Spectrum points define the
Spectrum Curves. Each Spectrum Curve is the trajectory of a
Spectrum Point in domain C,;. We have regular Spectrum Curves
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(v € R), semi-regular Spectrum Curves (v € (0,+00)) and non-
regular Spectrum Curves (Constant Eigenvalues Points).

The global view of Spectrum Curves (Spectrum Domain) de-
pends on parameter £. At bifurcation points this view undergoes
qualitative changes. We find bifurcation types for these SLP.

Characteristic Function for discrete SLP is defined on domain
(CZ and a relation between eigenvalues and ¢ € (CZ is more compli-
cated. For discrete case we can investigate Spectrum Curves near
point ¢ = oo. This point is either Pole Point or Removable
Singularity Point. For dSLP we have two Ramification Points
q = 0 and ¢ = n. We get new results about negative and large
positive (A > 4/h?) eigenvalues.
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