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SANTRAUKA

Disertacijoje akcentuojamas didZiyju duomenu eroje kylantis poreikis
kurti tokius stochastiniy dinaminiy sistemy modeliy parametry ver-
tinimo algoritmus, kurie ne tik teikty optimalius parametry jvercius
sistemos stebéjimo duomenu atZvilgiu, bet ir pasizymeétu efektyviu
skai¢iavimu, leidZianciu juos taikyti beveik bet kokio dydZio sistemos
stebéjimo duomeny imtims. Sie algoritmai suprantami kaip pagristi
didziausio tikétinumo metodu ir rekursiniais skai¢iavimais, kurie meto-
dologiskai apibendrinami kaip palaipsninio vertinimo technika (PVT).
Atsizvelgiant | tai, kad tokiuy algoritmuy sudarymo sudétingumas didéja
kartu su modelio kompleksiskumu, PVT taikymas grindZiamas prin-
cipu ,,i$ apacios i virSu”, kuris numato algoritmu kiirimq atskiriems
bendrojo dinaminiy sistemu modelio atvejams ir palaipsninj judéjima
link bendresniy modeliu.

Siuo pagrindu disertacijoje pladiau nagrinégjamas dinaminis
strukttiriniy lyg¢iu modelis, kurio santykinai paprastu, ta¢iau funda-
mentaliu atskiru atveju inicijuojamas PVT taikymas. Sio atvejo tyrimas
atskleidzia PVT duomenu transformavimo, kovariaciju matricos bloki-
nio skaidymo, tikétinumo funkcijos dimensijos sumazinimo ir jverciu
rekursinio apskai¢iavimo etapus. Sékmingas Siu etapu igyvendinimas
leidZia sudaryti tiesinio sudétingumo algoritma, skirta nagrinéjamo
modelio parametry jvertinimui didZiausio tikétinumo metodu, kai
duomeny rinkinys yra fiksuotas. Lyginant su alternatyvomis, Sio
algoritmo potencialas ypac atsiskleidZia esant intensyviam modelio
iSvesties stebéjimo triukSmui. Atlikus PVT papildancius veiksmus,
sudarytas algoritmas transformuojamas i analogisku savybiu algoritma,
tinkama parametrams vertinti realiuoju laiku.

Nors sudarytus algoritmus nesudétinga ivykdyti naudojant kom-
piuterine jranga ir taip leisti juos taikyti, modelio parametry vertinimas
néra tapatus visam dinaminiy sistemuy modeliavimo procesui. Siuo
pozitiriu per COVID-19 pandemijos ir socialinio kapitalo modeliavimo
prizme disertacijoje atskleidZiami praktiniai taikymo aspektai, susije su
adekvataus tiriamam reiSkiniui modelio, suderinamo su prieinamais
sistemos stebéjimo duomenimis, parinkimu.
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su &, tiek y kartu su n sudaro matavimo modelius, o 7 kar-
tu su ¢ sudaro struktiirini modeli. Daugiau informacijos
apie SLM diagramuy braiZzyma galima rasti [62]. . . . . . .

2.1 algoritmo konvergavimo patikrinimas esant skirtin-
giems modelio parametrams: (a) parametry rinkinys Nr.
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IVADAS
Tyrimu sritis

DidZiyju duomenu era atveria nauju galimybiu modeliuoti sudétingu
gamtiniy, inZineriniy ir socialiniy sistemuy dinamika [91]. Vis délto,
susijusius su gebéjimu efektyviai apdoroti vis didéjanti informacijos
kieki [8].

Formaliai dinaminé sistema gali biiti apibrézta taisykliu rinkiniu,
nusakanéiu, kaip laikui bégant kinta sistemos bisena. Sios taisyklés
gali biiti iSreiSkiamos skirtuminémis lygtimis diskre¢ioms sistemoms
arba diferencialinémis lygtimis tolydZioms sistemoms. Tokiu atveju
dinaminés sistemos biisena bet kuriuo momentu yra taskas galimu
blisenu erdvéje, o jos raida — trajektorija Sioje erdvéje [34].

Modelis, kuriuo apraSoma dinaminé sistema, apibréZia galimas
trajektorijas, o jo parametry reikSmes jas konkretizuoja (deterministi-
nis modelis su nustatytomis parametry reikSmémis apraso viena kon-
krecia trajektorija, o stochastinis — tikimybinj trajektoriju pasiskirstyma
[77]). Taigi tiriamo reiskinio raidos modeliavimas yra neatsiejamas nuo
tinkamo modelio parinkimo ir tikslaus jo parametry jvertinimo. Sis
savo ruoztu reikalauja tiek gausiy sistemos stebéjimo duomenu, tiek
efektyviu algoritmy, leidZianc¢iu per praktisSkai priimtina laika maksi-
maliai iSnaudoti sukaupty duomeny informacija. Siy algoritmuy kairimo
problematika tikslingai nagrinétina remiantis teorinémis dinaminiy
sistemy modeliu formuluotémis, o modeliu parinkimo bei su duo-
menimis susije klausimai geriausiai atsiskleidZia konkre¢iy praktiniu
taikymu kontekste.

Problemos aktualumas

Remiantis [20], diskretaus laiko dinaminiu sistemuy modeliai bendruoju
(netiesiniu) atveju gali biiti formuluojami taip:

M= F(Me—1s- - M—1—ps &ts - -1 Et—q)s (1)
yr = g(me), 2)
Tt = h(ft), (3)
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¢ia n yra latentinis (nestebimas) modelio iSvesties kintamasis, £ — laten-
tinis (nestebimas) modelio jvesties kintamasis, y — stebimas modelio
iSvesties kintamasis (t. y. 7 matavimas), z — stebimas modelio jvesties
kintamasis (t. y. £ matavimas); f, g, h yra funkcijos, parametrizuoja-
mos parametry rinkiniais ¢, 6,, 8, ir nusakancios rysius tarp modelio
kintamujy; indeksas ¢t € Z Zymi laiko momenta (p € Ny, ¢ € Np).

(1)—(3) lygtimis aprasytas modelis per diskretaus laiko vieneta pri-
ima fiksuota informacijos kiekj ir apibrézia tiesiogiai nestebimuy reiskiniu
arba abstrak¢iu konstrukty, igyjanciu praktini pavidala per iSmatuo-
jamus rodiklius [127], dinamikos, kuri gali pasiZyméti netiesiniu elge-
siu, ilga atmintimi ir stochastiSkumu, modeliavimo struktiira. Tiriamo
reiSkinio raidai analizuoti ir prognozuoti reikalingos jo stebéjimo duo-
menis atitinkancios funkcijos f, g, h su parametry rinkiniu 60y, 6,, 5,
reikSmémis. Netinkamai parinkus modelj, gali nepavykti atskleisti
nagrinéjamo reiskinio subtilybiy arba galima klaidingai interpretuoti
objektyvias aplinkybes, o netiksliis parametry jverciai neiSvengiamai
apriboja net ir korektisko, modeliavimo tikslus atitinkanc¢io, modelio
potenciala [24, 70].

Pasirinkto modelio parametru jverciuy tikslumas priklauso nuo
turimy stebéjimo duomenuy apimties ir naudojamo parametry vertinimo
metodo galimybiy iSnaudoti ju informacija. Didesni duomenu masyvai
saugo daugiau informacijos, taip leisdami tiksliau jvertinti parametrus,
taciau ju apdorojimas reikalauja daugiau skaiciavimu elementariyju
operaciju pavidalu. Savo ruoztu maksimalios imanomos informacijos i§
duomenu gavimas yra sietinas su santykinai sudétingais parametru ver-
tinimo metodais, kuriu igyvendinimas taip pat yra imlus skai¢iuojamuo-
ju pozitiriu [20]. Taigi dinaminiy sistemuy modeliy taikymams didZiuju
duomeny eros kontekste reikalingi efektyviis algoritmai, leidZiantys
ivykdyti optimalius parametry vertinimo metodus esant kuo didesniam
stebéjimo momenty skaiciui, o tai praktiskai reiskia, kad skai¢iavimams
atlikti reikalingas laikas neturéty ilgéti sparciau nei tiesiSkai duomenu
kiekio atzvilgiu (tai yra algoritmo sudétingumo reikalavimas; du vieno-
do sudétingumo algoritmai gali skirtis savo konstantomis, o tai taip pat
sudaro minimizavimo objekta, ta¢iau konkrec¢ius reikalavimus tam nu-
matyti néra prasminga). O esamais algoritmais daznai negalima vienu
metu suderinti maksimalios parametry jverc¢iu kokybes su reikalinga
greitaveika, nes jie paremti arba parametry vertinimo atzvilgiu (asimp-
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totiskai) optimaliais, taciau skaic¢iavimu atZzvilgiu reikliais metodais
(tokiais kaip didziausio tikétinumo metodas [20]), arba lankstesniais,
taciau maziau tiksliais metodais (tokiais kaip momenty metodas [46] ar
stochastiniai metodai [71]).

Idealiu atveju taip suprantamas efektyvus parametru vertinimo al-
goritmas yra reikalingas bendrajam dinaminiuy sistemu (1)—(3) lygtimis
apibréztam modeliui, nes leistu modeliuoti dinamines sistemas ypaé
placiu modeliu spektru, patenkinanc¢iu daugumos praktikoje sutinkamu
reiskiniy dinamikos modeliavimo poreikius (svarbiausia tada bity pa-
rinkti sistemos stebéjimo duomenis paaiskinantji modelj arba sudaryti
modeliavimo tikslus atitinkantj teorinj modelj ir surinkti ji atitinkan-
¢ius duomenis — modeliy ir duomenu suderinimas yra svarbus prak-
tinis uzdavinys [53]). Taciau tenka konstatuoti, kad tokio algoritmo
sukiirimas yra veikiau siekiamybé, o ne reali galimybé, nes funkcijos
[, g, h gali kardinaliai skirtis savo sudétingumu. Be to, ne viskas, kas
pavyksta su paprastesniais modeliais, pavyks ir su sudétingesniais. Pats
parametry vertinimo procesas gali skirtis savo dizainu —jis gali biiti grin-
dziamas i$ anksto surinktu duomenu rinkiniu arba vykdomas realiuoju
laiku, su kiekvienu nauju stebéjimu nuolat atnaujinant jveréius. Sis
parametry vertinimo btidas daZnai yra sudétingesnis, nes realaus laiko
algoritmai dél savo specifikos negali naudoti visos augan¢ios duomenu
aibés, todél ju kiirimas susijes su didesniais i8stkiais [116, 120]. Taigi,
atsizvelgiant i Siuos pastebéjimus, efektyvius parametry vertinimo algo-
ritmus tenka kurti atskiroms (1)—(3) lygtimis nusakomo modelio atveju
ir parametry vertinimo dizainu kombinacijoms, taip siekiant palaipsniui
kuo labiau i$plésti kokybisku modeliavimo galimybiu spektra.

Vienas fundamentalia atskira klase sudarantis bendrojo modelio
atvejis, reikalaujantis efektyviu parametry vertinimo algoritmy, yra gau-
namas funkcijas f, g, h laikant tiesinemis. Sis atvejis dar Zinomas kaip
dinaminis strukttiriniuy lyg¢iu modeliavimas [20] ir yra placiai naudo-
jamas jvairiose srityse, tarp kuriu daug démesio skiriama socialiniams
mokslams [23, 41, 49, 112]. I§ esmés strukttiriniy lyg¢iu modeliu poreikis
pasireiskia analizuojant sudétingus rysius tarp stebimu kintamuju, ku-
rie yra tiesiogiai matuojami, ir latentiniy kintamuju, tai yra konstrukty,
kurie negali biiti iSmatuoti tiesiogiai ir todél turi bati iSvedami i$ kituy
kintamuju [15, 93]. Savo ruoztu dinamikos jvedimas leidZia modeliuoti
kintamuyju rysius laiko dimensijos atzvilgiu, taip iSpleciant iy modeliuy
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galimybes isilginiams duomenims [132].

Efektyvaus dinaminiy modeliu parametry vertinimo problemos
aktualumas vis placiau pripazistamas tarptautinéje mokslinéje bendruo-
menéje — susidoméjimas Sia tematika akivaizdZiai auga (Zr. 1 pav.). Prie
Sios srities plétros aktyviai prisideda ir Lietuvos mokslininkai, kuriuy
darbas sékmingai atne$a nauju rezultatu [12, 116, 117].

1=

133 P |

L)

LT B =

Fuidibasterd

Haus

U —— R

1 pav.: Mokslinés produkcijos Web of Science (Clarivate Analytics)
duomenu bazéje dinamika pagal uzklausa dynamic model (Topic) and
parameter estimation (Topic) and efficient algorithm (Topic).

Tyrimu objektas

Disertacijos tyrimu objektas — stochastiniy dinaminiy sistemu modeliai,
o pagrindinis démesys skiriamas ju efektyviems parametry vertinimo
algoritmams. Taip pat nagrinéjamas praktinis modeliy, suderinamu su
tiriamu reiskiniu ir prieinamais duomenimis, parinkimas.

Darbo tikslas ir uzdaviniai

Darbo tikslas — nusakyti ir pademonstruoti efektyvuy stochastiniu
dinaminiy sistemuy modeliu parametry vertinima bei iSryskinti Siu
modeliy praktinio taikymo aspektus.
Siekiant Sio tikslo, paeiliui sprendZiami Sie uzdaviniai:
1. Stochastiniy dinaminiy sistemu modeliy parametry efektyviu ver-
tinimo algoritmu salygu ir sudarymo Zingsniu nustatymas.
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2. Parametry vertinimo, kai duomenu rinkinys yra fiksuotas, efekty-
vaus algoritmo sudarymas dinaminio struktiiriniy lyg¢iu modelio
atveju.

3. Sudaryto parametry vertinimo, kai duomenu rinkinys yra fiksuo-
tas, algoritmo transformavimas j parametry vertinimo realiuoju
laiku algoritma.

4. Stochastiniy dinaminiy sistemu modeliuy pritaikymas realiu
procesy dinamikai modeliuoti.

Tyrimuy metodai

Disertacijos uzdaviniai sprendziami taikant daugiamatés statistikos,
tiesinés algebros ir kompiuterinio modeliavimo metodus. Efektyviis
stochastiniy dinaminiy sistemu modeliy parametry vertinimo algorit-
mai kuriami naudojant didZiausio tikétinumo metoda ir rekursija per
duomeny transformavima, matricuy skaidyma bei funkciju pertvarkyma.
Sukurti algoritmai iStiriami eksperimentiskai, naudojant Monte Karlo
metoda.

Mokslinis darbo naujumas

Disertacijoje gauti Sie rezultatai:

1. Pasitilyta palaipsninio vertinimo technika, nusakanti stochastiniu
dinaminiy sistemuy modeliy parametru efektyviu vertinimo
algoritmu sudarymo metodologija.

2. Apibréztas kumuliacinis strukttiriniu lygé¢iu modelis ir jam suda-
rytas didZiausio tikétinumo parametry vertinimo, kai duomenu
rinkinys yra fiksuotas, algoritmas, kurio sudétingumas stebéjimo
momentuy skaiciaus atZzvilgiu yra tiesinis.

3. Kumuliaciniam struktiriniy lygé¢iu modeliui sudarytas didZiausio
tikétinumo parametry vertinimo realiuoju laiku algoritmas.

4. Remiantis COVID-19 pandemijos ir socialinio kapitalo dinami-
kos modeliavimo pavyzdziais, pademonstruotas stochastiniu
dinaminiy sistemuy modeliy, suderinamu su tiriamu reiskiniu ir
prieinamais duomenimis, parinkimas.
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Praktiné darbo reiksmeé

Disertacijoje sudaryti efektyviis kumuliacinio struktiiriniy lyg¢iu mode-
lio parametruy vertinimo algoritmai, kai duomenu rinkinys yra fiksuotas
ir pateikiamas realiuoju laiku, leidZia §j modelj taikyti grynuju laiko
eilu¢iy duomenims visomis parametry vertinimo situacijomis ir gauti
konkurencingus parametry jvercius, paremtus asimptotiskai optima-
liu parametry vertinimo metodu, kurio pranasumas ryskéja didéjant
santykiniam modelio i§vesties stebéjimo triuk§mui. Siy algoritmu su-
darymas metodologiskai apibréZto proceso rémuose leidZia ieskoti ana-
logiskai efektyviu algoritmu palaipsniui vis bendresniems modeliams,
o tai sudaro pagrinda formuluoti ir bandyti igyvendinti spéjimus apie
dinaminiy struktairiniu lyg¢iu bei platesniu stochastiniu dinaminiy
sistemu modeliu optimaluy parametry vertinima skaitiskai efektyviais
algoritmais.

Nors efektyviy parametry vertinimo algoritmu sudarymas néra nei
paprastas, nei akivaizdus, ju pritaikymas turimiems jvesties duomenims
paprastai yra nesudétingas. Taciau tiriant konkrecius praktinius fenome-
nus, ne visada aisku, kokie tai duomenys. Todél disertacijoje nagrinéjami
COVID-19 pandemijos bei socialinio kapitalo dinamikos modeliavimo
pavyzdziai atskleidZia praktinius dinaminiy sistemu modeliy taikymo
aspektus, susijusius su adekvataus tiriamam reiskiniui modelio parin-
kimu ir galimu modelio atotriikiu nuo prieinamuy sistemos stebéjimo
duomenu.

Ginamieji teiginiai

¢ Palaipsninio vertinimo technika nusako efektyviu algoritmuy,
skirty stochastiniy dinaminiy sistemu modeliuy parametrams
vertinti, kai duomenu rinkinys yra fiksuotas, sudarymo gaires.

* Darbe sudaryti kumuliacinio struktairiniy lygé¢iu modelio
parametry vertinimo, kai duomeny rinkinys yra fiksuotas ir
pateikiamas realiuoju laiku, algoritmai sujungia nesudétingu,
taciau maZiau tiksliy, ir tikslesniy, taciau sudétingesniu klasikiniu
parametry vertinimo metodu privalumus.

* Oficialiai prieinami COVID-19 duomenys nesuteikia pakankamai
informacijos, susiejancios testavimo, uzsikrétimo ir mirtingumo
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duomenis individo lygmeniu, todél sudétinga vienareik§miskai
ivertinti galimybiu paso poveikj pandemijos dinamikai Lietuvoje.

Tyrimy aprobavimas ir publikavimas

PranesSimai tarptautinése konferencijose:

1.

Efficient Online Estimation of Dynamic Structural Equation Mo-
dels: Conjecturing on Feasibility. The 3rd International Conference
on Modelling and Simulation of Social-Behavioural Phenomena in
Creative Societies, 1820 September 2024, Almaty (Kazakhstan).

On the Gap Between Data and Models in COVID-19 Analysis. The
33rd European Conference on Operational Research, 30 June — 3
July 2024, Copenhagen (Denmark).

Efficient Maximum Likelihood Batch Estimation With Pure Time
Series Data of a One-Dimensional Cumulative Structural Equation
Model. The 2nd International Conference on Modelling and Si-
mulation of Social-Behavioural Phenomena in Creative Societies,
21-23 September 2022, Vilnius (Lithuania).

Incremental Maximum Likelihood Estimation of Noisy Gaussian
Random Walk. The 31st European Conference on Operational
Research, 11-14 July 2021, Athens (Greece).

Probabilistic Model of Cultural Participation Impact on Social
Capital. The 1st International & EURO Mini Conference on Model-
ling and Simulation of Social-Behavioural Phenomena in Creative
Societies, 18-20 September 2019, Vilnius (Lithuania).

Publikacijos leidiniuose su cituojamumo rodikliu Web of Science

(Clarivate Analytics) duomenu bazéje:

1

. Vytautas Dulskis & Leonidas Sakalauskas (2025). Toward Efficient

Online Estimation of Dynamic Structural Equation Models: A
Case Study. Journal of Statistical Computation and Simulation, 1-24.
DOI: 10.1080/00949655.2025.2515955.
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The Gap Between Statistics and Models. Heliyon, 10(11):e31410.
DOI: 10.1016/j.heliyon.2024.e31410.

3. Leonidas Sakalauskas, Vytautas Dulskis, & Darius Plikynas

(2024). A Technique for Efficient Estimation of Dynamic Struc-
tural Equation Models: A Case Study. Structural Equation
Modeling: A Multidisciplinary Journal, 31(4), 635-650. DOI:
10.1080/10705511.2023.2282378.

4. Leonidas Sakalauskas, Vytautas Dulskis, Rimvydas LauZikas,
Artinas Miliauskas, & Darius Plikynas (2021). A Probabilistic
Model of the Impact of Cultural Participation on Social Capi-
tal. The Journal of Mathematical Sociology, 45(2), 65-78. DOL
10.1080/0022250X.2020.1725002.

Disertacijos autoriaus indélis i kiekviena i§ nurodytu publikaciju ap-
ima kertiniy rezultatu (modeliy, algoritmuy) sukiirima, kompiuteriniuy
skaiciavimy atlikima bei teksto parengima.

Disertacijos struktiira

Disertacija sudaro jvadas, keturi pagrindiniai skyriai, bendrosios iSva-
dos, literatiiros sarasas ir priedas.

Pagrindinéje disertacijos dalyje, susidedancioje i$ keturiu skyriy,
nuosekliai pateikiami disertacijos rezultatai, kurie derinami su pasta-
bomis, iSrySkinanciomis esminius teiginius ir sudaranc¢iomis platesnj
konteksta. Pirmajame skyriuje per dinaminio struktiriniy lygéiu mo-
delio prizme apZvelgiama aktuali literatiira, iSgryninama efektyviu
parametry vertinimo algoritmu samprata ir pristatoma ju kirimo tech-
nika. Antrajame skyriuje apibréZiamas kumuliacinis strukttiriniy lygciu
modelis ir pritaikoma pirmajame skyriuje pristatyta technika. Treciaja-
me skyriuje aprasomi veiksmai, kuriais i$ antrajame skyriuje sudaryto
algoritmo parametrams vertinti esant fiksuotam duomeny rinkiniui su-
kuriamas algoritmas parametrams vertinti realiuoju laiku. Ketvirtajame
skyriuje akcentuojami praktiniai dinaminiy sistemuy modeliy taikymo
aspektai, analizuojant atotrtikj tarp modeliy ir duomeny COVID-19 pan-
demijos plitimo modeliavimo atveju bei konstruojant socialinio kapitalo
dinamikos model;.
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1. STOCHASTINIU DINAMINIU SISTEMU MODELIU
PARAMETRU EFEKTYVIU VERTINIMO ALGORITMU SUDARYMO
TECHNIKA

Sis skyrius parengtas remiantis [28, 97] straipsniais. Cia (1)=(3) lygtimis
apibréztam bendrajam dinaminiu sistemu modeliui suteikiamas kon-
kretus dinaminiy struktairiniy lygé¢iu modelio pavidalas, kurio pagrindu
toliau nagrinéjama efektyvaus parametry vertinimo tematika.

1.1. Strukttriniu lygé¢iu modeliavimas

Struktiiriniy lygéiu modeliavimas (SLM) [112] sudaro veiksmingas gali-
mybes modeliuoti daugeli realaus pasaulio reiskiniy, kurie negali biti
tiesiogiai stebimi ir todél turi biiti iSreiksti iSmatuojamais stebéjimais
[3]. SLM daZniau taikomas srityse, kuriose intensyviai naudojamos ab-
strakcios savokos, pavyzdZiui, elgsenos ar socialiniuose moksluose [87],
taciau placiai taikomas ir daugelyje kity sri¢iy, tokiuy kaip medicinos
bei sveikatos mokslai [13], verslas ir rinkodara [73] ir gamtinés sistemos
[42].

Savo esme SLM yra iSsami metodika, skirta teoriniam (daZniausiai)
tiesiniu rysiu tarp kintamuju tinklui atvaizduoti, ivertinti ir patikrin-
ti [93]. SLM pripazinima i$ esmes lemia tai, kad pagal ji: 1) aiSkiai
ivertinamos matavimo paklaidos; 2) latentiniai (nestebimi) kintamieji
ivertinami per stebimus kintamuosius (vienu metu sprendziamos kelios
susijusios lygtys, kad biitu nustatyti parametru jverdiai); ir 3) atliekamas
modelio testavimas, leidZiantis duomenis atitinkancios struktiiros parin-
kima [15]. Atsizvelgiant i tai, kad SLM atveju stebimi jvesties duomenys
yra susiejami su stebimais iSvesties duomenimis per nestebimus kon-
struktus, teoriS8kai SLM galima laikyti juodosios dézés modeliavimu [37],
taciau del specifinés struktiiros ivedimo praktiskai tai atitinka pilkosios
dézés modeliavima [64].

Kaip statistinis metodas, SLM sujungia regresine [101] ir faktorine
[18] analizes per matavimo modelj, kuris apibréZia su vienu ar daugiau
stebimu kintamuyju susijusius latentinius kintamuosius, ir strukttrini
modelj, kuris nurodo rysius tarp latentiniu kintamuju (Zr. 1.1 pav.).
Iprastiné SLM procediira apima hipoteziu apie nagrinéjama reiskinij
formulavima, kurios véliau paver¢iamos i$ tiesiniu lygéiu su neapi-
bréztais parametrais sudarytu modeliu. Norint naudoti modelj pri-
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imant kiekybinius sprendimus, modelio parametrus reikia jvertinti pa-
gal stebimus duomenis, kurie yra latentiniais kintamaisiais laikomu
teoriniy konstrukty vertimo iSmatuojamais rodikliais rezultatas. Ga-
liausiai jvertinamas modelio tinkamumas, kuriuo remiantis modelis yra
priimamas arba atmetamas [62].

) y

:r. |. -x_._ £ } G n

1.1 pav.: Supaprastinta abstrakti SLM diagrama, kurioje = (stebima
ivestis) ir y (stebima iSvestis) yra stebimi kintamieji, o £ (latentiné jvestis)
ir n (latentiné iSvestis) yra latentiniai kintamieji. Rodyklés rodo poveikio
krypti. Tiek x kartu su &, tiek y kartu su 7 sudaro matavimo modelius, o
n kartu su € sudaro struktiirini modelj. Daugiau informacijos apie SLM
diagramuy braiZzyma galima rasti [62].

1.2.  Dinaminis strukttiriniu lygc¢iu modelis

Bendrasis dinaminis (panelinis) strukttiriniy lygé¢iu modelis (DSLM),
apimantis dauguma jprastuy tiesiniy dinaminiu (ir statiniy) modeliy,
iskaitant ir klasikinj SLM (LISREL) [58], subjektui ¢ = 1,..., N, laiku
t=1,...,T, yra formuluojamas taip [20]:

p q
Mi = i+ > _Bimia—j + > Ti&iuj + Giu, (1.1)
J=0 j=0
Yit = My, T Mynig + €t (1.2)
Tit = Mai + No&it + 0it, (1.3)

!/ /
kur n;; = (nf?,,nf?) ir & = (51-(;),...,@(?) yra nestebimu

/
(latentiniy) kintamuyju vektoriai; y;; = (yﬁ), e ,y&”) ir z;; =

it oLt

ir p1z; (m x 1) — fiksuotu efektu vektoriai; B; (I x 1), I'; (I x k), Ay (n x I)
ir A; (m x k) — regresijos koeficienty matricos; (;; (I x 1), €+ (n x 1) ir

/
(x(l) e x(m)> — stebimuy kintamuju vektoriai; ji,; (I x 1), pty; (n x 1)

i+ (m x 1) —matavimo paklaiduy (triuksmo) vektoriai.

Viena vertus, (1.1)—(1.3) lygtimis apibrézto tiesinio modelio taiky-
mas yra nesudeétingas ir nereikalauja ypatingos kompiuterio spartos ar
atminties istekliy. Kita vertus, norint juo pasinaudoti, pirmiausia reikia
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ivertinti jo parametrus — pageidautina gana tiksliai, nes nuo parametry
iverciu kokybés priklauso tolesniu modeliavimo uzdaviniy, tokiu kaip
filtravimas ir prognozavimas, kokybé. Tai daznai yra sudétingas uzda-
vinys, ypac esant tokiam griZtamojo ry$io mechanizmui kaip (1.1) lyg-
ties. Sios dalis pasirodo ir garsiajame Kalmano filtro modelyje, kurio
praktinis igyvendinimas sudétingas dél sunkumu gauti gerus triukSmo
kovariaciju matricy jver¢ius [61].

Nagrinéjant DSLM parametry vertinima, svarbus skirtumas yra
tarp atvejy, kai N > 1 ir kai N = 1. Pirmuoju atveju tai vadinama
vertinimu su paneliniais duomenimis, o antruoju — vertinimu su gry-
naisiais laiko eilu¢iy duomenimis [20]. Iprastai daugiau démesio ski-
riama paneliniams duomenims, ta¢iau susidoméjimas grynaisiais laiko
eilu¢iy duomenimis taip pat yra reikmingas [20, 47, 104]. Skirtumas
tarp Siu dvieju atveju yra tas, kad, kitaip nei paneliniy duomenu atveju,
grynyju laiko eilu¢iy duomenu negalima pakeisti pakankama statistika,
tai yra empiriniu kovariaciju matricos jverciu, kuris yra kovariacinés
struktiirinés analizés — placiai paplitusios SLM srityje — pagrindas [20].

Nors DSLM pritaikomumas tikriausiai yra akivaizdesnis, kai N > 1,
one kai N = 1 [45], Siame darbe iSimtinai susitelkiama i atveji N =1
(dél Sios priezasties nuo $iol subjekto indeksas i bus praleidziamas). 5i
pasirinkima motyvuoja tai, kad N = 1 sudaro fundamentaliai atski-
ra problemy klase [20], kuri, nors ir néra visa apimanti, vis délto turi
reikSminga taikymo sriti. N = 1 duomenys jprastai yra populiariis
tokiose srityse kaip ekonometrija, seismologija, meteorologija, valdy-
mo inZinerija ir signaly apdorojimas; be to, jie taip pat perspektyviis
SLM artimesnése srityse, tokiose kaip socialiniai ir medicinos mokslai
[19, 48, 99]. Nepaisant ilgameciu kolektyviniu tyrimuy, $iai sriciai vis
dar gali biiti sitilomi nauji sprendimai — kaip ir $io darbo atveju. Be to,
atsizvelgiant j tai, kad $is darbas apskritai yra labiau orientuotas i meto-
dologine ekspozicija, o ne i visapusiskai praktisku rezultaty sukiirima,
atvejis N = 1 yra patrauklus dél santykinai paprastesnio techninio
pateikimo.

DSLM parametry vertinima N = 1 atveju galima atlikti jprastoje ko-
variacinés struktiirinés analizés aplinkoje, sudarant dirbtine kovariaciju
matrica, kurioje paslinktos laiko eilu¢iy vektoriu reiksmés laikomos pa-
pildomais kintamaisiais (vadinamasis Tioplico metodas) [46, 130]. Nors
Sis metodas néra sudétingas, jis pazeidzia nepriklausomu atveju (eiluciu)
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prielaida, todél juo gaunami ne didZiausio tikétinumo, o momentu me-
todo jverdiai.

Kaip alternatyva galima nagrinéti galimybe modeli uZraSyti
btiseny erdvés pavidalu ir naudoti Kalmano filtra rekursiniam modelio
tikétinumo funkcijos vertinimui, kai kiekviename Zingsnyje gaunami
nauji parametry jverciai iki konvergavimo [104, 113, 130]. Nors vertinti
naudojant Kalmano filtra gaunami didZiausio tikétinumo jver¢iai,
tam reikalingos analitinés iSvestinés ir geros pradinés reikSmés. Be
to, rekursinis tokio parametry vertinimo pobiidis prisideda prie léeto
konvergavimo problemuy, ypa¢ dideliu modeliu atveju, nes kiekviename
vertinimo etape reikia naudoti Kalmano filtro rekursijas.

Klasikinis metodas didZiausio tikétinumo jverciams gauti — tai
tiesioginis didziausio tikétinumo vertinimas, kai tikétinumo funkci-
ja uZrasoma visai duomenu iméiai [20, 25, 47, 118]. Taciau kadangi
tikétinumo funkcijos apskai¢iavimas reikalauja ne mazesnés nei 7" x T’
matricos apvertimo, kuris yra sudétingas skai¢iuojamuoju pozitriu
(tokios operacijos algoritminis sudétingumas yra kubinis 7" atzvilgiu)
[85], iprastu procediiry naudojimas tikétinumo funkcijai optimizuoti
yra praktiskas tik maZiems duomenu rinkiniams. Kita galima problema
—auksta modelio dimensija n+m, ta¢iau Ssiame darbe démesys skiriamas
iSimtinai duomenu apimties keliamiems isstikiams.

Susidiirus su skai¢iavimo problemomis, ypac taikant sudétingesnius
modelius, daZnai pasitelkiamas dar vienas metodas — Bajeso vertinimas
su Gibbso (ar kita) atranka [75, 130]. Nors Bajeso metodais pagrista
vertinima palyginti lengva igyvendinti sudétingiems pasiskirstymams
dideliy matmenu erdveése taikant Markovo grandinés Monte Karlo
metoda, kuris leidZia dirbti su sudétingomis modeliavimo situacijomis,
Sis metodas taip pat turi trikumu — tarp ju sunkumu nustatant tiksluma
ir konvergavima (netgi empiriskai) [106].

1.3. Efektyviis parametry vertinimo algoritmai

AtsiZzvelgiant i esamas DSLM parametry vertinimo galimybes, kai nau-
dojami grynieji laiko eiluciu duomenys, galima apibendrinti, kad esa-
mi metodai arba duoda neoptimalius jvercius, arba yra neveiksmingi
skai¢iavimo poZitiriu. Vieni metodai grindZiami jvairiais supaprastini-
mais, todél paprastai yra lengvai apskai¢iuojami, taciau neoptimaliis —
ta prasme, kad kiti iverciai gali labiau susitelkti i tikraja parametro verte.
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Kiti metodai paremti tvirta teorine baze, kaip, pavyzdZiui, didZiau-
sio tiketinumo vertinimas [80], todél gali biti bent jau asimptotiskai
optimaliis, bet reikalauja daug skaic¢iavimo istekliu.

AtsiZzvelgiant j pastarojo meto technologine paZanga, inicijavusia
didZiuju duomenu era [68], Siandien kaip niekada anks¢iau paplite dide-
li duomeny kiekiai. Norint iSnaudoti ju potenciala, biitinas skaiciavimo
efektyvumas, o parametry jverciy optimalumas visada buvo pageidau-
jama savybe.

Todél siekiant uZtikrinti, kad DSLM isliktu konkurencinga priemo-
ne, galincia spresti Siuolaikinius uZdavinius, vienas i$ tolesnio jo tobu-
linimo aspektu turéty biti skai¢iavimo poZitriu efektyviy algoritmy,
pagristu optimaliais parametry vertinimo metodais, kiirimas.

1.1 pastaba. PaZymétina, kad, atsiZvelgiant j Sio darbo tikslus, skaiciavi-
mo efektyoumas suprantamas kaip tiesinio laiko algoritminis sudétingumas
stebéjimy imties dydZio T atZvilgiu.

1.2 pastaba. [verciy optimalumas Siame darbe suprantamas kaip vertinimo
taisykliy, pagal kurias gaunami parametry jverciai, norimy savybiy (asimptoti-
nis) patenkinimas, tai yra: 1) nepaslinktumas, 2) pagristumas ir 3) efektyoumas
— savybé, susijusi su maZiausia jmanoma paklaida [36].

1.3 pastaba. Nors siame darbe nagrinéjamas biitent DSLM, tiek jverciy op-
timalumu, tiek skaiciavimo efektyvumu pasizymintys algoritmai yra siektini
ir kituose kontekstuose (zr., pvz., [116]). Apskritai neabejotinai vertingas al-
goritmas turéty pasiZzyméti 1.1 ir 1.2 pastabose aptartomis savybémis — toks
algoritmas laikytinas efektyviu.

Siuo pozitiriu (platiaja prasme) didZiausio tikétinumo vertinimas uZtikrina
jverciy optimalumo dalj (1.2 pastaba), bet nepajégia uZtikrinti skaiciavimo
efektyvumo (1.1 pastaba). O jvairius supaprastinimus naudojantys metodai
geba patenkinti skai¢iavimo efektyoumo reikalavimus (1.1 pastaba), taciau
negali uztikrinti jverciy optimalumo (1.2 pastaba) dél nepasiekiamo efektyvumo
— treciosios savybés, nurodytos 1.2 pastaboje.

Taigi reikalingi moksliniai tyrimai, kuriais biity siekiama panaikinti kom-
promiso poreikj.

Nors efektyvaus algoritmo sukiirimas duotam modeliui daznu at-
veju néra lengva uZzduotis, galima formuluoti bendruosius tokio proceso

principus. Dél paprastumo bendrai vadinkime juos palaipsninio vertinimo
technika (PVT).
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PVT yra susijusi su skai¢iavimo poZitriu efektyviu didZiausio
tikétinumo metodo (DTM) taikymu — prieSingai nei su skaiciavimo
pozitiriu efektyvaus, bet vertinimo pozitiriu neoptimalaus metodo pa-
vertimu optimaliu arba fundamentaliai naujo metodo kairimu.

Kadangi parametrams vertinti naudojamas DTM, PVT objektas
yra tikétinumo funkcija, formuluojama galimai transformuotiems duo-
menims (pagal iniciatyvine PVT dalj). Véliau jos apdorojimas vyk-
domas trimis etapais (pagal operatyvine PVT dalij), kuriy sékmingas
igyvendinimas leidZia sukurti skai¢iavimo pozitiriu efektyvius didZiau-
sio tikétinumo parametry vertinimo algoritmus.

Iniciatyviné PVT dalis. Pradiné DSLM tikétinumo funkcija — vidurkiu
vektoriui ir kovariaciju matricai, kuriai bidinga blokineé strukttira [20],
priklausan¢iy modelio parametru funkcija. Iniciatyvinés PVT dalies tiks-
las — transformuoti modelio duomenis taip, kad biity iSretinti kovariaciju
matricos blokai, paverc¢iant juos daugiajstrizainémis matricomis. To
siekiama todél, kad retosios matricos yra lengviau apdorojamos nei
tankiosios, o daugiaistriZainés (arba placiaja prasme juostinés) matricos
sudaro svarbu ir santykinai gerai istirta retyju matricuy poaibj [27].

Operatyviné PVT dalis. Operatyvine PVT dalj sudaro trys nuoseklis
etapai, nusakantys reikiamus atlikti veiksmus:

1. Iniciatyvinéje PVT dalyje gautos kovariaciju matricos blokine
dekompozicija. Siuo veiksmu pradiné nuo modelio parametru
priklausanti tikétinumo funkcija pakei¢iama ekvivalentine,
reparametrizuota tiketinumo funkcija. Si nauja funkcija priklauso
nuo unikaliy vidurkiy vektoriaus ir kovariaciju matricos elementu
(galimai transformuotuy, jei tai palengvina tolesnj apdorojima),
kurie toliau vadinami tiesiog parametrais. Taip gaunama
tikétinumo funkcija, kurios kovariaciju matricos pakaitalas — tai
yra ne mazesneé nei 7' x T matrica, kuria reikia apversti ir kurios
determinanta reikia apskai¢iuoti, — priklauso nuo maziausio
skai¢iaus parametruy.

2. Gautos ekvivalentinés tikétinumo funkcijos diferencijavimas pa-
gal parametrus, kurie nepriklauso jvestam kovariaciju matricos
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pakaitalui, ir paskui atliekamas manipuliavimas gautais pradi-
niais jvertiniais, kuriuo siekiama gauti iSreikstinius jvertinius, pri-
klausancius tik nuo kovariaciju matricos pakaitala sudaranciu
parametruy. Siuos iSreikstinius jvertinius jstacius i ekvivalentine
tikétinumo funkcija, gaunama tik nuo kovariaciju matricos pakaita-
lui priklausanciy parametry priklausanti funkcija, taip sumazinant
sprestino optimizavimo uzdavinio dimensiSkuma.

3. Veiksmingu rekursiniy formuliy, kuriu kiekvienas Zingsnis rei-
kalauja pastovaus skai¢iaus elementariyju operacijy, iSvedimas.
Sios formules yra batinos sudeétingiems nariams, susijusiems su
kovariaciju matricos pakaitalu ir sudarantiems gautus jvertinius,
apskaiciuoti per laika, tiesiogiai proporcinga stebéjimu imties dy-
dziui T.
1.4 pastaba. [vertinus visus ekvivalentinés tikétinumo funkcijos, jvestos pir-
majame operatyvinés PVT dalies etape, parametrus, is esmés jvertinami uni-
kaltis vidurkiy vektoriaus ir kovariacijy matricos elementai. Tai leidZia griZti
prie originaliy modelio parametry, pritaikant klasikinius ir gerai Zinomus sios
srities rezultatus, jei modelis yra identifikuojamas.

Pagal savo specifika PVT geriausiai gali biiti plétojama ir taikoma
remiantis pozitiriu ,,i8 apacios i vir§u”, tai yra pradedant nuo specifis-
kumo ir judant link bendrumo [111]. IS esmes taip yra todél, kad kuo
sudétingesnis modelis, tuo sudétingesné jo kovariaciju strukttira, todél
PVT etapai tampa sudétingesni tiek reikalingo matematinio aparato,
tiek izvalguy gilumo poZitriu.

Vis délto sékmingas PVT pritaikymas konkre¢iam modeliui leidZia
ekstrapoliuoti jgyta patirti pasirinktinai mazam Zingsniui link galutinio
bendrojo modelio (pvz., apragyto (1.1)—(1.3) lygtimis). Sis procesas gali
btiti kartojamas, taip realizuojant veikima ,,i8 apacios i virsu”.

1.5 pastaba. PVT galima laikyti duokle DTM kaip joairiy euristiniy
alternatyvy (pvz., simuliavimu pagristy vertinimo metody) priesingybei.
DTM paprastai yra labiau pageidaujamas uZ kitus metodus, nes juo gaunami
parametry jverciai pasizymi optimalumu, o tai reiskia, kad asimptotiniu
poZiiiriu jo negali pranokti joks kitas metodas. Taciau autoriai, bandantys
taikyti DTM sudétingy modeliy parametrams vertinti, neretai susiduria su
skaiciavimo problemomis, tad jverciy kokybe iskeicia j skaiciavimo supapras-
tinimus [75] (Siuolaikiné su DSLM susijusi programiné jranga pasiZymi
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idiegtais bendrais modeliais ir stochastiniais metodais, tokiais kaip jiems
spresti skirti Markovo grandinés Monte Karlo metodai [6]). PVT sitilymas
is esmés yra siillymas permastyti DTM, nes PV'T taikymas gali palenguinti
DTM jgyvendinanciy algoritmy sukiirima, taip ilgiau isliekant prie DTM
naudojimo. Ir nors vargu ar galima isvengti visy sprendZiamumo problemy,
galima teigti, kad kuo didesnis modeliy, kuriy parametrus galima jvertinti
su DTM, rinkinys, tuo didesné bendra teoriné ir praktiné nauda, o PVT gali
prisidéti prie sio rinkinio iSplétimo.

1.4. Parametry vertinimas realiuoju laiku

Iprastai (D)SLM tyrimai yra susije su parametry vertinimu esant fiksuo-
tam duomeny rinkiniui [20, 44]. Tai reiskia, kad pirmiausia surenkami
visi aktualtis duomenys, o tada jvertinami parametrai; tai paprastai at-
liekama i8 karto viso duomenuy rinkinio atzvilgiu. Pagal apibrézima toks
parametry vertinimo btidas duomenu rinkima ir parametry vertinima
iSskaido i du atskirus tyrimo etapus. Maziau akivaizdu, taciau tai taip
pat gali reiksti, kad ry$iai tarp kintamuju yra stabilis laikui bégant, o
tai daZnai yra pagrista prielaida.

Taciau gali biti ir taip, kad rySiai tarp kintamuju laikui bégant kinta
arba duomenuy srautas yra nenutriikstamas (galimai be jokios apibréztos
pabaigos), o sprendimai, kuriems jtaka daro modelio parametry jver¢iai,
turi baiti priimami skirtingais laiko momentais, remiantis iki ju surink-
tais duomenimis [120]. Tokiais atvejais reikalingas parametry vertini-
mas realiuoju laiku, apimantis parametruy jverciy atnaujinima iki naujo
duomenuy pasirodymo [35]. Parametry vertinimas realiuoju laiku lei-
dZia iSnaudoti laipsniskai didéjantji duomenu kiekj parametry jverc¢iams
tikslinti bei prisitaikyti prie sistemos dinamikos poky¢iuy, aktualiu ne-
stacionariose aplinkose, kuriose fundamentalus duomenu generavimo
procesas laikui bégant gali keistis.

1.6 pastaba. PVT atliepia bendruosius efektyviy algoritmy, skirty parame-
trams vertinti esant fiksuotam duomeny rinkiniui, sudarymo principus. Savo
ruoZtu parametry vertinimas realivoju laiku reikalauja papildomy veiksmuy,
susijusiy su antrajame operatyvinés PVT dalies etape gauto sumaZinto dimen-
siskumo optimizavimo uZdavinio specifiniu sprendimu.

1.7 pastaba. Techniskai parametry vertinimas esant fiksuotam duomeny rinki-
niui gali biiti naudojamas parametry vertinimo realivoju laiku tikslais. Taciau
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su kiekvienu paskesniu parametry atnaujinimu tai didina skaiciavimo nasta,
nes vertinimas atliekamas panaudojant visa duomeny aibe, kuri laikui bégant
didéja. O praktiskai priimtinam parametry vertinimui realivoju laiku Si skaicia-
vimo nasta turi islikti stabili.

Parametry vertinimo realiuoju laiku atveju modelio parametrai
turi baiti nedelsiant atnaujinami pagal naujus turimus duomenis, taip
atspindint nauja informacija. Kad neatsiliktu nuo gaunamo duomeny
srauto, biitina, jog naudojami parametry vertinimo algoritmai pakan-
kamai sparciai apdoroty naujus duomenis ir atnaujinty parametru
ivercius. [prastai tradicinius, kokybiskus parametry vertinimo metodus
igyvendinantys algoritmai néra tinkami veikti realiuoju laiku, nes
daZnai apima skai¢iavimo poZitiriu intensyvias iteracines procediiras.
Pavyzdziui, tokie metodai kaip didZiausio tikétinumo ar maZziausiu
kvadraty vertinimas, kurie jprastai naudojami parametrams vertinti
esant fiksuotai duomeny iméiai, apima skai¢iavimo pozitriu reikliu
optimizavimo problemuy sprendima, kurios, siekiant patenkinti
parametry vertinimo realiuoju laiku keliamus reikalavimus, tampa dar
sudeétingesnés. Taigi reikalingi algoritmai, kurie btitu specialiai sukurti
parametrams vertinti realiuoju laiku. Sie algoritmai turi pasizymeti
greitaveika, teikti patikimus parametry jvercius naudojant maZziau
duomeny ir biiti atspartis i$ to galimai kylanc¢iam nestabilumui.

Siuos algoritmu, skirty parametrams vertinti realiuoju laiku, suda-
rymo i8stkius galima bandyti iveikti naudojant stochastiniu aproksima-
vimu pagristus metodus, pavyzdZziui, stochastinio gradientinio nusilei-
dimo algoritma — iteracini metoda, skirta optimizuoti tikslo funkcija su
tinkamomis glotnumo savybémis [114]. Jis gali btiti laikomas gradienti-
nio nusileidimo optimizavimo metodo (placiai naudojamo masininiame
mokyme ir statistikoje, siekiant rasti funkcija minimizuojancius para-
metrus [78]) stochastiniu aproksimavimu, nes pakeicia tikraji gradienta
(apskai¢iuojama i$ visos duomenu aibés) tam tikru jo iverciu, apskaiciuo-
jamu i8 atsitiktinai parinkto duomenu aibés poaibio.

O alternatyvus biidas — naudoti rekursiniu vertinimu pagristus
metodus, pavyzdZziui, rekursinj matematinés vilties maksimizavimo
algoritma, specialiai sukurta realaus laiko uZduotims, susijusioms su pa-
slépto Markovo modelio parametry jvertinimu [116], spresti. Pastarieji
metodai gali atnaujinti parametry jvercius pagal ju einamasias reikSmes
ir naujus duomenis, taip iSvengiant visos duomenu istorijos pakartotinio
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apdorojimo.

1.8 pastaba. IS esmés parametry vertinimo realiuoju laiku algoritmai gali
biiti sudaromi naudojant stochastinj arba rekursinj (palaipsninj) metodq. Sto-
chastinis metodas yra pagristas fiksuoto dydZio atsitiktiniais viso duomeny
rinkinio, prieinamo duotuoju laiko momentu, poaibiais, kurie naudojami at-
liekant parametry vertinima sudarancius procediirinius veiksmus. O Stai
rekursinis (palaipsninis) metodas yra susijes su parametry jverciy atnaujini-
mu, naudojant tik naujai gautus duomenis, tai yra nauji parametry jverciai
priklauso nuo esamy parametry jverciy ir duomeny, gauty laikotarpiu tarp
dviejy parametry vertinimo momenty.

Nors parametry vertinimo realiuoju laiku koncepcija egzistuoja
jau ne viena deSimtmetj, per kurj jvairiose srityse pasitilyta nemazai ja
igyvendinanciy algoritmuy, DSLM paZanga Siuo aspektu yra santykinai
ribota. Tai i8 dalies gali biiti siejama su vystymo sunkumais, kylanciais
bandant kurti tokius parametry vertinimo realiuoju laiku algoritmus,
kurie greitaveikos vardan neaukotu parametruy jiverciu kokybés. Kita
vertus, galimai vis dar stokojama geresnio parametry vertinimo rea-
liuoju laiku potencialo ir svarbos supratimo didZiyju duomenu eros
kontekste, todél Siai sri¢iai plétoti néra skiriama daugiausia imanomu
pastangu. Nepaisant siuy aplinkybiy, DSLM visavertisSkumui Siuolaiki-
niame kontekste baitini efektyviis parametry vertinimo realiuoju laiku
algoritmai, kuriy sudarymas, pagal PVT, turéty vykti DTM ir rekursijos
pagrindais.

1.5. Skyriaus iSvados

* DSLM yra svarbus tiesinis stochastiniy dinaminiy sistemuy mo-
delis, leidZiantis kontekstualiai nagrinéti efektyvaus parametru
vertinimo tematika.

¢ Esami DSLM parametruy vertinimo algoritmai pasiZymi arba
iver¢iu kokybe, arba veikimo greitaveika, tac¢iau norint visa-
pusiskai iSnaudoti Siuolaikines aplinkybes reikalingi abiem
savybémis pasizymintys algoritmai.

e PVT apibrézia veiksmus, kuriy sékmingas atlikimas leidzia
sukurti efektyvius algoritmus DSLM ir bendresniu stochastiniu
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dinaminiy sistemy modeliy parametrams vertinti, kai duomenu

rinkinys yra fiksuotas.

¢ DSLM parametry vertinimas realiuoju laiku stokoja pelnyto
démesio didZiyju duomenuy eros kontekste, taciau efektyviuy tam
skirty algoritmu vystymas gali btiti vykdomas kaip PVT tasa.
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2. PALAIPSNINIO VERTINIMO TECHNIKOS TAIKYMAS
KUMULIACINIO STRUKTURINIU LYGCIU MODELIO ATVEJU

Siame skyriuje, parengtame [97] straipsnio pagrindu, palaipsninio verti-
nimo technika (PVT) pademonstruojama arba, turint omenyje jos taiky-
ma pagal pozitri ,,i$ apacios i virsuy”, inicijuojama santykinai paprastu,
taciau fundamentaliu (1.1)—(1.3) lygtimis apibréZiamo modelio atveju,
nustatant B; = 0;5; (j # 1), B1 = Ljx ir I'; = 0« (j > 0). Gaunamas
modelis, vadinamas kumuliaciniu struktiiriniy lygciy modeliu (KSLM). KS-
LM - atskiras dinaminio struktiriniy lyg¢iu modelio (DSLM) atvejis,
gaunamas apribojant tik struktiirine lygti, taciau kitus atskirus KSLM
(taigi ir DSLM) atvejus galima gauti apribojant matavimo lygtis. Galima
teigti, kad praktiniuy taikymu atZvilgiu KSLM pagristas Okamo skustu-
vo principu [107], nes derinamas santfirumas, tikslumas ir adekvatumas.
Siame modelyje yra latentiniy kintamujuy, matuojamu faktoriniu isves-
ties modeliu, o ju prieaugiai regresuojami pagal kitus modeliuojamus
latentinius kintamuosius, matuojamus faktoriniu jvesties modeliu [18].
Atsizvelgiant i tai, kad B; = I;x;, KSLM modeliuojamas procesas yra
panasus i daugiamati, su triukS§mu stebima Vynerio procesa, kuris, kaip
Zinoma, néra stacionarus ir yra fundamentalus tiek teorinéje, tiek taiko-
mojoje matematikoje [52, 128].

KSLM, pavyzdZiui, galéty biati taikomas kultirinio dalyvavimo
poveikiui socialiniam kapitalui modeliuoti [95]. Siuo atveju kultarinis
dalyvavimas biity latentinis kintamasis &, kuris pasireikStu per asmens
polinki lankytis jvairaus pobtidZio kultiiros renginiuose (kine, teatre,
koncertuose ir kt.). Si polinkj bty galima jvertinti naudojant su atitin-
kamais renginiais susijusiq statistika, tokia kaip biliety pardavimas arba
faktinis lankomumas (stebimas kintamasis x). Socialinis kapitalas btitu
dar vienas latentinis kintamasis (n), kuris priklausytu nuo ankstesnés
savo vertés ir dabartinés kultirinio dalyvavimo vertés & (tai reikstu, kad
socialinio kapitalo prieaugi lemia bendras kultairinio dalyvavimo lygis
tarp dvieju gretimy matavimo momentu) ir kuris galéty biiti vertinamas
pagal atsakymus i specialiai jam matuoti sudaryta klausimyna (stebimas
kintamasis ).

IS esmés KSLM taikymo diapazonas yra susijes su tokiais atvejais,
kai endogeniniy latentiniy kintamuju verciu vienkartinj pokyti veikia
atitinkamos dabartinés egzogeniniu latentiniu kintamuyju reikSmeés (kaip
nagrinétame atvejyje arba modeliuojant, tarkime, sveikatos poky¢ius
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priklausomai nuo gyvenimo btido pasirinkimu, nuotaiku kaita priklau-
somai nuo reakcijos i iorinius poveikius ir pan.).

2.1 pastaba. I principo KSLM yra naudingas vertinant tam tikry veiksmy
poveikj tam tikry atributy vertés pokyciams. Taciau, palyginti su bendruoju
(1.1)—-(1.3) lygtimis apibréztu DSLM, jis pasizymi ribota atmintimi ir nea-
pima nei galimy tiesioginiy tarpusavio priklausomybiy, nei multiplikatyviniy
atributy efekty.

Siame skyriuje i§imtinai nagrinéjama skai¢iavimo poZitriu efekty-
vaus didZiausio tikétinumo vienmates iSvesties KSLM (t. y. n = [ = 1),
su py = 0ir Ay = 1, parametry vertinimo i§ grynuju laiko eiluciu
duomenuy problema, kai duomenu rinkinys yra fiksuotas, laikant, kad
modelio kintamieji ir matavimo paklaidos turi normalyji pasiskirstyma.

Viena vertus, efektyviis skai¢iavimai yra biitini, siekiant susitvar-
kyti su didZiyju duomeny erai btidingais dideliais duomenu kiekiais.
Kita vertus, didziausio tikétinumo metodas (DTM) dél savo (asimpto-
tiskai) optimaliu ivertiniu savybiy yra prioritetinis metodas, kuriam
verta ieSkoti skaic¢iavimo atZvilgiu efektyviu algoritmu.

Nagrinéjamas modelis (arba bet kuris KSLM) yra tik atskiras ben-
drojo DSLM, nagrinéjamo, pavyzdziui, [20] arba [6], atvejis. Taciau
sukurti efektyvius parametry vertinimo algoritmus bendrajam DSLM
yra sudétinga, nes jo DTM apima tankios kovariaciju matricos apverti-
ma.

O ¢ia nagrinégjamo KSLM modelio atveju kovariaciju matricos
analizé gali biiti supaprastinta iki blokinés kovariaciju matricos, kurios
blokai yra daugiausia tridiagonalinés matricos, Zinomos dél savo
veiksmingu savybiu. PavyzdZiui, simetrinés tridiagonalinés matricos
atvirkstiné matrica turi analitiSkai iSreiSkiamus elementus [51], o tiesinei
tridiagonalinei lygciu sistemai iSspresti reikalingas operaciju skaicius
auga tiesiSkai su lygciu skai¢iumi, o ne kubiskai, kaip kad Gauso
eliminacijos atveju [38].

Tokiu biidu darbe nagrinéjamas atskiras atvejis leidZia spresti efek-
tyvaus DSLM jvertinimo problema pagal principa ,i$ apacios i virsu”
[111].

2.2 pastaba. Atrodo natiiralu is karto nagrinéti bendraji DSLM, nes tai susije
su maksimalia praktine nauda. Taciau taip darant kyla pavojus nepaisyti
sudétingy, bet optimaliy metody (pvz., DTM) ir rinktis nesudétingas, taciau
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neoptimalias alternatyvas (pvz., Markovo grandinés Monte Karlo metodus
[81]), nes bendrasis DSLM yra sudétingas ir todél sunkiai sprendZiamas [75].

Ir atvirks¢iai — atskiri DSLM atvejai labiau pasiduoda efektyviems spren-
dimams, o dél to jy tyrimas yra vertas démesio, nepaisant mazesnio praktinio
pritaikomumo.

Likusi skyriaus dalis sudaryta taip, kaip nurodyta toliau. Pirmaja-
me poskyryje konkreciai suformuluojamas nagrinéti pasirinktas modelis
ir su juo susijusi parametry vertinimo problema, kuria siekiama spresti
per PVT prizme. Antrajame poskyryje 8i problema sprendziama taikant
PVT principus, tokiu btidu klasikinj kubinio sudétingumo algoritma,
igyvendinantj DTM, paver¢iant tiesinio sudétingumo algoritmu. Trecia-
jame poskyryje atliekami sudaryto algoritmo empiriniai eksperimentai,
siekiant patikrinti jo konvergavima, jverc¢iu kokybe bei vykdymo truk-
me. Galiausiai pateikiamos skyriaus iSvados.

2.1. Problemos formuluoté

Nagrinéjamas modelis apibréZiamas trimis susijusiomis lygtimis.
Pirmoji lygtis gali baiti vadinama peréjimo (strukttirine) lygtimi:

N = Me—1 + py + To&e + &, 1m0 = ¢, (2.1)

kur {no} U {n:} yra latentiniy btaseny skaliary seka (c — $ios sekos ska-
liariné pradZia), u,, — fiksuotu efektu skaliaras, I'g — latentinés jvesties i
latentinj procesa svoriu 1 x k vektorius, {{;} — nepriklausomu ir vienodai
pasiskirs¢iusiu latentinés jvesties i latentinj procesa k x 1 vektoriuy seka
(bendrieji faktoriai), kur & ~ N (Ogx1, Ikxk), 0 {¢:} — nepriklausomu ir
vienodai pasiskirs¢iusiu latentinio proceso triuksmo skaliaru N/ (0, O'%)
seka, t =1,...,T.
Antroji lygtis gali btiti vadinama i$vesties matavimo lygtimi:

Yt = Nt + €, (2.2)

kur {y:} yra stebimuy iSvesties skaliaruy seka, o {¢;} — nepriklausomu
ir vienodai pasiskirsc¢iusiu stebimo iSvesties proceso triukSmo skaliaruy
N (0,07) seka, t =0,...,T.

Trecioji lygtis gali biti vadinama jvesties matavimo lygtimi:

Tt = pgp + A& + 04, (2.3)
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kur {x;} yra stebimu ivesties m x 1 vektoriu seka, y,, — fiksuotu efektu
m x 1 vektorius, A, — bendryju faktoriu svoriu m x k matrica, o {6;}
— nepriklausomy ir vienodai pasiskirs¢iusiu specifiniu faktoriu m x 1
vektoriy seka, kur &; ~ N (Opx1,diag (02,...,02 ), t=1,...,T.

Daroma prielaida, kad {&:}, {¢:}, {0¢} ir {eo} U{e}, t = 1,...,T,
yra tarpusavyje nepriklausomos.

2.3 pastaba. (2.1)—(2.3) lygtimis apibréztas modelis yra atskiras (1.1)—(1.3)
lygtimis apibréZto modelio atvejis su isvesties matavimo lygtimi, taip pat
apibrézta laiko momentui t = 0.

2.4 pastaba. Sakoma, kad (2.1)—~(2.3) lygtys apibiidina vienmatés iSvesties
grynyjy laiko eiluciy duomeny KSLM su adityvinés paklaidos isvesties mata-
vimo lygtimi bei normalumo ir nepriklausomumo prielaidomis.

UZuot naudojus tiesiogiai stebima iSvesti y;, t = 0,...,T, bus
naudojami jos gretimu laiko momenty skirtumai, nes tokiu btidu i
kovariaciju matrica bus ivestas praretinimas, suteikiant jai tridiago-
nalinés matricos struktara:

Ay =yt — Y
Yt =Yt — Yt—1 (2.4)
= pin + To& + G + (er — €1-1),
t=1,...,T.
2.5 pastaba. (2.4) lygtis yra laikytina iniciatyvinés PVT dalies jqyvendinimu.

Prie ;1 pabaigos prijungus u,, o prie A, pabaigos prijungus I'y,
gautas vektorius ir matrica atitinkamai paZymimi kaip p ir L (taip pat

dél vélesnio poreikio papildomai pazymima o = (05, ..., 04,0, 0y)).
Taip pat prie x; pabaigos prijungus Ay;, t =1,...,T, gautas vekto-
rius paZymimas kaip z, papildomai paZymint z = (z1,...,2r)". Tada
Ez = Ky
t=1,....T,ir
X, 7=0
C..(r) = -V, T=1 )

O(m+1)x(m+1), Kitu atveju
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[62. 0 ... 0 0 | [0 .0 0]
0 o2 ... O 0 00 ...00
Wo=1|: .0 0 s W= 0 0
0 0 0 o2 0 00 0 0 O
L0 0 0 0 of+207] 00 0 0 o2

Nagrinéjamas efektyvus didZiausio tikétinumo y, X ir o7 (t. y. (2.3)-
(2.4) lygtimis modeliuojamu duomenuy teoriniuy vidurkiuy vektoriaus ir
nenuliniy kovariaciju matricos elementy) vertinimas esant fiksuotam
duomenuy rinkiniui.

Siekiama sukurti DTM pagrista algoritma, kuris teiktu $iu dydziu
didZiausio tikétinumo jvercius ir biity tiesinis stebéjimuy imties dydzio
T atzvilgiu.

Gavus jvercius, galima gauti matricos

Y = LL' + diag (03261,... o2 02),

yCYxm¥n

kuri struktiiriSkai atitinka faktorinés analizés modelio kovariaciju ma-
trica [129], iverti ir panaudoti esama faktorinés analizés teorija L bei
2 2

o 0727 iver¢iams atskirti, taip gaunant pradinio (2.1)—~(2.3) lyg-

O%yse- 0, s

timis apibréZiamo modelio parametry jvercius. Taciau $i operacija nepa-
tenka j Sio darbo apimtij, nes juo nesiekiama pateikti nauju $ios srities
rezultaty (dél bendrojo poZitirio Zr. tolesne pastraipa arba, pvz., [59]).

2....,62 ,62 atstatymas i$§ matricos %, be kity baduy, gali

Liro
bti atliekamas taikant principiniu komponentu metoda. Pagal si me-
toda matrica i reikia iSreiksti jos tikriniu reikSmiuy ir tikriniu vektoriu
poromis (5:1,\71), (A2, 92)s -+ oy Qo1 Vmgr), kur Ay > Ao > -+ > At

Tada L apskai¢iuojamas taip:

)

[ﬁ] =N,
17‘7
kuri=1,....m+1,j=1,... k.

062 ,...,62 ir &% atitinka jstriZainés matricos > — LI’ elementus,

todel:
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=8, -3 ([1,)"

J=1

~ 2
.9 2 o
} Z [ } ’
N |: m+1,m—+1 - ( m+1,j>

J=1
kuri=1,...,m.

2.6 pastaba. Pabréztina, kad nors ir siekiami didZiausio tikétinumo jverciai,
Siame skyriuje uzduotis apribojama tikétinumo funkcijos stebimiems duome-
nims uzrasymu ir paskesniu atitinkamy jvertiniy bei veiksmingy jy skaiciavimo
formuliy iSvedimu.

Kitaip tariant, galima uZtikrintai teigti, kad sudarytas algoritmas paremtas
DTM, taciau teiginiai apie faktinius didZiausio tikétinumo jvercius turéty turéti
teoriskai grieztq pagrindima.

2.7 pastaba. Pasirinkimas i$ pradZiy jvertinti ¥, uZuot isliekant ties origina-
liais modelio parametrais, palengvina operatyvinés PVT dalies jgyvendinimaq.

2.8 pastaba. Nagrinéjant Lir o3, ,...,0% ,0p gavima i§ 3, reikia pazyméti,

kad is esmés tai reiskia (m + 1)k + (m + 1) parametry reikSmiy gavimq is
w unikaliy ¥ elementy ( lygciy).
Jei Sie dydZiai sutampa, (paprastai) egzistuoja unikalus sprendinys, duo-

dantis L ir o2 o2 02 — tokiu atveju sakoma, kad modelis yra tiesiog

T T
identifikuojamas.

Jei parametry yra daugiau nei lygciy, egzistuoja jvairiy parametry
nustatymy, kurie visi puikiai atitinka kovariacijy matrica, kontinuumas —
tokiu atveju teigiama, kad modelis yra nepakankamai identifikuojamas.

Jei lyg¢iy yra daugiau nei parametry, sakoma, kad modelis yra pernelyg
2 o3, .00 galima gauti tik tuo

z17 Yo

identifikuojamas, o tai reiskia, kad L ir o
atveju, jei ¥ yra tinkamos, apribotos formos — tai yra, jei modelis yra suderintas.

2.2. Problemos sprendimas

Siame poskyryje naudojama PVT, siekiant sudaryti tiesinio sudétingumo
DTM algoritma, skirta praeitame poskyryje apraSytam modeliui jvertinti
pagal fiksuota duomenu rinkini.
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Skirtinguose skirsniuose demonstruojami skirtingi algoritmo su-
darymo Zingsniai, o paskutiniame skirsnyje rezultatai apibendrinami
sudaryto algoritmo pseudokodu.

Isdéstymas papildytas pastabomis, akcentuojanc¢iomis skirtingus
operatyvinés PVT dalies etapus.

2.2.1. Tikeétinumo funkcija
PaZzymima:

I'=Iprxr, J=Jrxr= , o
0,  Kkituatveju

kari=1,...,T,j=1,...,T.
Visa informacijq apimanti kovariaciju matrica yra sudaryta is (m +
1) x (m + 1) bloku, kuriu kiekviename yra 7" x T" elementu:

C..=X1+V¥,®J

Vektorizavus stebéjimo duomeny ir ju vidurkiuy matricas, pazymi-
ma: zvec = vec(z) ir piyec = vec((f, ..., p)"). Nesunku pastebeti, kad
——

T
vektorius zyec turi (m + 1)7T-mati Gauso skirstinj, todeél jo tikimybinis

tankis yra:
( ) Ciédinecczizldvec (2 5)
Pzyec (Rvec) = (4T s .
(2m) "z |C |12
kur dyec = 2zvec — [vec (atkreiptinas démesys, kad ¢ia nedaromas

zyméjimo skirtumas tarp atsitiktinio vektoriaus ir tikimybinio tankio
funkcijos argumento).

(2.5) lygti logaritmuojant, gaunama logaritmineé tikimybinio tankio
funkcija:

5(9) = £(97 Zvec)
- _% (ln (‘CZZ’) + dizecC;zldveC + (m + 1)T1H (27T)) ’

kur 6 bendrai Zymi modelio parametrus (visi jie priklauso piyec ir C.).
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Kadangi galioja lygybé

_ L(0)

arg max [L£(0)] = arg max [T]
— aromin In(|C..]) + d(,eCngldVCC
= arg ) T )

toliau normalizavimo ir supaprastinimo tikslais yra nagrinéjamas
tikétinumo funkcijos £(0) minimizavimas, kur £(0) turi Sia iSraiska:

vec —zz

T

2.9 pastaba. Eiti tiesiogiai prie (2.6) optimizavimo (o tai yra jprasta elgsena

1 ! —1 o
£(6) = 20CD F e,

(2.6)

[20]) yra neveiksminga skaiciavimo poZiiiriu dél biitinybés apversti matricq
C.., nes tai yra kubinio sudétingumo operacija stebéjimy skaiciaus T' atZvilgiu
[85]. Taciau galima bandyti iSnaudoti specialiq matricos C., struktiira, siekiant
galiausiai paspartinti skaiiavimus. Biitent tai sudaro pirmaji operatyvinés
PVT dalies etapa, pagal kurj matrica C.,, isskaidoma j blokus, susijusius: 1)
tik su x, 2) ir su x, ir su Ay, ir 3) tik su Ay. Taip gaunama ekvivalenti, tam
tikru biidu parametrizuota tikétinumo funkcija, tinkama naudoti antrajame
operatyvinés PVT dalies etape.

Dabar tikétinumo funkcija £(6) iSreiskiama taip, kad atsiskirtuy

skirtingi kovariaciju matricos C,. blokai. PaZymima: A = ¥ ® I,
B = diag(/\[J]), C = V[J] irD = (0T><T7 . 70T><T7 C)/ Tada:
N—

C.z| = |A+ D (0;B) D|
= |A||I+0.BD'A™'D|
= 2["|C'C + o2 (C'IC) 21|
= 2" |C'o25,QC|
= [3I" (e32)" |cC 1@
= (=150 (03)" 1111Q)
= 2wl (o3)" 1

— (|2l 02) " [Q) 2.7)
ir
d(/ecc,;zldvec = di/ec (A +D (UzB) D/)_1 dvec
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_ g
- dvec

AT = A7'D ((o2B) 7+ D’A‘lD)—l D’A‘1> dyee

= dl <A‘1 —A7'DC ((o20) "+ 211)71 C’D’A—1> dyee

dvec

—1 —1 vy A—1
i, (4 ATDOICIODATY
D]
A*1D0< SENY S I) Q10" DA
=d A—l _ o530 053
vec El
g (a4 A'DCQQ'C'D'A!
vec El
ATIDC (1) QoD A
+ Uy : dvec
by
-1 ' A—1 -1 —1,vy g—1
. 41 _AT'DoC'D'A +A DCQ2 2CDA s
2 JyEl
_ ¥ (d¥,)  (d%,) Q7' (d%,)
=t dZ 1d/ _( r r r r
r( ) b + 05212
_ d.) Q1 (d%,)
= tr (d, 22 d (a2, 2y 28
¢ia X = [E_l]m+1,m+1’ Yy = [2_1}1:(m+1),m+1’ Yaw = MAy +

diag(agl,...,ag ),Q = %ZI+J, dy = 2z, — 1pl ird = z — 14/, kur
m O'y 1
2e = (21, ..., 2p) ir 1 = Lpyg.
Vietoje originaliu modelio parametry imami i§ dalies transformuoti

parametrai, nustatant 0 = (s, I f]xy, 05, U, Mn)r kur

7acosh<l 1 )
252%
s=e¢e y=L/

Exy = E;ml Exyv

¢ia Xy = [X]
pakeidiantys tiesiogini X, ir 3., = [¥],, Lmtl naudojima (X;z, Mgy ir
¥,y sudaro matrica 3, kuria reikia jvertinti). Pastebétina, kad s € [0, 1]
apibudina santykinj i$vesties matavimo triuk§mo o, svori modelyje —

Lmma1- 15 esmes Xy ir s yra surogatiniai parametrai,

didesneés reikSmes reiskia didesnj svorij.
Nors ¥, nepriklauso pasirinktam 0, ji galima nesunkiai apskaiciuo-
ti i$ 6 sudedamuju daliu:

Sy = SarSay. 2.9)



Atitinkamai ¥, turi $ia iSraiska:

2
zwgfii@<+n+4EWYZw (2.10)

(pastaba apie %5 neapibréztuma, kai s = 0, pateikiama tolesniame skirs-
nyje apie rekursinius skaic¢iavimus).

Turint taip apibrézta 6 bei (2.7) ir (2.8) iSraiskas, (2.6) tikétinumo
funkcija galiausiai pertvarkoma taip:

- 1 T
ﬁ(&zm”nwmjﬂmua::T<m(02mhﬁ)|QD

+ tr (de S5, dly)

rxr —x

Gady =z, — 1u,irQ = (%) I+ J, kur zy = (Ayr,...,Ayr)".

IS esmes (2.11) tikétinumo funkcija skirta (2.3)—(2.4) lygtimis api-
brézto modelio teoriniams statistiniams matams jvertinti — x4 ir nenuli-
niams C.,, elementams.

2.10 pastaba. (2.11) tikétinumo funkcija laikytina pirmojo operatyvinés PVT
dalies etapo jgyvendinimo rezultatu.

2.2.2. Dalinés iSvestinés

Dabar reikia apskaiciuoti iSvestines 8%£ , 8‘25 , %, 8875, (,?TE ir iSspresti
: oL __ oL oL 85 _ _
lygtis 5% = Omxm 55— = Omxts 5z = 0 5z = Omxt, g = 0,

atitinkamai parametrams Y., Xz,, 05, Mz, fy, taip gaunant ju pirminius
. o . . - = A2 A ~
ivertinius: Xz, Yy, Oyr fas fln-

Atlikus elementarius, ta¢iau gausius skai¢iavimus, kurie dél papras-
tumo yra praleidZiami, gaunamos Sios iSraiskos:

oL Soadld, Yt
. d.d,
Ype = T (2.13)
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oL 2 [, .« N
o5 = ToE (d Q 'd, S,y — d,Q dy) — Ol = (2.14)
izy = (dgcQ_ld:v)_l d;Q_ldya (2.15)
~ !/ ~
dy — dpXey) Q71 (dy, — dds
852:12_1<y ) Q(y y):0:> (2.16)
aay oy T (%2/)
~ / ~
L (=) Q7 (dy - deSay)
UZ = T ) (2.17)
oL 2

_ ((1@_112%2’@ + ggTz;;> e

Oy To?
H / (2.18)
+ (d zxiwy) Q1% — 025, 21 > = Oyt =

e = ( Q15,5 +a§T2;) (0255201
o (2.19)
- (dy - szxy> Q_llzxy> s
oL r
oo = To? (d oy —dy) Q7M1 =0 — (2.20)
( —d zxy) Q"1
i To1 (2.21)

Pazymeétina, kad gauti pirminiai jvertiniai yra stipriai priklausomi
vienas nuo kito, kadangi Yoz = Sux (), izy = Z:]xy (S, s o), &Z =
o7 (s, Yy, ux,un>/ flz = fig <S, Yes Loy, Ug,un), fin = fin (s, ixy,ux)-

Tac¢iau galutinis siekis (aptariamas tolesniame skirsnyje) yra gauti
tokius 3., Z:]xy, &Z, fiz, fin, kurie jgalinty iSreik$tinius (vienkartinius)
skai¢iavimus, priklausomai nuo parametro s, kurio optimali reikSmé
(t. y. ivertis) savo ruoZtu gaunama minimizuojant dabar jau vienmate
tikétinumo funkcija £(s) ir taip sumaZinant bendraja funkcijos £ mini-
mizavimo pagal visus jos kintamuosius problema, duodancia optimalu
0 (Zzymima 6*).

2.11 pastaba. Tikétinumo funkcijos dimensijos sumazZinimas nuo L iki £
(kartu su isreikstiniais jvertiniais redukuotiems parametrams) sudaro antraji
operatyvinés PVT dalies etapq.

47



2.2.3. Didziausio tikétinumo jvertiniai

Manipuliuojant iSvestinémis ir i$ ju gautais jvertiniais (2.12)—(2.21), gali-

ma sudaryti formules palaipsniniam 6* komponentuy radimui:

She = Yoa, (2.23)
s* = argmin L(s), (2.24)
s€[0,1]
S, = Say(s%), (2.25)
1= fun(5%), (2.26)
or = 6a(s"), (2.27)
Cia
= 2t (2.28)
Ha = T .
P
Yigw = = xy .
T (2.29)
N FENES N N AN
. (d;Qfldm) d.Q1 (d;Q”l)
Eacy = | Imxm 1,@_11
(2.30)
R =1 . P Qfll
1 -1 1 -1 _ Xy
ey e - §E)
~ 2 !
(2 = diuy) @711
Iu77 = ]-/Q_ll ) (231)
L (A =desa) @t (dy - diSay)
G, = T ; (2.32)
s In(jQ .
L= (’T‘) +1n(57), (2.33)
kur d, = 2, — 11, ir dy = 2, — 1fi,,.
C1a ivertinys /i, gaunamas iterpus lygtles = 0 sprendinj dél d,
7, ir persprendus lygu = Opx1 del gy

Ivertmys Em yra kaip (2 13), su iterptu i, pagal (2.28).

Ivertinys ny gaunamas iterpus ji, pagal (2.28) ir /i, (5 Yy, ux)

pagal (2.21) i (2.15), ir i$ gautos iSraiskos isreiskus Ewy.
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Ivertiniai fi, ir &5 yra atitinkamai kaip (2.21) ir (2.17), iterpus /i,
pagal (2.28), flw pagal (2.30) ir i, pagal (2.31).

Galiausiai, funkcija L gaunama iterpus fi,, s f]xy, fy ir &; atitin-
kamai pagal (2.28)—(2.32) i (2.11), ir i§ gautos iSraiSkos pasSalinus nuo s
nepriklausancius narius.

2.12 pastaba. Pastebétina, kad dabar [i, ir I nebepriklauso nuo kity
parametry, o visa kita priklauso tik nuo s, biitent: ixy = ixy(s), fiy = fin(8),
67 =0.(s), L= L(s).

O s yra gaunamas sprendZiant vieno kintamojo funkcijos minimizavimo
uZdavinj, taip sumaZinant reikalingo skaitinio optimizavimo nastq (ja galima
dar labiau sumaZinti, jvercius apskaiCiuojant (2.22)—~(2.27) lygtimis nurodyta
tvarka, nes tai leidZia pakartotinai panaudoti jau atlikty skaiCiavimy rezulta-
tus).

Sis pasickimas Zymi antrajj operatyvinés PVT dalies etapa, tai yra (2.28)—
(2.33) jvertiniai (jskaitant L) laikytini jo jgyvendinimo rezultatu.

2.13 pastaba. Antruoju operatyvinés PVT dalies etapu gauti jvertiniai vis
dar apima nepageidaujamas (sudétingas) israiskas, biitent |Q| ir Q"

Treciasis ir paskutinis operatyvinés PVT dalies etapas yra isnaudoti
tridiagonaling Q) struktiirq, siekiant gauti veiksmingas rekursines formules,
leidZiancias stebéjimy imties dydzio T atZvilgiu kubinio laiko algoritminio
sudétingumo operacijas pakeisti tiesinio laiko algoritminio sudétingumo opera-
cijomis.

Siame skyriuje i$imtinai susitelkiama i funkcijos £ minimizavima
skaitiniais metodais, nereikalaujanciais informacijos apie iSvestines. Tam
naudojama auksinio pjiivio paieska, kuri yra vienas i$ tokiy metodu
[90].

Norint pasiekti norima skai¢iavimo efektyvuma, reikia gebéti (2.28)-
(2.33) ivertiniy skaiciavimus atlikti per laika, tiesiogiai proporcinga 7', o
tai yra kito skirsnio tema (jeigu biitu naudojami i§vestinémis paremti
minimizavimo metodai, taip pat reikéty gebéti efektyviai apskaic¢iuoti ir
L isvestines).

2.14 pastaba. Uzuot minimizavus funkcija L, i§ tikryjy bity galima ap-
skaiCiuoti jos iSvesting pagal s, kuri priklauso tik nuo tiesiogiai (2.32) ir (2.33)
israiskose pasirodancios matricos @, ir tuomet tam tikra prasme tinkamai
suderinti gautos lygties kaire ir desing puses.
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Kartu su isvestais kity parametry (2.28)—(2.32) jvertiniais ir jgyvendintu
treciuoju operatyvinés PVT dalies etapu, aptartu 2.13 pastaboje, sprendZiamai
parametry vertinimo problemai biity galima sudaryti atitinkamaq realaus laiko
algoritma.

Taciau Sios pastabos jgyvendinimas traktuotinas kaip atskiras uZdavinys,
todél atskirai nagrinéjamas kitame skyriuje.

2.2.4. Rekursiniai skai¢iavimai

Pagrindinis trikdis efektyviai apskai¢iuoti 6* pagal (2.22)-(2.27) —
batinybé apversti T' x T' dydzio matricq @, kuri pasirodo iSraiskose
w'Q~'v. Cia u ir v gali bati T' x 1 vektoriai arba T' x m matricos.

Taciau dél paprastumo Siame poskyryje visi skaic¢iavimai atliekami
laikant, kad u ir v yra T x 1 vektoriai. Siuo atveju u/Q~'v yra skaliaras,
o vektorinis bei matricinis v'Q~!v atvejai susideda i tokiu skaliariniu
elementuy.

Palyginus su tiesioginémis matricu operacijomis, skai¢iavimo efek-
tyvumas gali biiti nedelsiant pagerintas pasinaudojus galimybe anali-
tiskai uzrasyti Q! elementus [51].

Be to, tolesnius patobulinimus, lemiancius siekiama tiesinj
sudetinguma T atzvilgiu, galima pasiekti v/Q v uzraSant rekursiskai,
kai kiekvienai iteracijai atlikti reikalingas pastovus elementariuyju
operaciju kiekis (taigi pastovus laikas).

Be skai¢iavimuy sudétingumo laiko atZzvilgiu, taip pat svarbu, kad
visos naudojamos israiskos pasiZymetu apibréZtumo ir skaitinio stabilu-
mo savybémis. Sie aspektai yra nagrinéjami $iame skirsnyje.

Esmine role ¢ia atlieka dydis

L (fulir) ([Qhirar) ™" [,

T = — ’
T qr

kur g7 = [([Q]LTJ;T)*1 g T2 naudojamas del atvejo s = 0, o dalyba
i$ T'naudojama dél normalizavimo.

Taigi uzuot (2.30)-(2.33) ivertiniuose skai¢iavus formos v'Q v na-
rius, bus skai¢iuojami formos cr nariai, nes %qiT ivertiniuose f]xy ir fi,
tiesiog i8siprastina, o ¢ naudojimas jvertiniuose 67 ir L teikia veiksmin-
gas iSraiSkas, nes tokiu atveju jie apskaiciuojami taip:

T
, 2.34
fr+1 7 (2.34)

)
6,=qrg =s
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L=h+In(g), (2.35)

Cia
n (|Ql) ( fr )
h=———"4+In(¢gr)=h|——F |, (2.36)
T ! (fre)' T
~2
g=2 (2.37)
qr

kur g yra ey suu = v = dy — dyXy, 0 fr = ZiT:Bl s% yra skai¢iuotinas
rekursiskai:
fr = froq 4+ 2T, (2.38)

Savo ruoztu dydis cr turi Sia rekursine israiska:

N\ fr-1ifr arbr
e = <1 — T> TCT_l + T (2.39)
ir,) [(1Qhirar) ™ lir) [([Qrr)
kuraT _ ( 1T) [( ;TTIT) ]1:T,T irbT _ ( 1T) [( ;TTlT) L:T’T tajp
pat yra skaic¢iuotini rekursiskai:
ar = sz_l ar—1+ [ulr,, br= sz_l br—1+ [v]T,. (2.40)
Jr fr
Visu rekursiju pradinés reikSmeés, biitent a1, by, ¢y ir f1, yra:
ap = [u]1, b1 =[l, e =[], fA=1 (241)

(2.34)—(2.41) i8raiskos leidZia apskaiciuoti 8* per laika, proporcinga
stebéjimy imties dydZiui 7'.
)
Galiausiai, remiantis (2.34), s iSsiprastina naryje Us—y, kuris yra reika-

lingas apskaiciuoti ¥, ivertj (Zr. (2.10)), gaunant:

52
g
% _ Jr g. (2.42)
s fra
2.15 pastaba. (2.34)—(2.42) formulés, kuriy esmé yra tinkamai parinkty nariy,
kuriais isreiskiami parametry jvertiniai, rekursinis apskaiciavimas, laikytinos
treciojo operatyvinés PVT dalies etapo jgyvendinimo rezultatu.
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2.2.5. Vertinimo algoritmas

Gauti rezultatai apibendrinami sudaryto algoritmo pseudokodu, kuris

ir yra 8io poskyrio tikslas.

2.1 algoritmas: Efektyvus vienmatés iSvesties grynyju laiko eiluciu

duomenu KSLM su adityvinés paklaidos iSvesties matavimo lygtimi bei

normalumo ir nepriklausomumo prielaidomis didZiausio tikétinumo

parametry vertinimas esant fiksuotam duomenu rinkiniui.

Ivestis: Stebéjimy imtis z;,t =1,...,T

I§vestis: Iverdiai i, ¥, 6,

1:
2:

Apskaiciuoti fi,, ir S, atitinkamai pagal (2.28) ir (2.29)

Rasti § sprendZiant arg mingg | L(s) metodu be i$vestiniu, nau-
dojant (2.35), su kiekvienu u’ Q~'v formos nariu, pakeistu i cr, o
kiekviena cy apskaiciuojant vienalaikiu (t. y. viename for cikle)
(2.38)—(2.41) rekursijuy skaiciavimu

©)

Apskaitiuoti ¥, (5), fi,(8) ir 672 atitinkamai pagal (2.30), (2.31) ir

(2.42), su kiekvienu v’'Q v formos nariu, pakeistu i cr, o kiekviena

cr apskaic¢iuojant vienalaikiu (2.38)—(2.41) rekursiju skai¢iavimu

Apskaitiuoti 3, pagal (2.9) (naudojant 3, ir 3,,) ir ¥, pagal
A~ 2 ~2

(2.10) (naudojant §, 3, X ir ‘L;)A o )

Sudaryti /i i§ i, ir fin; sudaryti ¥ i§ ¥up, Xy ir 3y, 67 priskirti

~2
v ov A (o3
iSraiskos & - - rezultata

Kitame poskyryje atliekamas skaitinis 2.1 algoritmo tyrimas.

2.3. Empiriniai rezultatai

Sis poskyris skirtas empirigkai patikrinti 2.1 algoritmo veikima. Siekiant

Sio tikslo, atlikta keletas eksperimentu, kuriais siekta:

e patikrinti algoritmu gaunamu parametry jver¢iy konvergavima
didéjant T';

* palyginti algoritmu gaunamus parametry jvercius su tradicinio
DTM jverciais (t. y. gaunamais tiesiogiai minimizuojant (2.6)
tikétinumo funkcija) ir empiriniais jverciais (t. y. klasikiniu
vidurkiy ir kovariaciju vertinimo metodu);
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¢ palyginti algoritmo vykdymo trukme su Siuos metodus
igyvendinanciy algoritmuy vykdymo trukmeémis.

Eksperimentai atlikti naudojant R statistinj paketa [92], tiksliau -
EMLI paketa (Zr. skyriu ,Priedas” ir [29]), taip pat specifini koda, skirta
kreipiniams i EMLI funkcijas, konkuruojantiems algoritmams jvesti ir
rezultatams pateikti.

Konvergavimo eksperimenty atveju pirmiausia fiksuotos tam
tikros m, k, L, o ir p reikSmés. Tuomet, naudojant EMLI paketo
funkcija generate_data, sugeneruota 1000 duomeny imciy, kuriy
dydziai Zymimi 7;, ¢« = 1,...,1000, kur T; priskiriamas operacijos
as.integer (runif (1, 10, 10000)) rezultatas.

Sioms duomeny imtims taikyta EMLT paketo funkcija est imate_-
parameters, skirta parametry jver¢iams gauti, su 10~° konvergenci-
jos tolerancijos (angl. convergence tolerance) slenksc¢iu. Gautos iSvestys
véliau perduotos EMLI paketo funkcijai evaluate_estimates, skir-
tai jverciy tikslumui jvertinti. Sios funkcijos i$vestis T; dydZio im¢iai
zymima A;, ¢ = 1,...,1000.

Kiekvienam fiksuotam parametry rinkiniui m, &, L, o ir p sukur-
ta sklaidos diagrama, kurioje kiekvienas taskas atitinka skaiciu pora
(In(T3),In (A;)). Visose sklaidos diagramose taip pat jbrézta mélyna
LOWESS kreive [21], kuri suglotnina individualiy eksperimenty rezulta-
tus.

Sie rezultatai papildomai pateikiami lentelés pavidalu, kurioje, su-
skirsc¢ius 7" reikSmes i keturis nuoseklius intervalus, pateikiamos i juos
patenkanciu tasku (73, A;) kertinés statistinés charakteristikos.

IS viso atlikti eksperimentai su SeSiais skirtingais parametry rin-
kiniais m, k, L, o ir u. Rezultatai, kartu su pasirinktomis su modeliu
susijusiomis reikS§mémis, pateikti toliau esanciuose 2.1 pav. ir 2.1 len-
teléje bei juos lydincioje informacijoje.
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In(T) In(T)
(a) (b)
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o
< 77 <
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+ 4
© |
© |
@ ]
T T T T T T T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9
In(T) In(T)
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o © A
° Q
o
&
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£ E
+
<
© |
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°
T T T T T T T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9
In(T) In(T)
(e) )

2.1 pav.: 2.1 algoritmo konvergavimo patikrinimas esant skirtingiems
modelio parametrams: (a) parametry rinkinys Nr. 1; (b) parametry
rinkinys Nr. 2; (c) parametry rinkinys Nr. 3; (d) parametry rinkinys Nr.
4; (e) parametry rinkinys Nr. 5; (f) parametry rinkinys Nr. 6.
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2.1 lentelé: 2.1 algoritmo konvergavimo patikrinimas esant skirtingiems

modelio parametrams.

55

T | [10,2500] | (2500,5000] | (5000, 7500] | (7500,10000]
Parametry rinkinys Nr. 1
taskai 232 249 275 244
A min. 0,0011 0,0006 0,0003 0,0002
Avid. 0,0273 0,0026 0,0015 0,0012
A med. 0,0076 0,0023 0,0014 0,001
Amaks. | 0,8628 0,0078 0,0039 0,0042
Asn 0,0874 0,0013 0,0007 0,0006
Parametry rinkinys Nr. 2
taskai 242 236 247 275
A min. 0,0009 0,0003 0,0005 0,0002
Avid. 0,0343 0,0027 0,0016 0,0011
A med. 0,0085 0,0025 0,0015 0,001
A maks. | 1,2182 0,008 0,0049 0,0038
Asn 0,116 0,0013 0,0008 0,0005
Parametry rinkinys Nr. 3
taskai 248 251 273 228
A min. 0,0015 0,0006 0,0004 0,0002
Avid. 0,0443 0,0036 0,002 0,0013
A med. 0,011 0,0033 0,0019 0,0012
Amaks. | 1,2031 0,0156 0,0052 0,004
Asn 0,1296 0,0016 0,001 0,0007
Parametry rinkinys Nr. 4
taskai 240 247 267 246
A min. 0,0039 0,0022 0,0013 0,0007
Avid. 0,0392 0,0059 0,0034 0,0024
A med. 0,0157 0,0055 0,0033 0,0023
A maks. 2,253 0,0159 0,008 0,0053
Asn 0,1527 0,0023 0,0011 0,0008
Parametry rinkinys Nr. 5
taskai 251 217 264 268
A min. 0,0044 0,0016 0,0012 0,0007
Avid. 0,071 0,0061 0,0034 0,0023
A med. 0,0174 0,0058 0,0032 0,0022




T [10,2500] | (2500,5000] | (5000, 7500] | (7500,10000]
Amaks. | 3,5036 0,0148 0,0075 0,0053
Asn 0,3094 0,0024 0,0011 0,0008
Parametry rinkinys Nr. 6
taskai 275 246 219 260
A min. 0,0033 0,0015 0,0014 0,0006
A vid. 0,0596 0,0058 0,0035 0,0024
Amed. | 0,0163 0,0055 0,0034 0,0023
A maks. 2,063 0,0131 0,0091 0,0055
Asn 0,2249 0,0022 0,0012 0,0008

Konvergavimo eksperimentuose naudoti parametry rinkiniai patei-
kiami Siame saraSe:

5,7348710
5,784996 7,3034459
L.m=2%k=1L=| 4480983 |, o = | " =
4,2458612
—9,822689
0,7684022
0,6637255
—4.2957524 | (atitinkamas s = 0,009926739);
7,2816166
0,07254785
7,194264 4,00563476
22m =2k =1L = | —8,883094 |, 0 = ’ , =
5,11295875
—2,453192
7,20232401
—0,08266602
—1,70045560 | (atitinkamas s = 0,4986795);
1,44687459
0,63484701
—8,350644 0,01266988
3.m=2k=1L = | 3495408 |, 0 = | L=
0,01098159
~8,493300
8,59915832
—8,086132
—8,308135 | (atitinkamas s = 0,99621);
3,147155
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1
1 0
1
1 ) 0
4. m =4, k=1L = |1],0 = 1,,u: 0 | (atitinkamas
1 0
1
1 0
1
s = 0,3510004);
1
1 1 0
1
11 ) 0
5m=4k=2L=11 11|,0 = ) , = 10] (atitinkamas
11 0
1
1 1 0
1
s = 0,3479092);
1
1 1 1 1 ] 0
1 1 1 1 ] 0
6. m=4,k=4,L=|1 11 1]|,0= 1 , b= | 0| (atitinka-
1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 0
1

mas s = 0,3461196).

2.1 pav. ir 2.1 lenteléje pavaizduoti keli atlikti eksperimentai, a-
pimantys jvairius modeliy ir parametry pasirinkimus, dél kuriu skiriasi
modelio identifikavimo ir parametro s scenarijai. Didéjant stebéjimuy im-
ties dydZiui 7', visais atvejais stebima aiSki parametry jverciy vidutinés
paklaidos maZéjimo (artéjimo prie nulio) tendencija, o tai empiriskai
patvirtina 2.1 algoritmo konvergavima.

Toliau nagrinéjami santykinés kokybeés eksperimentai. Siems eks-
perimentams uZfiksuota: m = 2,k =1, L = 1341, 0y, = 04, = 0y = liir
p = O3x1. Pasirinktiems 7" sugeneruota po 1000 s reikSmiy, Zymimu s;,
i =1,...,1000, kur kiekvienam s; priskirtas operacijos runif (1, 0,
1) rezultatas.

Gautoms s reikSméms apskaiciuoti atitinkami o, ir panaudota EMLI
paketo funkcija generate_data. Paskui su sugeneruotais duomenimis
kreiptasi tiek i EMLI paketo funkcija est imate_parameters (naudo-
jant 107° konvergencijos tolerancijos slenkstj), tiek i nepaketine funkcija,
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vykdancia 2.2 algoritma, kuris yra lengvai apskaic¢iuojama DTM alterna-
tyva [57].

2.2 algoritmas: Vienmatés iSvesties grynuju laiko eilu¢iu duomenuy KS-
LM su adityvinés paklaidos iSvesties matavimo lygtimi bei normalumo
ir nepriklausomumo prielaidomis empirinis parametry vertinimas esant

fiksuotam duomenuy rinkiniui.

Ivestis: Stebéjimu imtis z;, t =1,...,T
Isvestis: Iverdiai i, 3, 62

10 fi < % Zle 2z

2 S A Y (=) (2 — )

~ T-1 ~ ~ !
6.6 = |y £I5 (s (0= ) o) (o = (3= ) o5 |
(m+1),(m+1)

Galiausiai, tiek su 2.1 algoritmu, tiek su 2.2 algoritmu gautais
iverciais kreiptasi i EMLI paketo funkcijqa evaluate_estimates, ku-
rios iSvestis paZyméta atitinkamai A, ; ir As;, ¢ = 1,...,1000.

Kiekvienai pasirinktai 7" reikSmei sudaryta po sklaidos diagrama,
kurioje kiekvienas taskas atitinka skai¢iu pora (si, ﬁ). Kiekvie-
noje sklaidos diagramoje taip pat jbréZta mélyna LOWESS kreive, su-
glotninanti individualiu eksperimenty rezultatus, bei raudona 0,5 lygio
zyma, Zyminti lygiaverti abieju algoritmu parametry jverciy tiksluma.
Vertés Zemiau Sios Zymos rodo didesni 2.1 algoritmo tiksluma, o vertes
vir$ jos — didesnj 2.2 algoritmo tiksluma.

Pazymeétina, kad 2.2 algoritmas gali pateikti neprasmingus jvercius.
Tai reiskia, kad atitinkamas 3§, apskaiciuotas i$ Y ir 65, gali baiti kom-
pleksinis (tai rodo, kad C, néra kovariaciju matrica) arba neigiamas (tai
rodo, kad 6. yra neigiamas). Tokie atvejai siejami su modelio netinkamu-
mu duomenims, kurj savo ruoztu gali lemti netinkamai apibréZtas mo-
delis arba imties atrankos salygoti svyravimai ir i$ ju kylan¢ios duomenu
anomalijos [31].

Kuo vertinti naudojama maZesné duomenu imtis, tuo tokie atvejai
yra labiau tikétini. UZuot dirbtinai koregavus nelogiskus jvercius,
eksperimentai atlikti tik su tomis imtimis, kurios nesukeélé jokiuy
prieStaravimy. Tam tikra prasme 2.1 algoritmas buvo lyginamas su
»geresnigja” 2.2 algoritmo versija. O 2.1 algoritmas Sios problemos
neturi.
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IS viso atlikti eksperimentai su SeSiomis skirtingomis 7" reikSmémis.
Rezultatai kartu su pasirinktomis 7" reikSmémis pateikiami 2.2 pav.

10
10

7 —— LOWESS kreive 7 —— LOWESS kreive
— 05zyma R R — 05zyma

< <
] :
g g
< <
T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
s s
(a) (b)
< <
b 5
< <
< <
< <
Y Y
< <
< <
s s

2.2 pav.: 2.1 algoritmo lyginimas su 2.2 algoritmu esant skirtingiems
stebéjimu imties dydziams: (a) T = 10; (b) T' = 20; (c) T" = 50; (d)
T = 100; (e) T' = 1000; (f) T" = 10000.
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2.2 pav. rodo, kad didéjant parametro s reikSmei, 2.1 algoritmas tam-
pa vidutiniskai tikslesnis uz 2.2 algoritma, o $is poveikis stipréja didéjant
stebéjimuy imties dydZziui 7. Esant pakankamai dideliam 7" (> 50), 2.1 al-
goritmas visais s atvejais tampa ne maziau tikslus uz 2.2 algoritma (abu
algoritmai uZztikrina lygiaverti tiksluma, kai s yra arti 0). Taciau esant
mazoms 1" reikSméms ir maziems ar vidutiniams s, 2.1 algoritmas nusi-
leidZia 2.2 algoritmui (ignoruojant tai, kad esant nedideléms duomenu
imtims, 2.2 algoritmas yra linkes pateikti neprasmingus jvercius).

Atitinkamai 2.1 algoritmo jverciai palyginti su minimizavus (2.6)
tikétinumo funkcija gautais iverciais. Minimizuoti naudota R funkcija
optimi$ stats paketo, taikant optimizavimo metoda "BFGS". Atlikti
eksperimentai parodé, kad suderinus abieju algoritmu konvergenci-
jos tolerancijos slenkscius ir opt im funkcijoje nustacius konvergavima
uztikrinan¢ia maxit reikSme, abieju algoritmuy jverciai yra ekvivalentis-
ki.

2.16 pastaba. Stebimi 2.1 algoritmo empiriniai rezultatai liudija apie sékmingq
DTM realizavimq. Vis délto tai tik uZuomina, o ne jrodymas, kuris galiausiai
turéty biiti atliktas analitiskai.

Galiausiai nagrinéjami laiko eksperimentai. Sie eksperimentai atlik-
ti naudojant R funkcija microbenchmark i§microbenchmark paketo,
leidZiancia tiksliai uZfiksuoti atliekamu operaciju trukme. Kelioms pasi-
rinktoms 7" reikSméms sugeneruota po viena duomenu imtj, su kuria,
taikant visus aptartus algoritmus, po 1000 karty apskai¢iuoti parametry
iverciai, taip nustatant vidutine kiekvieno algoritmo veikimo trukme.
Gauti rezultatai pateikiami 2.3 pav.

2.3 pav. rodo, kad sudarytas 2.1 algoritmas pasiZymi tiesiniu
sudétingumu pagal 7', taip reikSmingai pagreitindamas tradicinj DTM,
kurio atitinkamas sudétingumas yra kubinis. Kita vertus, 2.1 algoritmas
savo greitaveika neprilygsta empiriniam vertinimui, kuris taip pat
yra tiesinio sudétingumo pagal 7', taciau turi reikSmingai maZesne
konstanta.

Siame poskyryje pateikti skaitiniai eksperimentai patvirtina 2.1 al-
goritmo konvergavima. Nors 2.1 algoritmas apskritai reikalauja daugiau
skai¢iavimu elementariyju operaciju pavidalu uz 2.2 algoritma, pagal T’
jis vis tiek priklauso tai paciai algoritminio sudétingumo klasei (tiesinei),
kaip ir 2.2 algoritmas. Tai leidzia ji taikyti praktiskai bet kokio dydZio
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2.3 pav.: Algoritmu vidutiniy vykdymo trukmiu lyginimas esant skirtin-
giems stebéjimy imties dydziams: (a) 2.1 algoritmas (A2.1) ir tiesioginis
(2.6) tiketinumo funkcijos minimizavimas (A0); (b) 2.1 algoritmas (A2.1)
ir 2.2 algoritmas (A2.2).

sistemos stebéjimo duomenuy imtims (kitaip nei jprasta DTM). Pridéjus
reik§mingai geresnj nei 2.2 algoritmo parametru vertinimo tiksluma, ku-
ris atitinka jprasto DTM tiksluma, 2.1 algoritmas tampa konkurencinga
alternatyva klasikiniam empiriniam vertinimui, ypac esant didesnéms s
ir T reikSméms.

2.17 pastaba. 2.1 algoritmas sékmingai sujungia algoritmy, pasizyminciy
Zemu sudétingumu (pvz., paremty empiriniu vertinimu), ir algoritmy,
pasizyminciy auksta parametry jverciy kokybe (pvz., paremty DTM), gerasias
savybes.

2.4. Skyriaus iSvados

* Vienmates ivesties grynyju laiko eilu¢iu duomenuy KSLM su adi-
tyvinés paklaidos iSvesties matavimo lygtimi bei normalumo ir
nepriklausomumo prielaidomis yra tinkamas PVT principams
atskleisti ir ju taikymui inicijuoti.

e PVT pagrindu sudarytas vienmatés iSvesties grynuju laiko eiluciuy
duomeny KSLM su adityvinés paklaidos iSvesties matavimo lygti-
mi bei normalumo ir nepriklausomumo prielaidomis parametry
vertinimo algoritmas, taikomas esant fiksuotam duomenuy rin-
kiniui, pasiZymi tiesiniu sudétingumu stebéjimuy imties dydzio
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atzvilgiu ir didZiausio tikétinumo parametry jverciais. Tai leidZia
ji apibiidinti kaip efektyvu algoritma, sujungiantj gerasias iprasto
DTM (jverciu optimalumas) ir empirinio vertinimo (veikimo grei-
taveika) savybes.
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3. ALGORITMO ADAPTAVIMAS PARAMETRAMS VERTINTI
REALIUOJU LAIKU

Siame skyriuje, parengtame remiantis [28] straipsniu, pirmiau nagrinéta
parametry vertinimo problema analizuojama realiuoju laiku. Siekiant
platesnio supratimo, ¢ia apzvelgiama (2.1)-(2.3) lygtimis apibréZiamo
kumuliacinio struktairiniy lyg¢iu modelio (KSLM) daugiamateés iSvesties

versija:
ne = M1+ py+To& + G mo=c, 3.1)
Yt = met+e€, Yo = 1o+ €o, (3.2)
Tt = Mg + Amft + 515, (33)
¢iat=1,...,T (T, kaip ir iki Siol, Zymi stebéjimy imties dydj, tac¢iau rea-

liuoju laiku pasizymi didéjanciu pobtadziu); {ng}U{n:} yranx1 vektoriu
seka (kurios pradZzia yra n x 1 vektorius c), simbolizuojanti latentine
i8vesti; i, —jos fiksuotu efektu n x 1 vektorius; I'g — latentinés jvesties
i latentinj procesa n x k svoriu matrica; {¢;} — nepriklausomu ir vieno-
dai pasiskirsciusiu k£ x 1 vektoriu seka, simbolizuojanti latentine ivesti
(bendruosius faktorius), kur & ~ N (0kx1, Ik xk); {G} — nepriklausomuy
ir vienodai pasiskirs¢iusiu n x 1 vektoriu seka, simbolizuojanti latenti-
nio proceso triuksma, kur ¢; ~ N (0nx1, Zy) (X, yra n x n kovariaciju
matrica); {yo} U {y:} — n x 1 vektoriu seka, simbolizuojanti stebima
iSvesti; {eo} U {&:} — nepriklausomu ir vienodai pasiskirs¢iusiu n x 1
vektoriy seka, simbolizuojanti iSvesties stebéjimo triukSma, kur ¢ ir
et ~ N (Onx1,Xy) (X, yra nxn kovariaciju matrica); {z;} —mx1 vektoriu
seka, Zenklinanti stebima jvesti; 1, —jos fiksuotu efektu m x 1 vektorius;
A, —bendruju faktoriu koeficienty m x k matrica; {d;} — nepriklausomu
ir vienodai pasiskirs¢iusiu m x 1 vektoriu seka, simbolizuojanti spe-
cifinius faktorius, kur & ~ N (Opx1,3z) (2, yra istrizaininé m x m
kovariaciju matrica). Daroma prielaida, kad {&:}, {(;}, {6:} ir {eo} U{e},
t=1,...,T, yra tarpusavyje nepriklausomos.

Kaip aptarta pirmajame skyriuje, efektyviy realaus laiko dinaminiy
strukttiriniy lygéiu modeliy (DSLM) vertinimo algoritmu sudarymas
turi bati grindZiamas didZiausio tikétinumo metodu (DTM) ir rekursija,
kurie kartu sudaro palaipsninio vertinimo technikos (PVT) esme. Nors
antrajame skyriuje PVT pritaikyta sudarant algoritma parametrams
vertinti, kai duomenu rinkinys yra fiksuotas, gauti rezultatai gali baiti
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iSplesti iki atitinkamo realaus laiko algoritmo. Sis iSpletimas susijes su
tinkamu parametry, neturinéiy iSreikstiniy jvertiniy (t. y. parametro s),
apdorojimu. Biitent $is apdorojimas sudaro $io skyriaus pagrinda.

Vadovaujantis analogiSska motyvacija kaip ir antrajame skyriuje,
Siame skyriuje toliau dirbama su stebimos isvesties y;, t = 0,...,T,
skirtumais:

Ayr = yr — Yt—1

(3.4)
=ty + Lol + G + (€ — €-1),

t=1,...,T.
Prie ;1. pabaigos prijungus u,, o prie A, pabaigos prijungus I'y,
gauti vektorius ir matrica atitinkamai Zymimi y ir L. Be to, prijungus

Ay, prie x4, t = 1,...,T, gautas vektorius Zymimas z;, o visa seka —
z=(z1,...,27)". Tuomet z vidurkis ir kovariacija atitinkamai yra:
EZt = K,
t=1,...,T,ir
>, T7=0
C.. (T) =4 ¥y, T=1 )

O(m+n)x(m+n), Kitu atveju

Ex Oan

kur ¥ = LL' + ¥y (kuriame ¥y =
0 ( "7 | Ouxm Zy 423,

)ir\Ifl =

Omxm  Omxn
Opxm  —2y |

Toliau Siame skyriuje nagrinéjamas p, ¥ ir 3, tai yra pagal (3.3)-
(3.4) lygtis generuojamu duomenuy vidurkiy vektoriaus ir nenuliniuy
kovariaciju matricos elementy vertinimas realiuoju laiku remiantis DTM
(i8 $iu jverc¢iuy galima gauti (3.1)—(3.3) lygtimis apibréZiamo pirminio mo-
delio parametrus, jei jis identifikuojamas [59]). Siuo atzvilgiu pirmajame
poskyryje nagrinéjamos skirtingos (3.3)-(3.4) lygtimis apibréZto modelio
tikétinumo funkcijos iSraiSkos. Antrajame poskyryje sudaromas Sios
uzduoties algoritmas atvejui, kai n = 1. Tretiajame poskyryje sudarytas
algoritmas tikrinamas atliekant skaitinius eksperimentus. Ketvirtajame
poskyryje aptariamas pasitilytas algoritmas ir jo iSplétimo galimybés at-
vejuin > 1, tai yra (3.3)—(3.4) lygtimis apibréZtam modeliui. Galiausiai
pateikiamos skyriaus iSvados.
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3.1. Bendrasis modelis

Siame poskyryje nagrinéjamos (3.3)—(3.4) lygtimis apibrézto modelio
tikétinumo funkcijos iSraiskos.

3.1.1. Tiesioginé tikétinumo funkcija

Tikétinumo funkcija £, kuri yra DTM optimizavimo objektas, (3.3)—(3.4)
lygtimis apibréZtam modeliui gali biiti uZrasyta taip:

In (|C..|) + d(zeccz_zldvec

T M
dia dyee = vec(z) —vec((p, ..., pu))irC,, =X I+V1®J, kur I = Ipyp

N——
T
. L li—jl=1 | . .
irJ = Jpxr = ,i=1,...,7,j=1,...,T. Raidé 0
0, kituatveju

L(0) = £(6;2) = (3.5)

bendrai Zymi modelio parametrus, kurie visi priklauso dye. (kuriame
taip pat yra ir duomenys z) ir C...

Analogiskai antrajam skyriui, (3.5) tikétinumo funkcija iSplaukia i$
vektoriaus vec(z) (m + n)T-macio Gauso skirstinio, logaritmizavimo,
dalybos i§ T', nuo 6 nepriklausanciuy nariy pasalinimo bei maksimizavi-
mo uzdavinio pakeitimo minimizavimo uzdaviniu. Si i$raigka gali bati
laikoma pradine tikétinumo funkcijos forma, kurios tiesioginis optimiza-
vimas néra efektyvus dél biitinybés apversti matrica, kurios matmenys
priklauso nuo 7" [124].

Vietoje to pasirenkama analogiska antrajam skyriui parametry vek-
toriaus 6 reprezentacija, su kuria toliau dirbama pagal PVT sampra-
ta, siekiant izoliuoti parametrus nuo matricos, priklausancios nuo 7.
Cia tai atliekama bendruoju atveju, tai yra laikant, kad n yra bet koks
nattralusis skai¢ius, o ne tik vienetas.

3.1.2. Pertvarkyta tikétinumo funkcija

Konkre¢iai pasirenkama 6 = <5, Yivx f];cy, f]y, fhas /‘n) , kur

— acosh (%)

s=© ;
ixy = E;:L}Exy’
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iy = ’U)V[q]’

gia ¢ = w'E) (wl), w = v[8,) diag(A[S,))V[E,] ir By =

S [yl
[E]I:m,(m+1):(m+n)’ kur Eyy - [E ](m+1):(m+n),(m+1):(m+
antrajam skyriui, parametras s yra charakterizuojantis, nes apibtidina

) Analogiskai

santykinj iSvesties matavimo triukS8mo svori modelyje — didesnés jo
reik§més reiskia didesnj Sio triukSmo svori. Kiekvienas vektoriaus s
elementas priklauso intervalui [0, 1].

Naudojant toki 6, sugrizti prie originaliu kovariaciju matricos
elementy galima pagal Sias formules:

Exy = Exxia:ya (36)
~ ~ ~ !~

Sy = Syding (s © 5+ 1ax1) @) Ty + (SuSy ) Sy (B7)

Sy = 5,5, (3.8)

kur Zyy = [E] (m41):(m+n),(m+1):(m+n)*
Pritaikius antrojo skyriaus logika daugiamates iSvesties modelio

atvejui, tiesiogines (3.5) tikétinumo funkcijos sudedamosios dalys gali
btiti iSreiSkiamos analogiskomis formulémis (iSsamesnés informacijos
apie aktualius matricinius skaic¢iavimus, tokius kaip Kronekerio san-
dauga, blokinés matricos apvertimas bei matricos skaidymas i tikrines
reik8mes ir tikrinius vektorius, galima rasti, pvz., [1] arba [14]):

B dec = tr (4,51
+ (vec (dy — dxf]xy>>/ (i;yl ®I—-%,® J>_1 vec (dy — dxf]xy> ,
(3.9)
1Cas| = || ]z ©I—% ®J} (3.10)
dia dy, = 2z, — 1yl ir dy = 2y — 1“77/ kur z, = (z1,...,27), 2y =

(Ayb SRR AyT)/ irl=1rpx. ~
Tai atlikus, lieka matrica E;yl ® I — X, ® J, kuria reikia papildomai
apdoroti, kad ji bitu tinkamai pritaikyta daugiamatés iSvesties atvejui:
S, ®@I-3S,®J =& (wu')®J
=weI) (@I —Inxn®J) (W @1)
= (w & I) ((vlg] diag (\lg]) v]g]") @ T = Inxn ® J) (w' @ 1)

= ((wv[q]) ® I) (diag (A[g]) @ I — Inxn © J) ((v[g/w') @ 1)
(3.11)
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Remiantis pasirinktu parametru vektoriumi 6 ir (3.9)-(3.11) lyg-

ekvivalenty pavidala:

timis, tiesioginé (3.5) tikétinumo funkcija galiausiai pertvarkoma i i
SR 1
L (37 Yoz, Zﬂcya Ey: Mz, Nn) = T <ln <<‘Em€’
+tr (dy S5, dl)

INC)

# (vee (a5 (577))) @
o (0 5 (557 )

354

(3.12)
kurQ =diag (s ©® s+ 1yx1) @8) @ I — Lyxn @ J.

3.1 pastaba. Matrica Q pakeicia kovariacijy matricq C,, (3.3)—(3.4) lygtimis
apibréZto modelio tikétinumo funkcijoje. Ji priklauso tik nuo parametro s, o kiti
su kovariacijy matrica susije parametrai — biitent Xy, Yoy it By — yra uz jos
riby, kartu su g ir pu,.

Toks parametry atskyrimas sudaro siiilomo realaus laiko DTM pagrinda,
kuris i$ esmés yra pakaitinis optimizavimo metodas, skirtas laipsniskai spresti
DTM uzZdavinj: optimizavimo problema suskaidoma j paprastesnes subproble-
mas, kuriose optimizuojama vieno kintamyjy rinkinio atZvilgiu, laikant kitq
rinkinj fiksuotu, ir atvirks&iai. Sis procesas kartojamas iteratyviai, kiekvienq
kartq pasirodZius naujiems duomenims.

3.1.3. Isskaidyta tikétinumo funkcija

Verta atkreipti démesj, kad (3.12) lygtimi apibréZta tikétinumo funkcija
parametro s atzvilgiu skyla i n atskiry nariu:

- - 1
L (5723393,2931/’ Zyaﬂx»ﬂn) = f (ln <<‘E:m|

+ <ln (
i=1

Sy

)T) +tr (do S5, dly)
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2
kur Q; = ([S]["S"])V Yo

Taciau modelyje stebima iSvestis gali btiti koreliuota (t. y. £, o kar-

tu ir 3, bendru atveju néra istrizaing), tad toks padalijimas nesuteikia
tiesioginés galimybes iSplesti n = 1 atvejo rezultatuin > 1.

Nepaisant to, toliau nagrinéjamas tikslinio parametry vertinimo
realiuoju laiku algoritmo sudarymas atveju, kai n = 1. Tai leidZia
perspektyviai pazvelgti i tokio tipo algoritmu kiirimo aspektus, kuriuos
véliau galima pritaikyti, pasinaudojant galimybémis, kurias suteikia
(3.13) lygtis. Be to, kadangi, kai n = 1, ¥, yra skaliaras, $is atvejis yra
iSskirtinai lankstus ir todél idomus pats savaime.

3.2. Vienmatés iSvesties atvejis

Siame poskyryje sudaromas algoritmas, skirtas (3.3)—(3.4) modelio atve-
jo, kai n = 1, parametrams p, 3 ir ¥, vertinti realiuoju laiku, remiantis
DTM. Kitaip tariant, ¢ia pateikiama antrajame skyriuje sudaryto 2.1
algoritmo realaus laiko versija.

3.2.1. Tikétinumo funkcija

Kai n = 1, (3.12) (arba ekvivalentiskai — (3.13)) lygtimi apibréZta
tikétinumo funkcija igyja $ia forma:

- 1
‘C (87 Z£E$7 Z:Byv Zya/ﬁm#n) = f <1n ((|wa|2y)T |Q|)

+tr (de 25, dly)

rxr —x

v zly ((dy . dxixy)'ql (d, - dxf}xy)> )
(3.14)

kur naudojami parametrai interpretuojami atsizvelgiant i prielaida, kad
n = 1. Pazymeétina, kad tokiu atveju X, yra skaliaras (kaip ir s, todél
matrica ) = L:l) I — J), tad kaip kintamasis yra laikomas jis pats, o
ne jo faktorizacija (t. y. S8aknis).

Pasinaudojant antrojo skyriaus rezultatais, analitiniai parametru i,
)3 f]xy, py ir Xy ivertiniai, iSreiksti per s, yra tokie (¢ia laikoma, kad
stebéjimy imties dydis yra T'):

A |

xr — ] 1
fi T (3.15)
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5 s
- d
Yoy = =2 3.16
- (3.16)
5 1 (CZ’Q 11)/ - 1
2 ~ ~ d/wQ— 1 & ~ "'Q 11
Say = | d,Q 7, - 20 2 29 1)
Y T 1/@—11 T Y 1/@—11
(3.17)
~ 2 / 1
() @1
,uﬂ = ]./Qill ) (318)
~ ~ 2 / A ~ 2
~ ( Yy d:nzzy) Qil (dy - d$2$y)
Sy = (3.19)

kur d, = z, — 1ji, ir dy = 2, — 1fi,.

Struktairiniu poZitriu (3.15)—(3.19) jvertiniai yra tinkami naudoti
sudaromame algoritme, skirtame parametrams vertinti realiuoju laiku.
Taciau praktiskai ju skaic¢iavimas turi biti atliekamas rekursiskai — kaip
2.1 algoritme, skirtame parametrams vertinti esant fiksuotam duomenu
rinkiniui.

Vis délto parametro s vertinimas realiuoju laiku reikalauja i$ esmés
kitokio sprendimo nei tas, kuris taikytas antrajame skyriuje.

3.2.2. Daliné iSvestiné

Konkreciai $is sprendimas yra susijes su (3.14) tikétinumo funkcijos
iSvestine pagal kintamaji s:

oL  s2-1 o <Q‘1) 1 (dy - dmizy>/Q_2 (dy - dxixy>

Os 52

T2 2 1\2
2 525 )
[Qil]jﬁT (dy zExy)/Q—Z (dy - dxixy)
- 2y T[Q_l]T,T
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241 By ,2<82*1)2(dy*dwily)lc?ﬂ(’iy*dzizy)

_ 2s Qflv -
kurh — [Q 1]T7T_TLH [ ]T,T 5 ]T,T

3.2 pastaba. Pagal pakaitinio optimizavimo metoda, kaip ir (3.15)—(3.19)
lygtimis apibréZty jvertiniy atveju, s jvertinio, tinkamo realaus laiko DTM,
konstravimas priklauso nuo subproblemos, gautos atitinkamaq iSvesting prilygi-
nus nuliui. Sis algoritmo plétojimo metodas isnaudoja fakta, kad daugiamacio
Gauso skirstinio atveju tikétinumo funkcija yra analitiné funkcija modelio
parametry atzvilgiu, todél yra be galo diferencijuojama. Pagal klasiking Ferma
teoremaq apie lokalius ekstremumus [136], jei optimaliis modelio parametry
jverciai néra apibréZties intervalo kraste, yra stacionariame tikétinumo funk-
cijos taske — tai yra taske, kuriame pirmos eilés iSvestiné lygi nuliui. Nors $is
rezultatas yra tik biitina tikétinumo funkcijos optimizavimo salyga, jis atveria
keliq realaus laiko DTM algoritmui sudaryti. Taciau tokio algoritmo konverga-
vimas reiskia, kad tai taip pat turi biiti ir pakankama salyga, kuri yra susijusi
su tikétinumo funkcijos iskilumu.

Cia aktuali tampa lygtis h = 0, kurios pagrindu siekiama gau-
ti parametro s jvertinj, tinkama skaiciuoti realiuoju laiku. DydZio h
sudeétyje esantj kintamaji ¥, pakeitus jo ivertiniu (Zr. (3.19)), o kitus
kintamuosius islaikius nepakeistus, vietoje h = h (s, Says Sys fhas Nn) to-
liau nagrinéjama h=h (s, iﬁy, Lo “77) , nes $is Zingsnis leidZia sujungti
su Q2 susijusi narj, esanti %—f, su panasiu — su Q! susijusiu — nariu i
viena visuma, kuri sitilomame s jvertinyje sudaro veiksminga santyki

su nariu, susijusiu tik su QL.
Pazyméje

gauname tokia h iSraiska:

o, T br Edy — dySyy, dy — dxixyg |

— _ ~ (3.20)
T Tl (dy - dySey dy — dpSay
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Siekiant sklandaus peréjimo tarp parametry vertinimy, sitilomas
algoritmas (3.20) lygties narius ar (dy — Dy, dy — dxf)xy> ir
br (dy — dp Yy, dy — dwixy> skaitiuoja per atominius narius, kurie
priklauso tik nuo s:

a7 =ar(l,1), bir=>br(1,1), (3.21)
as T = ar(2e,1), bor = bp(2s,1), (3.22)
asr = ar(2e, 22), b3 = br(2e, 22), (3.23)
as = ar(zy, 1), bar = br(zy, 1), (3.24)
as T = ar(2y, 2y), bs1 = br(zy, 2y), (3.25)
as,;r = ar(zz, 2y), ber = br(zz, zy). (3.26)

PaZzyméjus
fT <’75 ixya M /‘LT]) = ’)/LTH% - 274771//’77 + V5, T

+2 (MWVQ,T - ’Vé,T + (ya,1 — g1T) M;;) ixy
+ 3, (v + (a1 — 292,7) 1) Yy,

gaunama galutiné h iSraiska:

~ fr (b, Sy phs o
h = [Qil]T,T - T?— 1 f:i ga, ixiv“m"“:g'

(3.27)

3.2.3. Rekursiniai skai¢iavimai

Sitilomame algoritme (3.21)—(3.26) lygtimis apibréZzti nariai yra
rekursiniy skaic¢iavimuy objektas, nes realiuoju laiku vertinami
parametrai yra iSreiSkiami per juos. PaZymeéjus

. 1 1
T%)(Vva) = <1 - T> k3,T’Y + Tav

1 1
TFE/?)(%OZ,@ = (1 - T) ks Ty +

T (karo — ks 1f),

kur
[([Q]lz(T—l)J:(T—l))il}
[([Q]LT,LT)_I]

T—1,7-1

ks = , (3.28)

T
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)
; 1 s2+1 <s2 — 1)2 [([Q]LT’LT) }T,T (3.29)
4T — 5 - ) .
' 2 s s -1
[([Q]l:T,l:T) }T,T
-1 2 _9
ks = ( 5 ) [([Q]l:(T—l),l:(T—l)) }Til’Tif (3.30)
atitinkamos rekursijos yra tokios:
air = Trfpa) (a1.7-1,¢1 1), bir = 7“5?) (brr-1, ¢ dir1cir),  (331)
a dir—1c217 4+ do7—1C
as T = T(T) (a2, 7—1,corciT), bor = r§~b) (bQ,T—laCQ,TCI,T7 LT 5 211 I’T) )
(3.32)
a dor—16y 4+ cordy 1
asr = T(T) (as,r—1,corchr), bsr = 7“59) <b3,T17 ol T, 2T 5 21
(3.33)
a dsr—_1c17+diT—1¢C
asT = Tgp) (as7—1,c37C1T), bar = Tgf)) <b4,T—laCS,TCI,T7 STATLT 5 LT 3’T> ;
(3.34)
as =¥ (asr-1,37) . bsg = i) (bs,r—1, 637 dsr—1c3r),  (3.35)
a do 1037 +d3T—1C
agT = T’(T) (ag7—1,c27C3T), beT = Té?) (bG,TlaCZ,TCS,T, 21175, 5 311 Q’T) )
(3.36)
Pazyméjus
/ -1
([04]1-T,> |:([Q]1:T,1:T) }
(a) = -
N (@) |
1:T1:T T
/ )
alir) | (@hrar) ]
e[,
— — ,
@rar) |
(@) ]
Cia cir d nariai yra:
cir =cr(1), dir=dp(l), (3.37)
cor = cr(22), dor = dr(zs), (3.38)
3,17 = CT(Zy)7 d3,T = dT(Zy). (339)
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Pradinés reikSmés (t. y. kai 7" = 1) (3.31)—(3.36) lygtimis apibréZtoms
rekursijoms yra $ios:

2s
a1l = 1, b1,1 = al,lmv (3-40)
2s
/
az1 = [%]71 ; bon = 21 5 (3.41)
/ / ! 2S
as1 = [2] | <[2x]1) , b1 = 031 5 (3.42)
2s
Q4,1 = [Zy]ly, b4,1 = a4,1m, (3-43)
2 2s
as,1 = ([Zy]L) ;o bsa= CSbraney (3.44)
, 2s
a671 = [Zx]’l [Zy]l, y 6671 = CLGJm. (345)

Antraeiliai nariai, apibrézti (3.37)—(3.39) lygtimis, taip pat yra
skai¢iuotini rekursiskai. PaZyméjus
D (y,0) = kioy+ o,
Tgfl) (’77 a) = k2,T7 + a,

kur

ki1 = [([Q]I:(T—l),I:(T—l))_l}Til _ (3.46)

[([Q]l:(T—l),l:(T—l))_Q}

T-1,T-1
Tl (347)
T [([Q]I:T,I:T)_Q}

kor = [([Q]l:T,l:T)il}

T,T
atitinkamos rekursijos yra tokios:
ar= T(Tc) (ci,r-1,1), dir= ’f’gfl) (di7-1,c1,1), (3.48)
cor = T’(TC) <C2,T71, E4 7T> , doq = Tgfi) (dar—1,¢21), (3.49)
3T = rgf) <037T_1, [Zy]T,> , dar = rg,:i) (d3r-1,¢37)- (3.50)

Pradinés reikdmes (t. y. kai 7" = 1) (3.48)—(3.50) lygtimis apibréztoms
rekursijoms yra Sios:

cip=1 dig=cip, (3.51)
21 = [2] |, dog=c21, (3.52)
C371 = [Zy]L, d371 = C3,1- (353)
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3.2.4. Asimptotinés aproksimacijos

Pateiktuose rekursiniuose skai¢iavimuose (3.28)—(3.30) ir (3.46)—(3.47)
dydziai vis dar kelia skai¢iavimo efektyvumo problemuy, nes apima
matricos () apvertima bei neapibréZtuma ties s = 0. Taciau galima
pastebeéti, kad jie turi tokias alternatyvias israiskas:

0, s=0
k=520 0<s <1, (3.54)
(1- 7, s=1
(
0, s=0
. 2(T+1) 1-s2T-1) s2)s2(T=1)(27—1)
ko = st 13 32T 1— 52(2T+1)( (1— 22)82T(2T+1) , 0<s<1, (355
—1
(1 ) 2T+1° s=1
1 s=0
$2(T—1) 2(T+1)
ky =4 U2 = 1§;)8 ) p<s<1, (3.56)
1- %, s=1
(
0, s=0
kir = s+ 52 (T2 — (T+ D)y ), 0<s<1, (57)
1, s=1
(
1, s=0
. 1—-s22T-1) _g2(T-1)(1-52)(27—1)
ksr =4 (1= (1_S2T)(2 T hos<1,  (359)
0, s=1

kur krastiniai atvejai (t. y. s = 0ir s = 1) yra gaunami i$ atitinkamo
nekrastinio atvejo (t. y. 0 < s < 1), atliekant tolyduji priartéjima.

Dydziai k, isreiksti (3.54)—(3.58) lygtimis, nebereikalauja matricos
apvertimo ir yra apibréZti visoms parametro s reikSméms. Taciau ka-
dangi DTM savybés pasireiskia tik didelése duomenu imtyse ir

lim k7 = s,
T—o00

lim kop = s,
T—oco

lim ]Cg T — 1,
T—oo

lim k4 T = S,
T—oco



lim ks =1-— 52
T—o00

pakankamai spar¢iai, sitilomam algoritmui nustatomos dydziu & ribos,
tai yra vietoje dydziu k naudojami dydZiai k:

kir=s=~kr, (3.59)
kor = s~ koo, (3.60)
ksr =1=ksr, (3.61)
kot =s=kar, (3.62)
ksr=1—8=ksr. (3.63)

Tai leidZia gauti parametro s jvertinj, perkeliant s i kairiaja lygties
0 = h puse, nes [Q™!] r.p (Zr. (3.27)) aproksimuojasi i s. Be to, tai taip
pat sumaZina elementariyju operaciju skaiciu rekursiniuose (3.21)—(3.26)
dydziy skaic¢iavimuose ir pagerina ju stabiluma, visa tai pasiekiant uz
praktiskai nereikSminga tikslumo praradima.

3.2.5. DidZiausio tikétinumo jvertiniai
Konkrec¢iai gaunamas toks parametro s jvertinys:

7 S (b Say i fn)
T+1 fr(

§=
CL 2:1,’3/7 Nam ,U,n)

Vertinant parametrus realiuoju laiku jverciuy seka gaunama pagal:
T fT (b, i:Ey,Ta /jL:p,Ta ﬂn,T)

T'+1 fT <a7 i::I:y,Tv ,[Lz,Tv ﬂ’th)

S741 = ; (3.64)

kur Emy T, [z, T ir fi,, 7 yra apibréZzti toliau kartu su Ey T ir Em T.

Ivertiniai Exy, fiy ir Zy, atitinkamai turintys (3.17)—(3.19) iSraiskas,
taip pat gali biiti iSreiksti per rekursiskai apskai¢iuojamus (3.21)—(3.26)
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dydzius:

2 N R . N
Yy T = (a3,T — Q2 7fly 7 — Pa, 72,7 + fo, 701, Ty T

—1
(agr — fizrar7) (a1 — fierarr) .
- a7 a6, T — Hx,TA4,T

a4, .
— (a2, — flar01,T) ) :
air
(3.65)
X as T — > (a2, — fig,701,T)
i1 = el - - , (3.66)
2y,T = SfT (a, izy,T, ,&x,T, /l,%T) . (367)

O jvertiniai ji, ir See (Zr. (3.15)—(3.16)) nepriklauso nuo s ir yra
nesunkiai apskaiciuojami rekursiskai:

/

1 [zx} T
Ax =(1- A:p — —, 3.68
1% < T> fe -1+ T (3.68)
ZAjwz,T =ur — ﬂCC,Tﬂ,z,Tv (369)
kur ur = M Savo ruoztu ur rekursija yra:
1 (23] 1 [22]
ur = (1 — T) ur—1 + # (3.70)

Pradiniu laiko momentu (t. y. kai 7' = 1) (3.68) ir (3.70) rekursijos
inicijuojamos taip:
fer =[] (3.71)
/

uy = (2] | [z - (3.72)

)
)

3.2.6. Vertinimo algoritmas

Galiausiai Sio poskyrio medZiaga apibendrinama pateikiant sudaryto
algoritmo pseudokoda.

76



3.1 algoritmas: (3.3)-(3.4) lygtimis apibréZto modelio n = 1 atvejo
parametry vertinimas realiuoju laiku pagal DTM.

Ivestis: Stebéjimu imtis z;, ¢t = 1,..., T, ir pradiné (spéjamoji) s reikSmé
(t.y. 31)
I8vestis: Iverdiai fis, X4, Xys, t =1,...,T

1: Apskaiciuoticj,dj1,j =1,...,3, pagal (3.51)=(3.53) ir apskaiciuoti

a;1,b1,1=1,...,6, pagal (3.40)—(3.45) su s = 51
2: Apskaiciuoti fi; ir ﬁ}mm pagal (3.71) bei (3.69) su (3.72) ir ap-

skaiiuoti Sy 1, fin 1 it 5.1 pagal (3.65)~(3.67) su s = &, A
3: Sudaryti jiy i3 ji1 bei fiy; ir sudaryti 5 8 Spnt, ey, 81 ir 222
pagal (3.6)-(3.8) sun =1
fort < 2to T do

Apskaiciuoti 5; pagal (3.64)

§t <— max (0, min (5, 1))

Apskaiciuoti ¢z, dj, 7 = 1,...,3, pagal (3.48)-(3.50) ir ap-
skaiciuoti a; ¢, b ¢, i = 1,...,6, pagal (3.31)—(3.36). Siuose skaitiavi-
muose naudoti k;, I = 1,...,5, apibréZtus (3.59)-(3.63) lygtimis (su
s = &), vietoje k;, | = 1,...,5, apibrézty (3.54)—(3.58) lygtimis
8:  Apskaiciuoti fi,, ir f]m,t pagal (3.68) bei (3.69)—(3.70) ir ap-

skaitituoti gy 1, fin it Sy pagal (3.65)~(3.67) su s = &

9:  Sudaryti ji; i3 fiy bei fiy ir sudaryti £y i3 Sap, Says, § ir 22t
pagal (3.6)-(3.8) sun =1

10: end for

3.3 pastaba. 3.1 algoritmas neatsizvelgia j skaic¢iavimo problemas, kylancias
dél per maZo stebéjimy skaiciaus (pvz., ixm apskaiciavimas apima matricos,
sudarytos vien is nuliy, apvertimag). Vis délto | Siuos praktinius aspektus
tinkamai atsiZvelgta faktiskai vykdant 3.1 algoritmaq tolesniame poskyryje,
skirtame empiriniams rezultatams.

3.4 pastaba. 3.1 algoritmas pradeda parametry vertinima nuo vieno stebéjimo
momento dydZio imties ir i tesia iki imties, susidedancios i$ T > 1 stebéjimo
momenty. Tai leidZia patikrinti algoritmo veikimq tiek nepalankiomis pra-
dinémis sqlygomis, tiek su i§ anksto pateikta duomeny imtimi.

Taciau praktikoje, pries pradedant parametrus vertinti realiuoju laiku,
jprasta turéti sukaupta netrivialaus dydZio duomeny aibe. Siuos duomenis
galima panaudoti parametry vertinimo algoritme esant fiksuotam duomeny
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rinkiniui, o jo iSvestj paskui naudoti kaip realaus laiko algoritmo jvestj. Tokiu
bidu isvengiama spéliojimo apie pradines reikSmes, tokias kaip $, 3.1 algoritme.

Be to, praktikoje parametry jverciai turi biiti atnaujinami kiekvienq kartq
pasirodZius naujiems duomenims, nes duomeny generavimo procesas yra nuo-
latinis. Dél to vienq kartq realiuoju laiku paleistas algoritmas turéty atlikti tik
vienq iteracijq (o ne T', kaip numatyta 3.1 algoritme).

3.3. Empiriniai rezultatai

Siame poskyryje atliekamas 3.1 algoritmo empirinis patikrinimas. Siuo
tikslu pateikiami keli skaitiniai eksperimentai, kuriais siekiama patik-
rinti Siuo algoritmu gaunamu jverciy konvergavima didéjant stebéjimo
momentuy skaiciui bei jvertinti ju kokybe, palyginus su empirinio verti-
nimo teikiamais jverciais (Zr. 3.2 algoritma), kurie nesunkiai apskaiciuo-
jami tiek fiksuoto duomenu rinkinio, tiek realaus laiko atveju [9].

Visi reikalingi skai¢iavimai atlikti naudojant R statistinj paketa [92].

3.2 algoritmas: (3.3)-(3.4) lygtimis apibréZto modelio n = 1 atvejo
empirinis parametry vertinimas realiuoju laiku.

Ivestis: Stebéjimy imtis z;,t =1,...,T
ISvestis: [verdciai i, S, EAJW, t=3,...,T
L 21+22+2
I fig 25

z12)+222h+232%
2

N 3 a1
Y3 < u — fi3flg

U <

v 212 + 2924
~ 21\ 3

pa < (13— F) 5
~ - 3

mo < (fis = 5) 3

Y3 — [(v— 2”bu;)]m+1,m+1

fort <+ 4toT do

fir = (1= §) i1 + 2

10: U $— %u + %

1 S u— o fuf

12 v By 4 Bk

B pa = (=) 1

T

15: Yy —[(v— (-1~ Q)Mbﬂfz)]m+1,m+1
16: end for
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3.5 pastaba. 3.2 algoritmas tiesiogiai seka i5 2.2 algoritmo, atlikus pastaro-
jo skaiciavimus rekursiskai. TacCiau to paties negalima pasakyti apie 3.1 ir
2.1 algoritmy santykj, nes peréjimas nuo (net ir efektyvaus skaiciuojamuo-
ju poZiiiriu) fiksuoto duomeny rinkinio DTM prie realaus laiko DTM néra
trivialus.

Remiantis Monte Karlo metodu [63], trims skirtingiems modelio
parametry rinkiniams, kuriu kiekvienas Zenklina btidinga scenariju,
sugeneruota po 100 duomenu imciy, susidedanciy i§ 7' = 100000
stebéjimu. Nemazinant bendrumo, pasirinkta: m =2, k =1, p = 031,
L= 03><1, diag(Ex) = 12><1 ir 27] =1.

Tada, kei¢iant 33, gauti trys skirtingi modelio parametry rinkiniai,
atitinkantys skirtingus scenarijus:

1. MaZo i8vesties stebéjimo triuk§mo scenarijus (,Mazas s”): ¥, =
0,01, atitinkamas s = 0,009805.

2. Vidutinio i$vesties stebéjimo triuksmo scenarijus (,, Vidutinis s“):
¥, = 1, atitinkamas s = 0,381966.

3. Didelio iSvesties stebéjimo triukSmo scenarijus (,,Didelis s”): ¥, =
100, atitinkamas s = 0,904875.

3.1ir 3.2 algoritmai paleisti su kiekviena i$ sugeneruotu duomenu
imciy (3.1 algoritmas inicijuotas atsitiktinai parinkta s reikSme). Gavus
visus jvercius, jie palyginti su faktinémis — tai yra duomenis generuojan-
¢iomis — parametry reikSmeémis. Kiekvienam scenarijaus, algoritmo,
iteracijos (stebéjimy imties dydZio) ir parametry poaibio deriniui ap-
skaitiuota vidutiné absoliutiné paklaida (VAP) [125].

Parametrai suskirstyti i tris poaibius, neutralizuojancius mastelio
poveiki:

1. Nuliui lygiis elementai (j 5i poaibi patenka p ir nejstriZzaininiai >
elementai).

2. Vienetui lygiis elementai (i $i poaibj patenka X, kurios elementui
[X]5 5 atimta 2%, istrizaininiai elementai).

3. Elementas, kurio reik§mé priklauso nuo scenarijaus (t. y. ;).
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Gauti rezultatai pavaizduoti 3.1 pav.

3.1a, 3.1cir 3.1e pav. rodo, kad didéjant stebéjimuy imties dydziui
T, VAP artéja prie nulio visy nagrinétu scenariju ir parametry poaibiy
atveju. Tai empiriSkai patvirtina 3.1 algoritmo konvergavima.

O 3.1b, 3.1d ir 3.1f pav. rodo, kad didéjant iSvesties stebéjimo triuks-
mo santykiniam svoriui modelyje, didéja 3.1 algoritmo pranasumas
pries 3.2 algoritma jverciu kokybés atzvilgiu. Esant maZam iSvesties
stebéjimo triukSmui, abu algoritmai yra i§ esmés lygiaverciai; esant vi-
dutiniam triuk$mui, tarp ju pradeda ryskeéti skirtumas; o esant dideliam
triukSmui, $is skirtumas tampa kardinalus.

—— Mazass —— Mazass
Vidutinis s Vidutinis s

—— Didelis s —— Didelis s
o @ _|
b 5
o © |
? 15
< < |
v S
0 |
P c

In(VAP)
VAP31/(VAP Az 1 + VAP 5)

5 6 7 8 9 10 1 0e+00 2e+04 4e+04 6e+04 8e+04 1e+05
In(T) T
(a) (b)
- y o y
—— Mazas s - —— Mazass
Vidutinis s Vidutinis s
- — Didelis s — Didelis s
®
~ °7
- g
N o
<
> ©
~ o T &
e g
£ & pozcasase
£ o S <
= o
¥ &
<
> o~
o
N .-
© S
T T T T T T T T T T T T T
5 6 7 8 9 10 1 0e+00 2e+04 4e+04 60+04 8e+04 16405
In(T) T
(c) (d)



o
— Mazass B — Mazass
Vidutinis s Vidutinis s
~ — Didelis s — Didelis s
@
2 °7
&
o
S o
& PR
g i M
€ o $ L | W
< o] WWWW
2
£
s > o
s
o o |
S
T T T T T T T T T T T T T
5 6 7 8 9 10 11 0e+00 2e+04 4e+04 6e+04 8e+04 1e+05
In(T) T
(e) (f)

3.1 pav.: Empirinis 3.1 algoritmo (A3.1) patikrinimas (kreives bréziamos
nuo 7' = 100): (a) konvergavimas parametruy poaibio Nr. 1 atzvilgiu; (b)
lyginimas su 3.2 algoritmu (A3.2) parametry poaibio Nr. 1 atzvilgiu; (c)
konvergavimas parametry poaibio Nr. 2 atzvilgiu; (d) lyginimas su 3.2
algoritmu (A3.2) parametru poaibio Nr. 2 atZvilgiu; (e) konvergavimas
parametry poaibio Nr. 3 atzvilgiu; (f) lyginimas su 3.2 algoritmu (A3.2)
parametry poaibio Nr. 3 atZvilgiu.

Gautus empirinius rezultatus susiejus su faktu, kad vienai 3.1 algo-
ritmo iteracijai reikalingas skai¢iavimo laikas yra apribotas konstanta
(t. y. nedidéja priklausomai nuo 7'), galima teigti, jog DTM pagrindu
sukurtas 3.1 algoritmas pagristai konkuruoja su 3.2 algoritmu, kuris
atlieka etalonine funkcija jvairiuy euristiniy metodu kontekste. Pasta-
rieji daznai yra lengvai apskaic¢iuojami, ta¢iau tai pasiekiama aukojant
iverciu kokybe.

Nors 3.1 algoritmas reikalauja daugiau elementariyju operaciju vie-
nai iteracijai uz 3.2 algoritma, jis ne tik pasiZymi analogisku algoritminiu
sudétingumu, tinkamu parametrams vertinti realiuoju laiku, bet ir i8si-
skiria patikimumu triukSmingoje iSvesties stebéjimo aplinkoje.

3.6 pastaba. Gauty empiriniy rezultaty analogiskumas antrajame skyriuje
pateiktiems rezultatams (konvergavimas didéjant stebéjimy imties dydZiui bei
jverc¢iy pranasumo pries empirinj vertinimq didéjimas, didéjant parametro s
reikmei) ir 3.2 algoritmo teikiamy jverciy lygiavertiSkumas 2.2 algoritmo
teikiamiems jverciams (Zr. 3.5 pastaba) liudija apie sékmingq 2.1 algoritmo
perdarymaq j realaus laiko DTM algoritmaq (Zr. 3.2 pav.).
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3.2 pav.: Skirtumas tarp vidutiniy (3.14) tikétinumo funkcijos reiksmiy,
apskai¢iuoty naudojant atitinkamai 3.1 ir 2.1 algoritmu jvercius (pagal
vidutinio iSvesties stebéjimo triukSmo scenariju ir 100 duomeny iméiu).

3.4. Diskusija

3.1 algoritmas pakaitomis vertina 6 poaibj, kuri sudaro 3., f]my, Xy, lg
ir p1,), bei 6 poaibj, kuri sudaro tik s. Visa tai atliekama tarpininkaujant
tinkamai parinktiems dydZiams, kuriems taikomi veiksmingi rekursi-
niai skai¢iavimai, jgalinantys stabilu skaic¢iavimu krtivj kiekviena karta
pasirodZius naujiems duomenims (t. y. su kiekviena iteracija).

Nors ¥, f]wy, Yy, Mg it p, ivertiniai turi iSreikstinius pavidalus
(t. y. priklauso tik nuo duomeny ir s), s ivertinys yra funkcija nuo s.
Tac¢iau tam tikra prasme 3.1 algoritmas ji taip pat traktuoja iSreikstinai,
nes vienoje algoritmo iteracijoje s ivertis néra perskaiciuojamas cikliskai
iki sukonvergavimo. Tokiu btidu galimai néra maksimizuojamas s
ivercio tikslumas, ta¢iau tai uztikrina, kad per viena iteracija atliekamu
elementariuju operaciju skaicius yra fiksuotas.

IS esmes 3.1 algoritmas susideda i3 iSreikstiniy jvertiniuy vienai 6
daliai, tinkamu neiSreikstiniy ivertiniy likusiai 6 daliai ir veiksmingu
rekursiniy skai¢iavimy. Pirmasis aspektas pasiektas dél sékmingo mani-
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puliavimo atitinkamomis iSvestinémis (Zr. antraji skyriu), antrasis — dél
tinkamo atitinkamos iSvestinés ir i$ jos kylancios lygties pertvarkymo, o
treciasis — dél tridiagonaliniu matricy savybiuy [51] ir tam tikry specifiniy
korekciju.

Papildant antrajj aspekta, ¥, pakeista jos ivertiniu tikétinumo funk-
cijos iSvestinéje pagal s. Tai leido sujungti rekursijas, kylancias i$ ¥, (t. y.
tas, kurios apima Q1) ir igvestineés (t. y. tas, kurios apima Q~?),1viena
visuma (Zr. b (3.21)—-(3.26) lygtyse), taip sukuriant gerai subalansuota
atsvara tik su Q! susijusioms rekursijoms (Zr. a (3.21)-(3.26) lygtyse
ir f (3.27) lygtyje). Tokiu baidu pavyko sukonstruoti konverguojanti s
ivertini (paZymeétina, kad nors galima sukonstruoti daug skirtingu s
ivertiniy, konverguojancio jvertinio radimas néra akivaizdus).

Gautas s jvertinys gali biiti nagrinéjamas naudoto modelio daugia-
matés iSvesties versijoje (t. y. (3.3)—(3.4) lygtimis apibréztame modelyje),
nes jo tikétinumo funkcijos parametras s susideda i3 n elementuy (Zr.
(3.12)), kuriu kiekvienas atitinka atskira nari, analogiska n = 1 atve-
jui (Zr. (3.13)). Taciau pagrindinis Sios tikétinumo funkcijos savybés
apribojimas pereinant nuo n = 1 prie n > 1 slypi likusiuose paramet-
ruose, nes néra aisku, ar galima sudaryti iSreikstinius ¥, f)xy, iy, g 1T
iy ivertinius daugiamatés iSvesties modelio atveju. Net jei atsakymas
bty teigiamas, gautoms sudétingesnéms iSraiSkoms gali btiti nebetai-
kytinas analogiskas X, pakeitimo jo jver¢iu manevras, todél gali tekti
koreguoti s ivertini (t. y. ji sudaryti naudojant tik tikétinumo funkcijos
iSvestinés pagal s pertvarkymus). Jei atsakymas biity neigiamas, Siems
parametrams taip pat reikéty sudaryti atitinkamus iteracinius jvertinius
(galbiit taip pat atliekant viena iteracija su kiekvienu nauju duomenu
pasirodymu, kaip tai daroma vertinant parametra s vienmatés iSvesties
modelio atveju), kurie galéty biiti sudaromi remiantis jprastais meto-
dais, tokiais kaip, pavyzdZiui, Niutono metodas [88]. Be to, remiantis
dabartiniu problemos matymu, daugiamatés iSvesties modelio atveju s
apribojimams gali prireikti taikyti optimizavimo metoda su logaritminiu
barjeru, kuris sékmingai pritaikytas sprendZiant tiesinio optimizavimo
problemas vidinio tasko algoritmais [126].

3.1spéjimas. Egzistuoja efektyvus algoritmas, skirtas (3.3)-(3.4) lygtimis api-
brézto modelio parametrams vertinti realiuoju laiku. Kaip jvest sis algoritmas
priima stebéjimy duomenis z;, t = 1,2, ..., (laikomus atsitiktiniy dydZiy Z;,
t =1,2,..., realizacijomis) ir, jei reikia, tam tikras pradines biitiny parametry
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reiksmes. Kaip isvestj $is algoritmas pateikia jvercius ji; = fuiu(z1,...,2t),
3 = f]t(zl, cey2g) 0T f]y’t = i]%t(zl, ..., zt), kurie bendrai vektorizuojami
ir Zymimi Oy, t = 1,2, ... (atitinkamai tikrieji (. y. duomenis generuojantys)
parametrai yi, ¥ ir ¥, taip pat vektorizuojami ir Zymimi ). Sis algoritmas
pasiZymi Siomis savybémis:

1. 0,(Zy,....2) 5 0, kai t — .

2. Vi (9} (Zvy.o o Z4) — 9) 4 N(0,Z71(0)), kai t — oo, kur Z(8) yra
FiSerio informacijos matrica [105].

3. Kiekvienoje iteracijoje (t. y. pereinant nuo t prie t + 1) atliekama O(1)
elementariyjy operacijy.

Remiantis poZitiriu ,,i$ apacios i virsuy”, algoritmo, tenkinancio 3.1
spéjima, sudarymas gali biiti laikomas nattiraliu kitu Zingsniu siekiant
efektyvaus DSLM parametry vertinimo realiuoju laiku. Vis délto svarbu
pazymeti, kad bendrasis DSLM, kuris turéty bati vienas i$ galutiniu
tokiy laipsnisku patobulinimuy tiksly, yra gerokai sudétingesnis uz
(3.1)-(3.3) lygtimis apibrézta modeli, nes apima autoregresinius narius (t.
y. ilgesne atminti) ir lanks¢ius regresinius koeficientus [20]. Net jei tokio
bendro modelio atveju pavykty realizuoti iniciatyvine PVT dalj, kuria
praretinama pasirinkto modelio kovariaciju matrica, kovariaciju matri-
cos blokuy jstrizainiSkumas biity platesnis nei Siame skyriuje nagrinéto
modelio atveju (pastarajame yra diagonaliniai ir tridiagonaliniai blokai).
Nors egzistuoja tam tikri uZdaros formos rezultatai, skirti daugiadia-
gonalinems matricoms apversti [60], Sias matricas apskritai gerokai
sudétingiau apdoroti nei tridiagonalines, tad Sio skyriaus parametruy
vertinimo realiuoju laiku supratimo iSplétimas bendresniems DSLM

neiSvengiamai susijes su isStkiais.
3.5. Skyriaus iSvados

* PVT realizacijos rezultatai gali biti panaudoti sudarant efektyvius
realaus laiko parametry vertinimo algoritmus, taciau be ju taip
pat reikalingi papildomi specifiniai veiksmai (efektyviu realaus
laiko parametry vertinimo algoritmu sudarymas kelia daugiau

fv v —

esant fiksuotam duomenu rinkiniui).
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¢ DTM ir rekursijos pagrindu sudarytas vienmatés iSvesties grynuju
laiko eilu¢iu duomeny KSLM su adityvinés paklaidos iSvesties ma-
tavimo lygtimi bei normalumo ir nepriklausomumo prielaidomis
parametry vertinimo realiuoju laiku algoritmas pasiZzymi konku-
rencinga iverciu kokybe triukSmingu iSvesties stebéjimu atvejais,
0 jo sudarymo principai gali baiti pritaikyti kuriant atitinkamus
algoritmus bendresniems modeliams.
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4. PRAKTINIAI ASPEKTAI

Nors tokiu modelio parametry vertinimo algoritmuy, kaip 2.1 ir 3.1,
sudarymas reikalauja specifiniuy pastangu (kuriu poreikis auga kartu
su modelio bendrumu), jie yra nesunkiai jvykdomi programiskai (zr.
skyriy , Priedas”), todél ju panaudojimas yra techni$kai nesudétingas.
Kita vertus, tokiuy algoritmu jvestis yra tam tikru modeliu aiskinami duo-
menys (duomenys sudaro jvestij j algoritma, kuris yra skirtas tam tikro
modelio parametrams jvertinti), taciau Sie komponentai nebiitinai yra
akivaizdiis praktiniu taikymuy atveju. Kitaip sakant, modelio parametru
vertinimas, nors ir biitinas bei keliantis savy i$$tikiy, yra tik viso mode-
liavimo proceso dalis.

Siame skyriuje, parengtame [95, 96] straipsniu pagrindu, prakti-
niams taikymams aktualiis aspektai nagrinéjami COVID-19 pandemijos
bei socialinio kapitalo modeliavimo kontekstuose.

4.1. COVID-19 pandemijos modeliavimas

COVID-19 pandemija iSlieka aktuali tyrimu sritis net ir jai nurimus
[2, 40, 72, 94]. Oficialiai surinkty susirgimy, mirciy ir kity susijusiu
statistiniu duomenu analizé gali padéti gauti reikalingy izvalgu, svarbiuy
prognozuojant kity pandemiju eiga ir kuriant strategijas joms suvaldyti
[30, 86]. Taciau egzistuoja tam tikras atotriikis tarp oficialiosios COVID-
19 pandemijos statistikos ir modeliy, leidZian¢iu nuodugniai ianalizuoti
jos suvaldymo priemoniu, tokiu kaip karantinas [7], medicininés kaukes
[102], galimybiu pasas [119] ar masiné vakcinacija [56], veiksminguma
[26]. Todél kyla abejoniy, ar turimi duomenys leidZia daryti aukstos ko-
kybes i&vadas [65]. Sis atotriikis nagrinéjamas Siame poskyryje siekiant
pademonstruoti galima darbo su esamais duomenimis btida, kuris bent
i§ dalies neutralizuoja jo ribojanti poveikij, ir atkreipti démesi i gilumines
analizes leidZianti duomenu rinkima bei panaudojima.

Motyvacija nagrineéti $iq i$ paZitros neproblemine tema kyla is re-
dakciniuose laiskuose kilusios diskusijos apie COVID-19 galimybiu paso
itaka viruso plitimui Lietuvoje [55, 108, 109]. Diskusija pradéjusiame
laiske $is poveikis jvertintas remiantis aprasomosios statistikos princi-
pais ir metodais bei tam tikromis bendrosios nuovokos prielaidomis.
Taciau kita diskusijos 3alis atkreipé démesj i tokio poZitirio triikumus ir
iSreiské nuomone, kad gautos iSvados gali biiti klaidingos dél problemuy,
susijusiy tiek su metodu, tiek su duomenimis.
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IS tiesy tirdami su pandemijomis susijusiu procesu ypatybes, tyréjai
daznai naudoja aprasomajq statistika, kuri leidZia apibendrinti arba
apibtidinti duomenu rinkinio charakteristikas, apskaiciuojant centrinés
tendencijos, kintamumo ir daZninio skirstinio rodiklius [33]. Tac¢iau
tokiais metodais galima pasiekti tik tam tikrus iliustracinius tikslus,
turin¢ius ribotas iSvadu galimybes, o ne atlikti iSsamia ir patikima
dominanciy reiskiniuy analize, nes bet koks duomenu agregavimas
placiaja prasme reiskia informacijos praradima, kuris savo ruoztu
maZzina modeliavimo jautruma daZnai svarbioms detaléms ir taip gali
kenkti rezultaty kokybei [98].

Norint modeliuoti Zemesniame lygmenyije (o tai galima padaryti
tyrinéjamus objektus suskaidant j maZesnius konceptualius vienetus,
kol isryskéja fundamentaliis veikimo mechanizmai [103]) epidemiolo-
gijoje daZnai naudojami segmentiniai modeliai (modelio apriipinimas
detaliais duomenimis sudaro dar viena salyga modeliuoti Zemame lyg-
menyje). I$ esmés segmentiniai modeliai yra labai bendra modeliavimo
technika. Sioje modeliavimo sistemoje populiacija priskiriama segmen-
tams, Zymimiems tokiomis etiketémis kaip S, I, Rir D (S yra anglisko
zodzio Susceptible trumpinys, Zymintis galin¢iaq uzsikrésti populiacijos
dali; I — Infected, Zymi uzsikrétusiuosius; R — Recovered, Zymi pasvei-
kusiuosius; D — Deceased, Zymi mirusiuosius) [32]. Populiacija suda-
rantiems subjektams leidZiama judéti i$ vieno segmento i kita pagal
tam tikras taisykles, kurias nustato modelio struktiira, kuri savo ruoztu
yra modeliavimo prielaidu jgyvendinimas [84]. Segmentiniai modeliai
daZnai aprasomi naudojant jprastas (deterministines) diferencialines
lygtis, taciau taip pat gali baiti igyvendinami stochastiniu (atsitiktiniu)
pagrindu, kuris yra realesnis, bet sudétingiau analizuojamas [17]. Sio
tipo modeliai epidemiologijoje naudojami siekiant prognozuoti uzkrato
plitima, uzsikrétusiuju skai¢iuy, pandemijos trukme bei jvertinti jvairius
epidemiologinius parametrus, tokius kaip reprodukcijos skai¢ius. To-
kiais modeliais taip pat galima aiskinti, kaip ivairios valdZios instituciju
nustatytos visuomenés sveikatos intervencijos gali paveikti pandemijos
eiga [16, 133].

I$ esmés epidemiologiniai segmentiniai modeliai yra dinaminiai mo-
deliai, daZniausiai iSreiSkiami bendrai netiesiniu lyg¢iu rinkiniu [115].
Norint tokius modelius pritaikyti praktiniu procesu analizei, bitina,
remiantis turimais faktiniais duomenimis, jvertinti neZinomus modelio
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parametrus. Parametry jverciy tikslumas priklauso nuo taikomo ver-
tinimo metodo ir nuo prieinamuy duomenuy adekvatumo, kokybes bei
gausos [22, 54].

Metodo atZvilgiu parametry vertinimas idealiu atveju turéty baiti
atliekamas taikant fundamentalius tradicinius metodus, tokius kaip di-
dziausio tikétinumo metodas (DTM) [80], pasizZyminc¢ius (asimptotiskai)
optimaliomis jvertiniy savybémis ir todél leidzianc¢ius daryti patiki-
miausias imanomas iSvadas. Kita vertus, DTM daznai btna sunkiai
igyvendinamas (ypac dirbant su kompleksiskais modeliais ir dideliais
duomenu kiekiais), todél tyréjai neretai pasitelkia jvairias nesunkiai
apskaic¢iuojamas, tac¢iau jvertiniy kokybés nemaksimizuojancias euris-
tines alternatyvas [50]. Taigi tenka pabréZzti, kad efektyvus parametry
vertinimas neiSvengiamai reikalauja tam skirtu pastangu, aptartu ank-
stesniuose Sio darbo skyriuose.

Duomenu atZvilgiu parametry vertinimas idealiu atveju reikalauja
duomenuy, apibtidinanciuy visus segmentini modelj sudaranc¢ius seg-
mentus. Taciau oficialiai surinkti ir pateikiami COVID-19 duomenys
Siuo poZitriu yra salyginai riboti, o tai apsunkina adekvaty ir iSsamu
segmentiniy modeliu taikyma pandemijai modeliuoti. Taip yra todel,
kad arba paprasciausiai néra (nuo prielaidu nepriklausomu) duomenu
apie specifinius modeliuotinus segmentus, arba i§ pazitiros tinkami
duomenys pasirodo turintys jvairiy problemu, neigiamai veikianciu ju
tiksluma modeliavimo tikslu atzvilgiu [54, 65, 76]. Tam tikrus duomenu
apribojimus galima bandyti kompensuoti naudojant sudétingesnius
modelius — tai yra su daugiau lygciu ir parametry, — kurie i Siuos ap-
ribojimus atsiZvelgia pagal savo dizaina. Vis délto didesnis modelio
sudétingumas gali pernelyg apsunkinti jo sprendZiamuma ir pritaiko-
muma, taip galiausiai sukeldamas panasias problemas kaip ir netinkami
ar nepakankami duomenys.

4.1 pastaba. Siame poskyryje oficialiis (prieinami) COVID-19 duomenys dau-
giausia suprantami kaip duomenys, pateikiami svetainés OurWorldInData.org
COVID-19 teminiame puslapyje [74].

Prieinamy duomenu analizé, atliekama per pirmiau aprasyto (die-
ninio detalumo, kuris yra maksimalus prieinamuy duomenu atveju) i$
keturiy segmentu sudaryto SIRD modelio prizme, atskleidZia su $iais
duomenimis susijusias problemas. Cial segmenta labiausiai atitinka
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patvirtinti COVID-19 susirgimai (nauji per dienq) [121] (zr. 4.1 pav.). Tac¢iau
btitina pabrézti, kad Siems duomenims btidingos kelios problemos:

1. Jie yra neatsiejami nuo testavimo apim¢iy, kurias atspindi COVID-
19 testai (nauji per dienq) [82], o Sios reikSmingai varijuoja dienu
lygmeniu (Zr. 4.2 pav.).

2. Testuojama tik dalis populiacijos, todél patvirtinti COVID-19 susir-
gimai (nauji per dieng) [121] neatspindi visos populiacijos.

3. Testavimas gali duoti klaidingu rezultaty — asmuo, kurio testas
teigiamas, gali baiti neuzsikrétes, arba atvirkséiai.

4. Laiko tarpas nuo testu atlikimo iki ju rezultatu paskelbimo yra
kintamas ir i esmeés neZinomas (4.3 pav. pavaizduota teigiamy
COVID-19 testy dalis [83], apskaitiuota patvirtinty COVID-19
susirgimy (naujy per dieng) [121] duomenis paslinkus skirtingu
dieny skai¢iumi COVID-19 testy (naujy per dienq) [82] atzvilgiu —
galima pastebéti, kad duomenys santykinai praranda periodisku-
ma, kai 8is poslinkis yra viena diena, taciau net ir tokiu atveju jis
islieka reikSmingas).
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4.1 pav.: Patvirtinti COVID-19 susirgimai (nauji per diena) Lietuvoje
laikotarpiu nuo 2021 m. rugpjicio 7 d. iki 2022 m. geguzés 8 d.
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4.2 pav.: COVID-19 testai (nauji per diena) Lietuvoje laikotarpiu nuo
2021 m. rugpjucio 7 d. iki 2022 m. geguzés 8 d.

(a) (b)

(©

4.3 pav.: Teigiamuy COVID-19 testu dalis Lietuvoje laikotarpiu nuo 2021
m. rugpjacio 7 d. iki 2022 m. geguzés 8 d.: (a) patvirtinti COVID-19
susirgimai (nauji per diena), paslinkti 0 dienu i ateiti COVID-19 testu
(nauju per diena) atzvilgiu; (b) patvirtinti COVID-19 susirgimai (nauji
per diena), paslinkti 1 diena i ateiti COVID-19 testu (nauju per diena)
atzvilgiu; (c) patvirtinti COVID-19 susirgimai (nauji per diena), paslinkti
2 dienas j ateiti COVID-19 testu (nauju per diena) atzvilgiu.
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Sios problemos reik§mingai komplikuoja faktinio dieninio popu-
liacijos srauto, patenkancio i I segmenta, nustatyma. Siekiant iSvengti
kai kuriuy problemu (pvz., 1), daZnai naudojami agreguoti duomenys
(Zr. 4.4 pav.). Taciau, nepaisant anks¢iau minéty duomeny agregavimo
trikumy, toks sprendimas taip pat apsunkina segmentiniu modeliu
taikyma ir techniniu poZitiriu, nes taip ivedamos duomenu priklauso-
mybeés [39].

Negana to, patekimo i R segmenta identifikavimas kelia panasu
i85tkj, nes néra susiformavusios bendros praktikos testuoti dél pasvei-
kimo fakto patvirtinimo. Siuo tikslu galima naudoti nebent tam tikra
iverti, kylanti i prielaidos, kad dabartinis uzsikrétusiu asmenu skaicius
atitinka bendra per paskutines n dienas patvirtintu susirgimu skaiciuy
(Valstybiné duomenu agentiira naudoja n = 20 [110]).
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4.4 pav.: Patvirtinti COVID-19 susirgimai (7 dieny slenkantis vidurkis)
Lietuvoje laikotarpiu nuo 2021 m. rugpjtcio 7 d. iki 2022 m. geguzés 8
d.

Tadiau situacija yra palankesné nagrinéjant peréjima i D segmenta,
nes ji salyginai gerai atspindi patvirtintos COVID-19 mirtys (naujos per
dienq) [122] (Zr. 4.5 pav.). Taip yra todél, kad Siuos duomenis nesunku
uzfiksuoti tikraja mirties diena pilna apimtimi. Pagrindinis ju trikumas
— potencialiai neteisingas mirties prieZasties priskyrimas, analogiskas
patvirtinty COVID-19 susirgimy (naujy per dieng) [121] tre¢iajam proble-
miniam punktui.
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4.5 pav.: Patvirtintos COVID-19 mirtys (naujos per diena) Lietuvoje
laikotarpiu nuo 2021 m. rugpjicio 7 d. iki 2022 m. geguZzés 8 d.

Jei triiksta geros kokybés duomenu apie kiekviena i modeliuojamu
segmenty, segmentinj modeliavima gali biiti prasminga atlikti modeli
iSreiSkiant tik per tuos segmentus, kuriems budingi patikimiausi
duomenys. Siame poskyryje teigiama, kad SIRD modelio atveju toks
segmentas yra D, ir pasisakoma uz DTM naudojima SIRD modelio,
pagristo tik COVID-19 mirtimis, i kuriy trikuma atsiZvelgiama i
model;j jtraukiant stebéjimo triukSma, parametrams jvertinti. Paverstas
konkrec¢iu modeliavimo sprendimu, $is poZiiiris taikomas faktiniams
Lietuvos COVID-19 mir¢iy duomenims, analizuojant galimybiu paso
poveiki delta ir omikrono atmainy plitimo atvejais. Galiausiai aptariami

galimi duomenuy ir modelio patobulinimai.

4.2 pastaba. Tenka aiskiai pripaZinti COVID-19 mir&iy duomenimis pagristo
modeliavimo ribotumaq, nes néra standartiniy ir patikimy kriterijy mirties
prieZasCiai nustatyti (skrodimai atlikti tik maZumai asmeny, kurie tariamai
miré nuo COVID-19). Nepaisant to, Sie duomenys yra patikimesni nei COVID-
19 susirgimy duomenys, placiai naudojami kituose darbuose [43, 66, 108, 131],
nes pastarieji priklauso nuo testavimo apimties, strategijos ir testy kokybés.
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4.1.1. Duomenys ir modelis

Nagrinéjamas diskretaus laiko deterministinis SIRD modelis. Siame
modelyje judéjimas tarp segmenty apibréZiamas Siomis lygtimis:

Siy1 =S¢ — aliSy, (4.1)
Lt = L(1+aS —b—e¢), 4.2)
Ryiy = Ry +bI,, 4.3)
Diis = Dy + I, (4.4)

kurt=0,...,T—1,5 =1— 1y, Iy = u, Ry = 0, Dy = 0. Koeficientai a,
b ir c atitinkamai Zymi peréjimo tikimybes i§ Sil,i8 /i RiriSIiD,opn
— uzkrestos populiacijos dali pradiniu laiko momentu. Pastaroji reikSmé
turi biti didesné uz nulj, kad modeliuojama infekcijos dinamika galéty
pasireiksti.

Norint panaudoti 8§ modelj, biitina jvertinti jo parametrus (t. y.
a, b, cir ;1) pagal duomenis, apibtidinancius segmentus S, I, R ir D
(idealiu atveju). Siuo tikslu vienas i$ tinkamiausiy ir labiausiai patikimy
metoduy yra DTM, kuriam btidingos (asimptotiskai) optimalios jivertiniu
savybés. Svarbu paZzymeéti, kad pasirinktos modelio lygtys gali bati
iSreiSkiamos per likusias, taip suteikiant modeliui tinkama forma darbui
tik su pasirinktais segmentais (duomenimis).

Cia naudojami (maksimalaus) dieninio detalumo COVID-19 mir¢iuy
duomenys (t. y. diskretaus laiko indeksas ¢ atitinka dienas), siekiant
ivertinti modelio parametrus taikant DTM. Su modeliu susijes dydis,
atitinkantis patvirtinty COVID-19 mirciy (naujy per dienq) [122] duomenis,
apibréZiamas taip (Cia jis iSreiSkiamas vienetais milijonui gyventoju ir
padalijamas i$ milijono):

AD; = Dyiq — Dy (4.5)

Lietuvos AD laikotarpiu nuo 2021 m. rugpjacio 7 d. iki 2022 m.
geguZzés 8 d. yra pavaizduotas 4.6 pav.
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4.6 pav.: Patvirtintos COVID-19 mirtys (naujos per diena) milijonui
gyventoju Lietuvoje (padalinta i§ milijono) laikotarpiu nuo 2021 m. rug-
pjacio 7 d. iki 2022 m. geguzés 8 d.

4.6 pav. pavaizduotas laikotarpis i§ esmés apima delta ir omikrono
atmainy plitima Lietuvoje. Vidurinysis vertikalusis brtikSnys Zymi data,
kai aptikti pirmieji omikrono atvejai — 2021 m. gruodzio 15 d. Kairy-
sis briksnys Zymi COVID-19 galimybiu paso jvedimo data (2021 m.
rugséjo 13 d.), o desinysis — galiojimo pabaiga (2022 m. vasario 5 d.).
Per visa nurodyta laikotarpi AD néra lygus nuliui, o pirmosiomis i ji
nepatenkanciomis dienomis abiejose krastinése (t. y. 2021 m. rugpjticio
6 d. ir 2022 m. geguzés 9 d.) AD yra lygus nuliui. Sis laikotarpis na-
grinéjamas 4.1.2 skirsnyje, kuriame analizuojamas COVID-19 galimybiu
paso poveikis pandemijos plitimui Lietuvoje.

Ivesto (4.5) dydZzio atzvilgiu (4.1)—(4.4) lygtimis apibréZiamas mo-
delis yra iSreiSkiamas taip:

ADy = pc, (4.6)
ADleD0<1+a<1—ADO>—b—c>, (4.7)
C
AD b ki
ADyiq = e A o -
w1 =AD; [ 1+a1 ; (C 1>ZAD] b—c|,
7=0
(4.8)

kurt=1,..., T —2.
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Atsizvelgiant i AD trikuma, aptarta Sio poskyrio iZanginéje da-
lyje, 8is dydis papildomas normaliuoju, multiplikatyvinio pobtidZio
stebéjimo triukSmu (normalusis skirstinys yra placiai taikomas paklai-
doms modeliuoti [134, 135]):

Zt == ADI (1 + O'Gt) 5 (49)

kurt =0,...,T—1, ¢ yra stebéjimo neapibréZtumai, modeliuojami kaip
nepriklausomos standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio (t. y. turinc¢io
nulinj vidurkj ir vienetine dispersija) realizacijos, o ¢ yra atitinkamas
standartinis nuokrypis (t. y. stebéjimo triukSmo stiprumas).

4.3 pastaba. (4.6)—(4.8) lygtimis apibréZtas modelis néra pajégus paaiskinti
tokiy duomeny, kaip pavaizduotieji 4.6 pav., nes pagal ji gaunamos kreivés yra
glotnios, o duomenys pasiZymi dideliu kintamumu. Taciau (4.9) lygtis biitent
ir jveda $j kintamuma | modelj, taip suderindama ji su duomeny keliamais
reikalavimais. Reikia paZyméti, kad nors $is priedas ¢ia vadinamas stebéjimo
triuksmu (remiantis biiseny erdvés modeliavimo dizainu [5]), jis gali biiti
interpretuojamas ir placiau — kaip bendresnis triukSmas, apimantis neZinomus
bei nemodeliuojamus veiksnius.

(4.6)—(4.9) lygtimis apibréztas modelis sudaro sitillomo metodo
matematinj pagrinda. Kitas (ir paskutinis) Zingsnis — tai atitinkamu
parametry jvertinimas, o tai galima efektyviai atlikti remiantis DTM ir
pasitelkiant specifinius palaipsninio vertinimo technikos (PVT) aspektus
bei standartinj funkcijos optimizavimo algoritma. Atsizvelgiant i
tai, kad Siu operaciju matematinés detalés néra esminés Sio poskyrio
pagrindinei minciai, toliau jos néra detalizuojamos.

Sitlomas metodas leidZia taikyti SIRD modelj, suderinama su fak-
tine oficialiy COVID-19 duomenu situacija. Ta¢iau, kaip ir patys duo-
menys, $is metodas taip pat néra idealus, nes segmentinio modelio
iSreiSkimas per tam tikra segmentu poaibi sudaro prielaidas galimam
parametry peridentifikavimui. Pavyzdziui, SIRD modelio atveju ste-
bimas mirciy skaicius gali biiti paaiSkinamas maZesniu uzsikrétimo
rodikliu a, bet didesniu mirtingumu c, arba atvirks¢iai. Kita vertus,
ar toks neapibréztumas turi jtakos konkreciam (4.6)—(4.9) lygtimis api-
bréZztam modeliui, iSlieka tikétinumo funkcijos analizés klausimas, kuris
néra $io poskyrio nagrinéjimo objektas.
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Reikia pabreézti, kad analitiné (4.1)—(4.4) lygtimis apibrézto modelio
analizé rodo, jog epidemijos pradZioje infekciju skaicius didéja ekspo-
nentiskai. I8 pradziu uZsikrétusiu asmenu skaicius gali sudaryti tik nedi-
dele gyventoju dali. Ta¢iau modelio prielaida, kad infekciju skai¢ius yra
proporcingas nuolat maZéjan¢iam susirgti galin¢iu asmenu skaiciui, reis-
kia, jog infekuotuju skai¢ius (taigi ir ¢ia dominanc¢iy mirusiuyju skaicius)
natiiraliai pasiekia pika, po kurio seka nuosmukis.

Taigi norint bendrai (t. y. su viena tikétinumo funkcija) nagrinéti lai-
kotarpius, apimancius daugiau kaip viena viruso banga (t. y. su daugiau
nei vienu lokaliu maksimumu), reikia naudoti laike kintanc¢ius modelio
parametrus (taciau ju igyvendinimas néra techniskai sudetingas). Be
to, kintantys parametrai yra reikalingi ir modeliuojant jvairius reiski-
nius (pvz., galimybiu paso ivedimo poveiki) net vienos viruso bangos
apimtyje.

4.1.2. Rezultatai

Analizuojami Sie reiSkiniai Lietuvos atveju:
1. COVID-19 galimybiu paso ivedimo jtaka delta bangos plitimui.

2. COVID-19 galimybiu paso nutraukimo jtaka omikrono bangos
plitimui.
Abu reiskiniai modeliuojami nepriklausomai vienas nuo kito, naudojant
atskirus duomenu rinkinius ir tikétinumo funkcijas (alternatyviai galima
naudoti bendra duomenu rinkinj ir tikétinumo funkcija, taciau tai lemia
techninio igyvendinimo, o ne rezultaty skirtumus).

4.4 pastaba. PaZymétina, kad analizuojant tokius reiskinius, kaip iSvardy-
tieji pirmiau, néra aktuali galima peridentifikavimo problema, aprasyta 4.1.1
skirsnyje. Taip yra todél, kad tokiais atvejais aktualiis tik parametro a (t. y. uZsi-
krétimo intensyvumo) pokyciai, o visi kiti parametrai islieka pastoviis visame
modeliavimo horizonte.

Pirmojo reiskinio analizei pasirinktas laikotarpis nuo naudojamu
duomeny pradzios (t. y. 2021 m. rugpjtcio 7 d.) iki 2021 m. gruodZio
27 d. Cia daroma prielaida, kad omikrono atmainos plitimas prasidéjo
2021 m. gruodZzio 28 d. Nors pirmieji susirgimai oficialiai uzfiksuoti
2021 m. gruodzio 15 d. (ir tikétina, kad omikronas cirkuliavo dar anks-
¢iau), 8i atmaina pradéjo uzgozti delta banga tik véliau. AtsiZvelgiant i
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tai, kad tuo metu 7 dienu slenkantis patvirtinty COVID-19 susirgimu
vidurkis buvo Zemesnis nei 500 — tai rodé, kad delta banga traukiasi,
o omikronas dar nejgavo reikSmingo masto, — laikoma, kad omikrono
pradzia sutampa su atsinaujinusiu COVID-19 susirgimy augimu, kai Sis
vidurkis virsijo 500 riba. IS esmés omikrono pasireisSkimo momentas gali
btiti modeliuojamas kaip parametras, kuri taip pat galima jvertinti pagal
duomenis [10], tac¢iau dél paprastumo $is momentas ¢ia traktuojamas
kaip i$ anksto apibréZtas.

Sis pasirinktas laikotarpis suskirstytas i dvi dalis: laikotarpi be
COVID-19 galimybiu paso (t. y. iki 2021 m. rugséjo 12 d.) ir laikotarpi
su COVID-19 galimybiu pasu (t. y. nuo 2021 m. rugséjo 13 d.). Kadangi
COVID-19 galimybiu pasas i$ esmés gali turéti itakos tik viruso plitimui
(modeliuojamam parametru a), o ne pasveikimui ar mirtingumui (ati-
tinkamai modeliuojamiems parametrais b ir c), $iuo atveju vienintelis
kintantis modelio parametras buvo a. Jo kitimui pritaikyta staciakampé
tendencija, tai yra a = a; iki 2021 m. rugséjo 12 d. ir a = a2 nuo 2021 m.
rugséjo 13 d. (visi kiti modelio parametrai laikui bégant buvo laikomi pa-
stoviais), o tai atitinka prielaida, kad COVID-19 galimybiu paso poveikis
buvo momentinis. Apskritai tokie modeliavimo pasirinkimai atitinka
prielaida, kad delta bangos charakteristikos bei bet kokie reikSmingi
iSoriniai veiksniai (iSskyrus COVID-19 galimybiu pasa) analizuojamu
laikotarpiu isliko pastoviis.

4.5 pastaba. Kadangi analizuojant pandemijos kontrolés priemong, susijusiq
su uzsikrétimy duomenimis, naudojami duomenys apie mirtis, atsiranda tam
tikras apribojimas. PavyzdZiui, gali biiti, kad iskart po parametro a pasikeitimo
stebimas didelis mirciy Suolis, kuris rodo, kad as gali biiti didesnis uz a;.
Taciau tikétina, kad Siuos padidéjusius mirciy skaicius atitinkancios infekcijos
is tikryjy pasireiské dar iki parametro a pasikeitimo. Todél Sioje situacijoje gali
biiti nepelnytai suponuojama, kad az > a;.

Gauti rezultatai pateikiami 4.7 pav. 4.7a pav. pavaizduotas i duo-
menis jbréztas jvertintas modelis, sudarytas i§ deterministinés dalies
(t. y. vidurkio) ir dvieju standartiniu nuokrypiu apribojancio intervalo,
i kurj patenka apie 95% modelio generuojamu duomenuy. Sis modelis
laikytinas gerai atitinkan¢iu faktinius duomenis, nes jo vidurkis eina
per faktiniu duomenu vidurj, o i ji apribojanti intervala patenka beveik
visi faktiniai duomenys.
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4.7b pav. vaizduoja ta pati, kaip ir 4.7a pav., taciau taikant hipotetini
modelj, kuris visame modeliavimo horizonte naudoja jvertinto modelio
parametrq a;. Atsizvelgiant i tai, kad hipotetinis modelis taip pat gerai
atitinka faktinius duomenis, darytina iSvada, jog skirtumas tarp a; ir as
iverciu néra reikSmingas. Tai reiSkia, kad —i8skyrus grynus atsitiktinu-
mus — ay yra tapatus a; (Zr. 4.7c pav., kur pavaizduoti abieju modeliu
vidurkiai; matyti, kad ap ivertis yra maZesnis uz a; jverti).

(a) (b)

(©

4.7 pav.: COVID-19 galimybiu paso ivedimo jtakos delta bangai plisti
Lietuvoje modeliavimas: (a) ivertintas modelis; (b) hipotetinis modelis;
(c) ivertinto ir hipotetinio modeliu lyginimas.

Taigi néra pakankamai jrodymu daryti iSvada, kad COVID-19
galimybiu pasas turéjo itakos COVID-19 delta bangai plisti Lietuvoje.

4.6 pastaba. Sis rezultatas nesutampa su gautuoju darbe [108], kuriame au-
toriai daro isvada, kad COVID-19 galimybiy pasas turéjo stabdomajj poveikj
COVID-19 plisti Lietuvoje vyraujant delta bangai. Sis nesutapimas i3 esmés
gali biiti siejamas su skirtingais natiiralios pandemijos eigos aiskinimais taiko-
muose modeliuose.

[108] darbe daroma prielaida, kad tokie veiksniai kaip COVID-19
galimybiy paso naudojimas ir (arba) Zmoniy savimoné buvo biitini tam, kad
infekcijy dinamika galiausiai pasiekty pika ir pereity | atosligio faze. Autoriai
pateikia scenarijy, kuriame, nesant né vieno i$ siy veiksniy, uZsikrétimy
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skaiCius eksponentiskai auga iki begalybés. Taciau toks aiskinimas i$ esmés
pervertina situacijq, nes tokiq dinamikq pirmiausia galima paaiskinti tuo, kad
persirgus kritinei populiacijos masei, susirgimy skaic¢ius neisvengiamai ima
mazéti.

O Siame darbe pateiktas segmentinis modelis $j faktq jtraukia j savo
struktiirq (Zr. 4.7b pav., kur pavaizduotas hipotetinis modelis, atitinkantis ana-
logiska eksponentiniam modeliui [108] darbe scenarijy, taciau jgyvendinantis
natiiraliq pandemijos dinamikq). Tokiu biidu sudaromos salygos adekvaciau
palyginti skirtingus scenarijus (Zr. 4.7c pav.).

Analizuojant antraji reiskinj, buvo elgiamasi analogiskai, tik nau-
dojant omikrono banga atitinkancia 2021 m. gruodzio 28 d.-2022 m.
geguzés 8 d. duomeny dali. Siuo atveju parametro a poky¢io momentas
laikomas 2022 m. vasario 5 d., kai COVID-19 galimybiu pasas nustojo
galioti.

Gauti rezultatai pateikti 4.8 pav. 4.8a pav. pavaizduotas jvertintas
modelis, pritaikytas faktiniams duomenims ir juos atitinkantis.

4.8b pav. pavaizduotas hipotetinis modelis, kuris neatitinka faktiniu
duomenu. Tai, kad hipotetinis modelis neatitinka faktiniu duomenuy,
rodo, jog skirtumas tarp a; ir as iverciu yra reikSmingas, o tai reiskia,
kad a9 skiriasi nuo a; net ir neatsiZvelgiant i atsitiktine galimybe (Zr.
4.8c pav., kuriame vaizduojami abieju modeliu vidurkiai; matyti, kad a
ivertis yra didesnis uz a; ivertj).

Vis délto Sis rezultatas yra tam tikra apimtimi dviprasmiskas, nes
detalesné duomenu analizé (Zr. 4.7 pastaba) rodo didele tikimybe, kad
Sio reiskinio analizé kencia nuo 4.5 pastaboje iSsakyto apribojimo.

4.7 pastaba. Omikrono bangos metu uZsikrétimo atvejy skaicius Lietuvoje
dramatiskai pradéjo mazéti iskart po COVID-19 galimybiy paso panaikinimo.
Taciau COVID-19 mirciy skaiCius dar kelias savaites toliau augo, kaip ir tikétasi,
atsizvelgiant j laiko tarpq tarp uZsikrétimo ir mirties.

Tyréjai, kurie nepaiso natiiralios pandemijos eigos ir analizuoja tik uzsi-
krétimo atvejus, gali daryti iSvada, kad COVID-19 galimybiy paso panaikini-
mas sustabdé pandemija. O tie, kurie nagrinéja tik COVID-19 mirciy dinamika,
gali daryti prieSinga iSvadaq.

Vis délto tiek COVID-19 uzsikrétimo, tiek mirciy kreivés Lietuvoje buvo
panasios | fiksuotas salyse be COVID-19 galimybiy pasy, pavyzdZiui, Norvegi-
joje, Svedijoje ir Lenkijoje.
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(a) (b)

(©

4.8 pav.: COVID-19 galimybiy paso nutraukimo jtakos omikrono bangai
plisti Lietuvoje modeliavimas: (a) ivertintas modelis; (b) hipotetinis
modelis; (c) ivertinto ir hipotetinio modeliy lyginimas.

Taigi norint padaryti vienareikSme iSvada, turéty baiti naudojami
iSsamesni duomenys.

4.1.3. Diskusija

Siame poskyryje propaguojamas DTM taikymas vertinant dieninio lyg-
mens diskretaus laiko deterministinio SIRD modelio parametrus, re-
miantis i8imtinai COVID-19 mir¢iy duomenimis. Sie duomenys pasiZy-
mi santykinai nedaug trikumuy, i kuriuos galima atsizvelgti, i modelj
ivedant ju stebéjimo triukSma.

Sitillomas metodas leidZia jvertinti kertines pandemijos dinamines
charakteristikas — uzkre¢iamuma, pasveikstamuma ir mirtinguma — taip,
be kita ko, sudarant salygas ivairiu pandemijos kontrolés priemoniu
veiksmingumo tyrimames.

Vis délto pazymeétina, kad nors DTM dél savo (asimptotiskai)
optimaliy savybiuy vargiai galima pakeisti kaip parametry vertini-
mo priemone, to paties negalima pasakyti apie konkrety naudota
segmentini model;. Sis modelis téra viena i§ daugelio galimy abstrakcijuy,
i$ kuriy daugelis pasiZzymi didesniu detalumu. Tinkamiausio modelio
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parinkimas konkre¢iam tyrimo klausimui yra subtilus uZzdavinys,
reikalaujantis giliu dalykiniu jZvalgu, leidZian¢iu i$skirti ir panaudoti
aktualias detales.

Be to, sitilomas metodas yra susijes su segmentinio modelio vertini-
mu, atsizvelgiant i vieno segmento perspektyva. Tai veikia kaip iSeitis,
kai susiduriama su ribota informacija teikianciais oficialiais COVID-19
duomenimis, ta¢iau tokia praktika savaime jveda tam tikra apribojima.

Norint pasalinti modeliavimo trukdZius, visu pirma biitina nukreip-
ti pastangas i duomenu tobulinima, nes joks metodas galiausiai negali
visigkai pagalinti ju trakumuy. Siuo at?vilgiu galima apsvarstyti gali-
mybe susieti patvirtinty COVID-19 susirgimu duomenis su COVID-19
testu duomenimis, kurie $iuo metu yra nepagristai atsieti, nepaisant
fundamentalaus juy tarpusavio rysio.

Si rysi btity galima atkurti fiksuojant patvirtinto susirgimo testo
data individualiu lygmeniu. Tokia procediira i esmeés reikalauja tik
kruopstesnio duomenu rinkimo ir (arba) pateikimo, o ne visiskai nauju
procesu inicijavimo. Tai galéty reikSmingai pagerinti COVID-19 mode-
liavimo galimybes, nes Sis rySys yra tiesiogiai susijes su tikslesniu j I
segmenta pereinancios populiacijos dalies nustatymu.

Negana to, analogiskai galima atskleisti ir rysj tarp patvirtinty
COVID-19 mir¢iy bei patvirtinty COVID-19 susirgimuy, taip neutralizuo-
jant 4.5 pastaboje minima apribojima.

Be prieinamu duomenuy saugomos informacijos didinimo, prasmin-
ga nagrinéti ir lankstesnius segmentinius modelius — pavyzdZiui, mode-
lius su stochastine latentine dalimi, kurie leisty atskirti skirtingos prigim-
ties triukSmus, arba modelius su detalesniais segmentais ir rySiais tarp
ju. Tokiems plétiniams bidingas sudétingesnis matematinis aparatas,
su kuriuo galima dirbti remiantis PVT principais.

Be to, vietoje modeliu vertinimo remiantis COVID-19 mir¢iy duome-
nimis, galima naudoti bendra mirtingumo pertekliy, nes faktinés mirtys
yra objektyvus kriterijus, o tikétinos mirtys gali biiti prognozuojamos
[11].

4.2. Socialinio kapitalo modeliavimas

Socialinis kapitalas i§ esmés reiskia veiksmingai veikianc¢iu socialiniuy
grupiy ir bendruomeniu elementus, tokius kaip tarpasmeniniai santy-
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kiai, bendras tapatybeés jausmas, bendras supratimas, bendros normos,
bendros vertybés, pasitikéjimas, bendradarbiavimas ir abipusiS$kumas.

Ekonominio bendradarbiavimo ir plétros organizacijos (EBPO) Sta-
tistikos direktoratas émési projekto, kurio tikslas — suprasti socialinio
kapitalo savoka ir iSaiSkinti jo matavimo galimybes [100]. Galutinéje
projekto ataskaitoje nurodomi keturi pagrindiniai btidai, kuriais galima
pletoti ir matuoti socialinj kapitala:

1. Asmeniniai santykiai.

2. Socialiniy tinkly palaikymas.

3. Pilietinis jsitraukimas.

4. Pasitikéjimo ir bendradarbiavimo normos.

Socialinio kapitalo formavimasis yra neatsiejamas nuo kulttiriniy
procesy. Tyréjai yra nustate tiesioginj rysi tarp Zmoniu dalyvavimo
kulttiroje ir ju socialinio kapitalo pokyciu [4, 69], taip pat sudare
konceptualu modelj, atspindinti dalyvavimo kult@iroje ir socialinio
kapitalo saveika [67].

Taciau [95] darbe apZvelgiama literattira atskleidZia gana siaura
kulttirinio dalyvavimo ir socialinio kapitalo santykio tyrimy lauka. Dau-
guma moksliniy straipsniu yra susije su specifinémis kulttirinio dalyva-
vimo formomis ar sritimis bei tam tikrais socialinio kapitalo elementais
(pvz., biblioteky lankomumo ir savanorystés sasaju matavimu).

Trtksta tyrimy, kurie analizuotu ,, daug su daug” rySius — tai yra
rysi tarp plataus kulttirinio dalyvavimo lauko ir bendresnio socialinio
kapitalo lauko.

Tokie tyrimai atliktini iSgryninant esmines procesa valdanciuy
désniu prielaidas ir sudarant jas atitinkanti modelj, kuris leidZia darba
su jam tinkamais duomenimis. Alternatyviai galima i$ karto ieskoti
egzistuojanc¢ius duomenis atitinkanc¢iy modeliy, taciau toks pozitris
gali riboti modeliavimo potenciala.

Kuriant kulttirinio dalyvavimo poveikio socialiniam kapitalui
modelj pagal EBPO metodika, [95] darbe atlikta literattiros analizée
leidzia suformuluoti $ias pagrindines prielaidas:

1. Egzistuoja kiekybinis ry8ys tarp dalyvavimo kultiros procese ir
socialinio kapitalo.

102



2. Kulttiros procesuy jtaka socialiniam kapitalui yra netiesiné ir pri-
klauso nuo jau sukaupto socialinio kapitalo, kurio indeksus riboja
nulis ir tam tikra maksimali verté. Socialinio kapitalo kaupimo
laikotarpiu $i jtaka yra reikSmingesné, taciau didéjant socialiniam
kapitalui pasireiskia ,prisotinimo” arba ,stabilizacijos” efektas
— tolesnis dalyvavimas kultiiros procesuose nelemia reikSmingo
socialinio kapitalo augimo.

3. Vieno kultairinio jvykio jtaka yra nereikSminga, palyginti su ben-
dru daugelio kulttiriniy jvykiu srauto poveikiu, kuris laikomas
atskiry kulttiriniu ivykiu poveikiu suma.

4. Socialinj kapitala veikia ne tik kultiirinis dalyvavimas, bet ir kiti
veiksniai — ekonominiai, psichologiniai bei politiniai.

Vadovaujantis EBPO socialinio kapitalo matavimo metodika, so-
cialinis kapitalas suprantamas per keturis indeksus, kuriu kiekvienas
(vertinamas pagal klausimynus) igyja reikSme nuo 0 iki 60:

1. Asmeniniy santykiy indeksas CPR (< PR <60.
2. Socialiniy tinkly palaikymo indeksas C*V5, 0 < C5N5 < 60.
3. Pilietinio isitraukimo indeksas C“%, 0 < C“F < 60.

4. Pasitikéjimo ir bendradarbiavimo normuy indeksas CTEN o <
CTEN < 60.

Socialinio kapitalo indeksy aibé Zymima © = {PR,SNS,CE,TCN}.
Bendras individo (subjekto) socialinis kapitalas C' gali btiti iSmatuotas
kaip visu socialinio kapitalo indeksu suma: C = ", C.

Kiekvienas individas tam tikru laiko momentu yra charakterizuoja-
mas tam tikra socialinio kapitalo indekso reikSme pries kulttirinj ivyki ir
tam tikra reiksme po kultiirinio jivykio (prielaida Nr. 1). Nors virSutiné
socialinio kapitalo indekso reikSmés riba pagal nagrinéjama metodika
yra 60, atsizvelgiant i natfiraliai tarp Zmoniu egzistuojancius skirtumus,
galima manyti, kad kiekvienas individas pasiZymi jam btidingu poten-
cialiu socialiniu kapitalu (PSK), Zymimu A% 0 < A? <60,60 € ©. Tada
svarbia informacija teikia socialinio kapitalo vystymosi santykis (SKVS),
kuris apibtidina, kaip individas sugeba isisavinti savo PSK:

0

0
D — m, (4:.10)
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kur 0 < C? < A% 6 € ©. Dél socialinio kapitalo netiesiSkumo ir
apréztumo (prielaida Nr. 2), socialinio kapitalo indeksu pokyciai
adekvaciau aprasomi multiplikatyviai per SKVS, skirtingai nei
ekonominis (finansinis) kapitalas, kurio poky¢iai suprantami adityviai.

Dalyvavimas kultiiriniuose jvykiuose suprantamas kaip tikimy-
binis atsakas i kulttiriniuy ivykiu srauta laike. Siuo tikslu jvedami pa-
rametrai w) < 0ir v’ > 0: w§ apibaidina tikétina individo socialinio
kapitalo pokyti jam nedalyvavus kulttriniame ivykyje, o b’ — dalyvavus
(@ € ©). Individo dalyvavimas kokiame nors kulttriniame jvykyije,
vykstan¢iame per laiko vieneta At, Zymimas indikatoriumi x = 1, o
nedalyvavimas — x = 0. SKVS pokytis turéty priklausyti nuo individo
dalyvavimo kultairiniame jvykyje fakto. Taigi galima laikyti, kad Sis
santykis, turintis reikSme D? pries kulttirinj jvyki, po kulttirinio jvykio
pasikeicia i D9A = DY + AD? tokiu badu:

— : 411
S+ el an, x=1 @1

. {D9 (1+ (wd+ €9 AL), x=0
kur &7 apima bendra kity veiksniu poveiki (prielaida Nr. 4), modeliuo-
tina pagal normalyji désni (§ € ©). Kadangi poveikis analizuojamas
per pakankamai didelj kulttiriniu jvykiu skai¢iy, daroma prielaida (prie-
laida Nr. 3), kad vieno atskiro kulttirinio jvykio (o del stabilumo —
atitinkamai ir kity veiksniu) itaka yra nedidelg, tai yra |(wf + ¢%)At| < 1
ir |(0? + €")At| < 1,0 € ©.

Pazyméjus x = (x1,..-,xm), kur x; yra dalyvavimo i
tipo kulthriniame jvykyje indikatorius (laikant, kad yra m
skirtinguy kultariniy ivykiu tipu), x; € {0,1}, 0 < Y™, xi < 1,
irw? = (wf,...,wl), kur w? = b — w§ (&a v! yra i tipo kultarinio
ivykio poveikis), 1 <1i <m, 6 € ©, (4.11) lygtis gali biti perrasyta tokiu
pavidalu:

D% = D’ (1 + (wg Fyw? + g‘)) At) : 4.12)
0 € ©. Pazymétina, kad (4.12) lygtis atitinka logistinés regresijos modeli
[89, 123].

(4.10) rysys tarp SKVS, PSK ir socialinio kapitalo indekso gali biiti

perraSytas taip:
cf = A‘)l (4.13)
14+ D% '
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0 € ©. Tada (4.12) ir (4.13) lygtys sudaro individo dalyvavimo
kulttiriniuose jvykiuose poveikio jo socialiniam kapitalui , daug su
daug” tipo modeli (pavyzdinis modelio igyvendinimas pateikiamas 4.9
pav.).

b L
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4.9 pav.: Pavyzdinis (4.12) ir (4.13) lygtimis apibréZiamo modelio
igyvendinimas suprantamas kaip individui badinga kokio nors socia-
linio kapitalo indekso dinamika laike, kuris apskaitomas jvykusiais
kulttiriniais jvykiais.

4.3. Skyriaus iSvados

* Pagristas iSvadas generuojantis praktiniy dinaminiy sistemuy mo-
deliavimas yra neatsiejamas nuo gana lanksciu netiesiniu modeliy,
aprasanciy aktualius, fundamentaliai suvokiamus désnius, taciau
ju igyvendinimas (parametry jvertinimas) gali biiti apribotas ne-
pakankamai informacijos teikian¢iu prieinamy duomeny.
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BENDROSIOS ISVADOS

* Norint maksimaliai iSnaudoti dinaminiy sistemu modeliavimo ga-
limybes didZiyju duomenu eroje, bitini efektyviis parametry verti-
nimo algoritmai, kuriais btity galima suderinti auksta iverciy tiks-
luma su veikimo greitaveika. Vis délto esami sprendimai daZnai
pasizymi tik viena i$ $iu savybiy, ypa¢ sudetingesniu modeliu
atveju.

* Palaipsninio vertinimo technika suteikia metodologinj pagrinda
efektyviems parametry vertinimo algoritmams kurti stochasti-
niams dinaminiams modeliams, kai duomeny rinkinys yra fik-
suotas. Remiantis didZiausio tikétinumo metodu ir rekursiniais
skai¢iavimais, 8i technika leidZia suderinti jver¢iu optimaluma ir
skai¢iavimuy efektyvuma, taip atliepiant Siuolaikinius duomenuy
analizés poreikius.

¢ Vienmatés iSvesties grynuju laiko eilu¢iu duomeny kumuliacinis
struktiiriniu lygé¢iu modelis su adityvinés paklaidos iSvesties ma-
tavimo lygtimi bei normalumo ir nepriklausomumo prielaidomis
sudaro tinkama pradine terpe palaipsninio vertinimo technikos
principams taikyti ir algoritmams kurti pagal metodologija ,,i3
apacios i virsy”. Taip sudarytas Sio modelio parametry vertinimo
algoritmas, taikomas esant fiksuotam duomenu rinkiniui, pasiZy-
mi didZiausio tikétinumo parametry jverciais (kuriu nauda ypac
pasireiSkia esant intensyviam iSvesties stebéjimo triukSmui) bei
stebéjimo momentuy skaiciui proporcingu vykdymo laiku.

¢ Efektyviu algoritmuy, skirty parametrams vertinti realiuoju laiku,
kairimas kelia daugiau i$$tikiu uz vertinima naudojant fiksuotus
duomenis. Vis délto ju sudarymas taip pat gali baiti grindZiamas
didZiausio tikétinumo metodu ir rekursija, todél gali baiti atlieka-
mas remiantis palaipsninio vertinimo technikos rezultatais, juos
atitinkamai prapleciant. Tokiu bidu sudarytas vienmateés iSvesties
grynuju laiko eilu¢iy duomenuy kumuliacinio struktiiriniy lygéiu
modelio su adityvinés paklaidos iSvesties matavimo lygtimi bei
normalumo ir nepriklausomumo prielaidomis parametry verti-
nimo realiuoju laiku algoritmas pasiZymi analogiSkomis jverciu
savybémis kaip ir atitinkamas algoritmas parametrams vertinti,
kai duomeny rinkinys yra fiksuotas.
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¢ Praktinis dinaminiy sistemu modeliavimas reikalauja netiesiniu
modeliy, atspindin¢iu fundamentalius désnius, ir iSsamiu
duomenuy, reikalingu ju parametrams tiksliai jvertinti. Kaip
atskleidZia COVID-19 pandemijos dinamikos modeliavimo atvejis,
empiriniai duomeny apribojimai gali reikSmingai sumazinti mode-
liavimo galimybes ir susilpninti iSvadu patikimuma. PavyzdZiui,
viesai prieinamuose COVID-19 duomenyse triiksta informacijos,
kuri leisty susieti testavimo, uzsikrétimo ir mirtingumo duomenis
individo lygmeniu. Tokie duomenys yra biitini norint patikimai
ivertinti tam tikry intervenciju, pavyzdzZiui, galimybiu paso,
poveiki pandemijos eigai. Todél, taikant dinaminius modelius
sprendimuy priémimo kontekste, ypa¢ svarbu uztikrinti duomeny
informacijos iSsamuma ir kokybe.
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PRIEDAS
R paketas EMLI

2.11ir 3.1 algoritmai yra idiegti R pakete EMLI, kuris pasiekiamas per
CRAN [29, 92]. Siame skyriuje siekiama atskleisti jo esme ir veikimo
principus (naudojami antrojo skyriaus Zyméjimai). Prie$ naudojantis
paketu, rekomenduojama papildomai perZitiréti jo dokumentacija.

EMLT yra computationally Efficient Maximum Likelihood Identification
of linear dynamical systems (liet. tiesiniu dinaminiy sistemy identifika-
vimas skaiciavimo pozitiriu efektyviu didZiausio tikétinumo metodu)
trumpinys. Sis R paketas realizuoja skai¢iavimo pozifiriu efektyvius
didZiausio tikétinumo parametry vertinimo algoritmus, skirtus mode-
liams, atspindintiems tiesines dinamines sistemas. Sio skyriaus ragymo
metu jdiegti du tokie algoritmai (2.1 ir 3.1 algoritmai).

Be pagrindinés uzduoties — parametry vertinimo — EMLI paketas
taip pat sitilo papildomu funkcijy, skirty kitoms sistemu identifikavimo
kontekste atsirandancioms uzduotims, tokioms kaip duomenu simu-
liavimas ir modelio tinkamumo vertinimas. Sio skyriaus ra§ymo metu
pakete yra desimt funkcijy, i$ kuriu penkios yra eksportuojamos (t. y.
pasiekiamos naudotojui), o likusios penkios — neeksportuojamos ir nau-
dojamos tik kodui organizuoti. Naudotojui prieinamos funkcijos yra
Sios:

1. generate_data: generuoja duomenis 7" laiko momenty (kadan-
gi R statistiniame pakete simbolis T yra rezervuotas, vietoje jo
naudojamas n, tac¢iau ¢ia toliau naudojamas 7') pagal (2.1)—(2.3)
lygtimis aprasyta modelj su ¢ = 0 ir pasirinktomis parametry
reik§mémis L, o ir p1. Si funkcija naudinga eksperimentiniais tiks-
lais. Naudotojas taip pat gali naudoti paketa su savo duomenimis,
kurie tariamai gali biiti paaiSkinami vienmatés iSvesties grynuju
laiko eilu¢iy duomenu kumuliaciniu struktiiriniu lygé¢iu modeliu
su adityvinés paklaidos iSvesties matavimo lygtimi bei normalu-
mo ir nepriklausomumo prielaidomis.

Pries pereidama prie nurodyto tikslo, funkcija patikrina, ar jvestis
yra teisinga tiek struktiiros (atitinkamai: (m + 1) x k matrica dél
L, (m + 2) x 1 matrica dél o, (m + 1) x 1 matrica dél yx ir vieno
elemento vektorius dél T'), tiek reikSmiu pozitiriu (visi argumentai
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turi bati skaitiniai ir baigtiniai R prasme; T taip pat turi bati
teigiamas sveikasis skaic¢ius, o o —neneigiamas). Jei tikrinimo metu
aptinkama klaiduy, pateikiamas ispéjimas ir graZinama NULL. Kitu
atveju sugeneruoti duomenys grazinami kaip duomenu lentele,
kurioje pirmuosiuose stulpeliuose pateikiami z, (pradedant nuo
antrosios eilutés), o paskutiniame stulpelyje — (yo, y1, - .., yr)’

. estimate_parameters: pagal 2.1 algoritma apskaiciuoja di-
dZiausio tikétinumo ¥, 05 ir p ivercius i§ duotu duomenuy, kuriu
formatas atitinka generate_data funkcijos ivesti, bei nurodo-
mos (2.24) lygtyje naudojamo auksinio pjtvio paieskos algoritmo
konvergencijos tolerancijos (angl. convergence tolerance) parametro
reikSmes.

Prie$ pereidama prie skai¢iavimuy, funkcija patikrina, ar jvestis yra
teisinga tiek struktiiros (duomenys turi biiti pateikti bent i$ dvieju
eiluciy ir dvieju stulpeliu susidedancioje duomenu lenteléje, o
konvergencijos tolerancijos parametras — vieno elemento vekto-
rius), tiek reikSmiu poZiiiriu (visi argumentai turi baiti skaitiniai ir
baigtiniai R prasme (3i taisyklé netaikoma z, atitinkanciai pirma-
jai eilutei), o konvergencijos tolerancijos parametras taip pat turi
biti teigiamas). Jei tikrinimo metu aptinkama klaidy, pateikiamas
ispéjimas ir grazinama NULL. Kitu atveju jverciai graZinami kaip
saraSas, kurio pirmasis elementas — X jvertis kaip matrica, antrasis
elementas — 073 ivertis kaip vektorius, tre¢iasis elementas — . jvertis
kaip matrica.

. evaluate_estimates: naudojant tikruosius (duomenis gene-
ruojancius) ¥, o2, p ir ju jvercius 3, 67, fi kartu su jiems gauti
naudotu stebéjimy imties dydziu 7, apskai¢iuojama $i iverciu
tikslumo metrika:

%(m (1C.:D) =t (|Coe]) + 1 (€2t

+ ([lvec - /Lvec)/ Cz_zl ([Lvec - ,Uvec) - (m + 1)T> .

(14)

(14) metrika i§ esmeés yra faktorinéje analizéje naudojama
didziausiy tikétinumu skirtumo funkcija [79] su jvestais (2.3)-(2.4)
lygtimis apibréziamo modelio statistiniais matais. Kadangi
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matricos C,, matmenys tiesiSkai priklauso nuo 7, formuléje
itraukta dalyba is 7.

Jei sz i§ tiesy yra kovariaciju matrica (jei ne — ivertis neturi
prasmés), (14) metrika yra neneigiama ir lygi nuliui tada, kai
C,, =C,,ir fivec = [tvec- TOdél geresnis i§ dvieju konkuruojanéiu
iverciy yra tas, kuriam metrikos reik§mé yra maZesne.

Atsizvelgiant j (2.3)—(2.4) modelio konteksta, funkcija evaluate_-
estimates vertina tik tokias kovariaciju matricas C.., kurioms
atitinkamas 8 € [0,1]. Si funkcija gali bati naudojama eks-
perimentiniais tikslais, pavyzdZiui, siekiant nustatyti, kuris i$
konkuruojanc¢iy parametry vertinimo algoritmu yra tikslesnis,
arba testuojant ta pati algoritma su skirtingomis duomenu
imtimis.

(14) metrikos apskaitiavimas jgyvendinamas panasiai kaip ir 2.1
algoritmo, todél jos skaitiavimo sudétingumas yra tiesinis 1" at-
zvilgiu.

Prie$ pereidama prie skai¢iavimuy, funkcija patikrina, ar jvestis yra
teisinga tiek struktiiros (3 elementy ilgio sarasas, kurio elementai
atitinkamai yra: ¥ - (m+1) x (m+ 1) matrica, o2 - vieno elemento
vektorius, u — (m + 1) x 1 matrica; analogiskas sarasas dél 3, 63
ir /1; bei vieno elemento vektorius T), tiek reikSmiu pozitiriu (visi
argumentai turi biiti skaitiniai ir baigtiniai R prasme; 7" turi baiti
teigiamas sveikasis skaicius; X ir 3 turi bati simetrigkos ir teigia-
mai apibréztos; atitinkami s ir § turi priklausyti intervalui [0, 1]).
Jei patikrinimo metu aptinkama klaidy, pateikiamas ispéjimas
ir graZinama NULL. Kitu atveju apskaiciuota metrikos reikSmé
grazinama kaip vektorius.

. calculate_likelihood: apskai¢iuoja (2.11) tikétinumo funk-
cija duotiems duomenims (kaip generate_data iSvestyje) ir pa-
rametrams (kaip est imate_parameters i§vestyje). Si funkcija
yra naudinga tais atvejais, kai reikalinga originalios tikeétinumo
funkcijos reiksmeé. Skai¢iavimai atliekami panasiai kaip 2.1 algo-
ritme, tad $ios funkcijos skai¢iavimo sudétingumas yra tiesinis 7’
atzvilgiu.

Prie$ pereidama prie skai¢iavimuy, funkcija atlieka analogiskus
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patikrinimus kaip ir funkcijos est imate_parameters (duome-
nims) bei evaluate_estimates (parametrams). Jei tikrinimo
metu aptinkama klaidy, pateikiamas jspéjimas ir graZinama NULL.
Kitu atveju apskaiciuota tikeétinumo funkcijos reiksmé grazinama
kaip vektorius.

5. estimate_parameters_on: pagal 3.1 algoritma apskaiciuoja
didZziausio tikétinumo ¥, 05 ir p iverciu seka i$ duoty duomenuy,
kuriu formatas atitinka generate_data funkcijos iSvestj, bei
nurodomos pradinés parametro s reikSmés.

Prie$ pereidama prie skai¢iavimuy, funkcija patikrina, ar jvestis yra
teisinga tiek struktfiros (duomenys turi bfiti pateikti bent i§ dvieju
eiluciy ir dviejuy stulpeliu susidedancioje duomenu lenteléje, o
parametras s — vieno elemento vektorius), tiek reik§miu pozitiriu
(visi argumentai turi baiti skaitiniai ir baigtiniai R prasme (5i tai-
syklé netaikoma z, atitinkanciai pirmajai eilutei), o s parametras
taip pat turi priklausyti intervalui [0, 1]). Jei tikrinimo metu ap-
tinkama klaidy, pateikiamas jspéjimas ir graZinama NULL. Kitu
atveju jverciy seka graZzinama kaip 7' ilgio sarasas, kurio kiek-
vienas elementas yra est imate_parameters funkcijos ivesties
formato sarasas (elemento eilés numeris atitinka jvesties duomenuy
poaibio, sudaryto i§ nuosekliu stebéjimuy, dydi).

Paketo naudojimas iliustruojamas pavyzdziu. Kaip ir kiekvieno ne
bazinio R paketo atveju, pirmiausia reikia ji idiegti ir ikelti:

> install.packages ("EMLI")
> library (EMLI)

Nors pavyzdys yra hipotetinis, jame naudojami realtis duome-
nys. Keletui valiuty pory imamos nuosekliai einanc¢iu dienu uzda-
rymo kainos, batent EURUSD (peurusdy GBPUSD (pgbpusdy ir USDJ-
PY (p*s4iPY), Daroma prielaida, kad (2.3)—(2.4) modelis yra taikomas

bpusd bpusd
. In p2°PW¢ _ 1n pB°P
su Ay; = In p‘furus‘i — Inpewusd g, = ( br Pi-1 b=

nps™ = . :
t—1 In prsdjpy “n p;li%‘]py

1,...,503. Tuomet kreipiamasi i funkcijq estimate_parameters, sie-
kiant gauti parametry jvercius pagal 2.1 algoritma (¢ia praleidZiami
pradiniy duomenu apdorojimo i rdat veiksmai):
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> mle <- estimate_parameters (rdat, 0.00001)

Ivertinus Siuos parametrus, i§ esmés turimas jvertintas modelis (at-
sizvelgiant i tai, kad jis yra identifikuojamas). Ta¢iau islieka klausimas,
ar apskaiciuotas modelis atitinka duomenis. Prieinamos EMLTI funkcijos
leidZia igyvendinti §iam tikslui skirta empirine procediira, kuri remiasi
duomeny simuliavimu ir $iems duomenims apskai¢iuotomis tikétinumo
funkcijos reikSmémis, tokiu btidu jvertinant realiy duomenu ir jvertintu
modeliu paaiskinamy duomenuy panasuma.

Siekiant atlikti $ia procediira, pirmiausia apskai¢iuojama minimi-
zuotos tikétinumo funkcijos reikSmé su realiais duomenimis, kuri bus
laikoma atskaitine reiksme:

> ref <- calculate_likelihood(rdat, mle)

Tada, pagal ivertinta modelj, sugeneruojama 100 duomeny rinkiniy
(darant prielaida, kad yra vienas bendras faktorius, t. y. k£ = 1; ¢ia
praleidZiamas pradiniy modelio parametry L, sigma ir mu atstatymas)
ir apskai¢iuojamos atitinkamos tikétinumo funkcijos reikSmeés, kurios
bus laikomos lyginamosiomis reikSmémis:

> cmps <— numeric ()

> T <- nrow(rdat)

> set.seed(999)

> for (i1 in 1:100) {

> sdat <- generate_data (T, L, sigma, mu)
>

>

cmps[i] <- calculate_likelihood(sdat, mle)

Gauti rezultatai pavaizduoti A.1 pav. (Cia praleistas ji sukurian-
tis kodas), kuris rodo, kad jvertintas modelis tinkamai apibtidina rea-
lius nagrinétus duomenis, nes atskaitiné reikSme uztikrintai patenka i
lyginamuju reikSmiu skirstin;.
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Daznis
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Tikétinumas

pav.: Realiu duomenu ir pagal jvertinta modeli sugeneruotu

duomenuy panasumas (matuojamas remiantis tikétinumo funkcija).

Pateiktas pavyzdys iliustruoja modelio parametry jvertinimo ir jo

tikslumo patikrinimo veiksmus, o tai atskleidZia EMLI paketo daugia-

funkciskuma.

Toliau trumpai apzvelgiamos likusios (naudotojui neprieinamos)

EMLI paketo funkcijos:

1. calculate_recursive: atsizvelgiant i u, v ir s, funkcija rekur-

siSkai apskaiciuoja cr, taip pat grazindama fr ir fr; kaip Salutini
produkta, siekiant iSvengti perskai¢iavimu kitose funkcijose. Funk-
cija naudoja matricine algebra ir leidZia u bei v turéti kelis stulpe-
lius, taip leisdama visu risiu cr (skaliaro, vektoriaus ir matricos)
apskaitiavima vienu metu.

calculate_selected: naudodama funkcija calculate_-
recursive, 8i funkcija apskaic¢iuoja ixy, fin, ir g pateiktiems
duomenims ir s, taip pat grazindama fr ir fr, ;. Skaic¢iavimai at-
liekami nuosekliai, jau gautus rezultatus panaudojant vélesniuose
zingsniuose.  Kiekvienai unikaliai calculate_recursive
iSvesciai funkcija iSkvie¢iama tik viena karta, o gauti rezultatai,
kiek imanoma, iSsaugomi tolesniam naudojimui.
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3. calculate_1D_likelihood: funkcija apskaiciuoja L (kaip api-
brézta (2.35)) duotiems duomenims ir s, kreipdamasi i funkcija

calculate_selected.

4. minimize_1D_likelihood: duotiems duomenims ir konver-
gencijos tolerancijai funkcija vykdo auksinio pjivio paieska funk-
cijai calculate_1D_likelihood intervale [0, 1], iesSkodama jos
minimumo. Funkcija pakartotinai naudoja jau apskaic¢iuotas funk-
cijos reikdmes, taip sutaupydama puse skaic¢iavimu kiekvienos
iteracijos metu, ir konstruoja apribojantj intervala. Konvergen-
cijos tolerancija naudojama i$ anksto nustatyti reikiama iteraciju
skai¢iy. Grazinama s reik§meé (s*) yra 0, 1 arba apribojancio in-
tervalo vidurio taskas — pasirenkama ta reikSmé, kuriai funkcijos
calculate_1D_likelihood reikS§mé yra maZiausia.

5. minimize_likelihood: duotiems duomenims apskaiciuoja
(2.22)—(2.27) nurodyta tvarka, kreipdamasi i funkcijaminimize_-
1D_likelihood, o tuomet — i funkcija calculate_selected

su rastu s*. Pazymeétina, kad 8ia funkcija tiesiogiai naudoja

2

funkcija estimate_parameters, todél vietoje oy " ji grazina

*

2
v g, 1 v . e . . . . v
apskaiciuota pe reikSme, kuri uztikrina veiksminga ¥, ivercio

atstatyma.

Apskritai EMLI dizainas pasiZymi racionaliu kodo organizavimu,
kuris pasireiskia specifinéms uzduotims skirtomis funkcijomis ir pakar-
totiniu skai¢iavimo rezultaty panaudojimu.
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SUMMARY IN ENGLISH
This chapter presents a shortened version of the dissertation in English.
Research Area

The era of big data enables new possibilities for modeling the dynamics
of complex natural, engineering, and social systems [91]. However, fully
exploiting this potential is inseparable from the challenges related to the
ability to efficiently process the growing volume of information [8].

Formally, a dynamic system can be described by a set of rules that
define how the system’s state changes over time. These rules can be
expressed as difference equations for discrete systems or differential
equations for continuous systems. The state of a dynamic system at any
given time is a point in the space of possible states, and its evolution is a
trajectory through this space [34].

A model used to represent a dynamic system defines the possible
trajectories, and the values of its parameters specify them in detail (a
deterministic model with fixed parameter values describes a specific
trajectory, while a stochastic model defines a probabilistic distribution
of trajectories [77]). Thus, modeling the evolution of a studied phe-
nomenon is inseparable from the appropriate selection of a model and
the accurate estimation of its parameters. This, in turn, requires both
extensive system observation data and efficient algorithms that can max-
imally exploit the information stored in the accumulated data within a
practically acceptable time frame. The development of such algorithms
is meaningfully addressed by exploring the theoretical formulations of
dynamic system models, while model selection and data-related issues
are best revealed in the context of specific practical applications.

Research Aim and Objectives

The aim of this work is to define and demonstrate efficient parameter es-
timation for stochastic dynamic system models and to highlight aspects
of their practical application.

To achieve this aim, the following objectives are addressed sequen-
tially:
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1. Identification of the conditions and steps for constructing efficient
algorithms for parameter estimation in stochastic dynamic system
models.

2. Development of an efficient parameter estimation algorithm for a
dynamic structural equation model when the dataset is fixed.

3. Transformation of the developed algorithm for parameter estima-
tion with a fixed dataset into a real-time parameter estimation
algorithm.

4. Application of stochastic dynamic system models to the modeling
of real-world process dynamics.

Research Methods

The objectives of the dissertation are addressed using methods from
multivariate statistics, linear algebra, and computational modeling. Ef-
ficient parameter estimation algorithms for stochastic dynamic system
models are developed using the maximum likelihood method and recur-
sion through data transformation, matrix decomposition, and function
restructuring. The developed algorithms are evaluated experimentally
using the Monte Carlo method.

Scientific Novelty

The dissertation presents the following results:

1. A stepwise estimation technique is proposed, outlining a method-
ology for constructing efficient parameter estimation algorithms
for stochastic dynamic system models.

2. A cumulative structural equation model is defined, and a maxi-
mum likelihood parameter estimation algorithm is developed for
the case of a fixed dataset, with computational complexity linear
in the number of observation time points.

3. A real-time maximum likelihood parameter estimation algorithm
is developed for the cumulative structural equation model.
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4. Based on examples of modeling the dynamics of the COVID-19
pandemic and social capital, the selection of stochastic dynamic
system models compatible with the studied phenomenon and
available data is demonstrated.

Defended Statements

* The stepwise estimation technique outlines the guidelines for con-
structing efficient algorithms for parameter estimation in stochas-
tic dynamic system models when the dataset is fixed.

* The algorithms developed in this work for parameter estimation in
the cumulative structural equation model—both for fixed datasets
and in real time—combine the advantages of simpler but less
accurate methods with those of more accurate but computationally
intensive classical estimation techniques.

* Officially available COVID-19 data lack information linking test-
ing, infection, and mortality at the individual level, making it
difficult to unambiguously assess the impact of the COVID-19
passport on the dynamics of the pandemic in Lithuania.

Research Dissemination and Publications

Presentations at international conferences:

1. Efficient Online Estimation of Dynamic Structural Equation Mod-
els: Conjecturing on Feasibility. Presented at the 3rd International
Conference on Modelling and Simulation of Social-Behavioural
Phenomena in Creative Societies, 18-20 September 2024, Almaty
(Kazakhstan).

2. On the Gap Between Data and Models in COVID-19 Analysis. Pre-
sented at the 33rd European Conference on Operational Research,
30 June — 3 July 2024, Copenhagen (Denmark).

3. Efficient Maximum Likelihood Batch Estimation With Pure Time
Series Data of a One-Dimensional Cumulative Structural Equa-
tion Model. Presented at the 2nd International Conference on
Modelling and Simulation of Social-Behavioural Phenomena in
Creative Societies, 21-23 September 2022, Vilnius (Lithuania).
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4. Incremental Maximum Likelihood Estimation of Noisy Gaussian
Random Walk. Presented at the 31st European Conference on
Operational Research, 11-14 July 2021, Athens (Greece).

5. Probabilistic Model of Cultural Participation Impact on Social Cap-
ital. Presented at the 1st International & EURO Mini Conference
on Modelling and Simulation of Social-Behavioural Phenomena in
Creative Societies, 18-20 September 2019, Vilnius (Lithuania).

Publications in journals indexed in the Web of Science (Clarivate
Analytics) database:

1. Vytautas Dulskis & Leonidas Sakalauskas (2025). Toward Efficient
Online Estimation of Dynamic Structural Equation Models: A

Case Study. Journal of Statistical Computation and Simulation, 1-24.
DOI: 10.1080/00949655.2025.2515955.

2. Leonidas Sakalauskas, Vytautas Dulskis, & Rimas Jonas Jankiinas

(2024). Compartmental Modeling for Pandemic Data Analysis:
The Gap Between Statistics and Models. Heliyon, 10(11):e31410.
DOI: 10.1016/j.heliyon.2024.e31410.

3. Leonidas Sakalauskas, Vytautas Dulskis, & Darius Plikynas

(2024). A Technique for Efficient Estimation of Dynamic Struc-
tural Equation Models: A Case Study. Structural Equation
Modeling: A Multidisciplinary Journal, 31(4), 635-650. DOI:
10.1080/10705511.2023.2282378.

4. Leonidas Sakalauskas, Vytautas Dulskis, Rimvydas LauZikas,
Artinas Miliauskas, & Darius Plikynas (2021). A Probabilistic
Model of the Impact of Cultural Participation on Social Cap-
ital. The Journal of Mathematical Sociology, 45(2), 65-78. DOI:
10.1080/0022250X.2020.1725002.

The author’s contribution to each of the listed publications includes
the development of core results (models, algorithms), performing com-
putational experiments, and preparing the manuscript.

Structure of the Dissertation

The dissertation consists of an introduction, four main chapters, general
conclusions, a list of references (not included in this summary; however,
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the original list is cited), and an appendix (also not included in this
summary).

The main part of the dissertation, comprising four chapters, presents
the research results. Chapter 1 reviews the relevant literature through
the lens of the dynamic structural equation model, refines the concept of
efficient parameter estimation algorithms, and introduces the technique
for their development. Chapter 2 defines the cumulative structural equa-
tion model and applies the technique introduced in the first chapter.
Chapter 3 describes the steps by which the algorithm for parameter
estimation with a fixed dataset, developed in the second chapter, is
transformed into a real-time parameter estimation algorithm. Chapter 4
emphasizes the practical aspects of applying dynamic systems models
by analyzing the gap between models and data in the context of model-
ing the spread of the COVID-19 pandemic, as well as by constructing
a model of social capital dynamics (the latter is not included in this
summary).

S.1. Technique for Constructing Efficient Parameter Estimation
Algorithms for Stochastic Dynamic System Models

In this chapter, based on the articles [28, 97], stochastic dynamic system
models are represented through a dynamic structural equation modeling
framework, which forms the foundation for the subsequent investigation
into efficient parameter estimation.

S.1.1. Dynamic Structural Equation Model

The general dynamic (panel) structural equation model (DSEM), encom-
passing most traditional linear dynamic (and static) models, for subject
i=1,...,Nattimet=1,...,T, is formulated as follows [20]:

p q
Mot = i+ > Bimia—j + > Ti&iuj + Giu, (S.1)
i=0 =0
Yit = Hyi + NyMit + €, (5.2)

Tit = Payi + Naip + iy,
/ !/
where 7;; = (772-(,127 . ,775?) and §; = (Eﬁ), . ,5}}?) are vectors
/
of unobserved (latent) variables; y;; = (ygl) ,yf?) and z;; =

2,t )
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(:pg}; cee xE?)I are vectors of observed variables; ji, ; (I X 1), p1,; (nx 1),
and i, ; (m x 1) are vectors of fixed effects; B; (I x 1), I'; (I x k), Ay (n x1),
and A, (m x k) are matrices of regression coefficients; (;; (I x 1), €
(n x 1), and d; + (m x 1) are vectors of measurement errors (noise).

Parameter estimation for the DSEM in the case of N = 1 (known
as pure time series data) can be performed within the conventional
covariance structure analysis framework by constructing an artificial
covariance matrix, where time-lagged values of time series vectors are
treated as additional variables (the so-called Toeplitz method) [46, 130].
Although this method is not complex, it violates the assumption of
independent cases (rows), and therefore yields moment-based estimates
rather than maximum likelihood estimates.

As an alternative, one may consider reformulating the model in
state-space form and using the Kalman filter for recursive evaluation
of the model’s likelihood function, where new parameter estimates are
obtained at each step until convergence [104, 113, 130]. While Kalman
filter-based estimation yields maximum likelihood estimates, it requires
analytical derivatives and good initial values. Moreover, the recursive
nature of this estimation contributes to slow convergence, especially in
large models, since each estimation step involves Kalman filter recur-
sions.

The classical method for obtaining maximum likelihood estimates is
direct maximum likelihood estimation, where the likelihood function is
written for the entire data sample [20, 25, 47, 118]. However, since com-
puting the likelihood function requires inverting a matrix of at least size
T x T, which is computationally intensive (with algorithmic complexity
cubic in T') [85], traditional procedures for likelihood optimization are
practical only for small datasets. Another potential issue is the high
dimensionality of the model, n 4+ m, but this work focuses exclusively
on challenges posed by data volume.

When facing computational difficulties, especially with more com-
plex models, another frequently used method is Bayesian estimation
with Gibbs (or other) sampling [75, 130]. Although Bayesian estima-
tion is relatively easy to implement for complex distributions in high-
dimensional spaces using Markov Chain Monte Carlo methods, which
allow working with intricate modeling scenarios, this method also has
drawbacks—among them, difficulties in assessing accuracy and conver-
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gence (even empirically) [106].

S.1.2. Efficient Parameter Estimation Algorithms

Given the existing possibilities for parameter estimation in DSEM us-
ing pure time series data, it can be summarized that current methods
either produce low-quality estimates or are computationally inefficient.
Some methods rely on various simplifications, making them easy to
compute but suboptimal—in the sense that other estimators may be
more concentrated around the true parameter value. Other methods are
based on a solid theoretical foundation, such as maximum likelihood
estimation [80], and can be at least asymptotically optimal, but they
require substantial computational resources.

Although developing an efficient algorithm for a given model is
often not a trivial task, it is possible to formulate general principles for
such a process. For simplicity, we will refer to these principles as the
stepwise estimation technique (SET).

SET is related to the computationally efficient application of the
maximum likelihood method (MLM)—as opposed to transforming a
computationally efficient but statistically suboptimal method into an
optimal one, or developing a fundamentally new method.

Since MLM is used for parameter estimation, the object of SET
is the likelihood function, formulated for possibly transformed data
(according to the initial part of SET). Its processing is then carried out
in three stages (according to the operational part of SET), the successful
implementation of which enables the construction of computationally
efficient maximum likelihood parameter estimation algorithms.

Initial part of SET. The initial DSEM likelihood function is a function
of model parameters associated with the mean vector and the covariance
matrix, which has a block structure [20]. The goal of the initial part of
SET is to transform the model data in such a way that the blocks of the
covariance matrix are sparsified, converting them into multidiagonal
matrices. This is pursued because sparse matrices are easier to process
than dense ones, and multidiagonal (or, more broadly, banded) matrices
form an important and relatively well-studied subset of sparse matrices
[27].
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Operational part of SET. The operational part of SET consists of three
sequential steps that define the necessary actions:

1. Block decomposition of the covariance matrix obtained in the
initial part of SET. This step replaces the original likelihood func-
tion, which depends on the model parameters, with an equivalent
reparameterized likelihood function. This new function depends
on the unique elements of the mean vector and the covariance
matrix (possibly transformed to facilitate further processing), here-
after referred to simply as parameters. The resulting likelihood
function involves a covariance matrix substitute—at leasta T' x T’
matrix that must be inverted and whose determinant must be
computed—that depends on a minimal number of parameters.

2. Differentiation of the equivalent likelihood function concerning
the parameters that are not part part of the covariance matrix
substitute, followed by manipulation of the resulting preliminary
estimators to obtain explicit estimators that depend only on the
parameters forming the covariance matrix substitute. Substituting
these explicit estimators into the equivalent likelihood function
yields a function that depends solely on the parameters of the
covariance matrix substitute, thereby reducing the dimensionality
of the optimization problem.

3. Derivation of efficient recursive formulas, each step of which re-
quires a constant number of elementary operations. These formu-
las are necessary for computing both the complex terms related
to the covariance matrix substitute and the obtained estimators in
time proportional to the sample size 7T'.

Due to its nature, SET is best developed and applied using a bottom-
up approach—that is, starting from specificity and moving toward gen-
erality [111]. This is essentially because the more complex the model,
the more complex its covariance structure, making the SET stages more
demanding in terms of the required mathematical apparatus and depth
of insight.

Nevertheless, the successful application of SET to a specific model
allows the acquired experience to be extrapolated in a selective small
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step toward the final general model (e.g., the one described by Equa-
tions (S.1)—(S.3)). This process can be repeated, thereby realizing the
bottom-up approach.

S.1.3. Real-Time Parameter Estimation

Traditionally, DSEM research has focused on parameter estimation using
a fixed dataset [20, 44]. This means that all relevant data are collected
first, and then the parameters are estimated—typically concerning the
entire dataset at once. By definition, this approach separates data col-
lection and parameter estimation into two distinct research stages. Less
obviously, it may also imply that the relationships between variables are
stable over time, which is often a reasonable assumption.

However, it may also be the case that relationships between vari-
ables change over time, or that the data stream is continuous (possibly
without a defined endpoint), and decisions influenced by model param-
eter estimates must be made at different time points based on the data
collected up to those points [120]. In such cases, real-time parameter
estimation is required, involving the updating of parameter estimates as
new data become available [35]. Real-time estimation allows for the pro-
gressive refinement of parameter estimates as the data volume increases
and enables adaptation to changes in system dynamics—particularly
relevant in non-stationary environments where the underlying data-
generating process may evolve.

Although the concept of real-time parameter estimation has existed
for decades, with numerous algorithms proposed across various fields,
progress in DSEM in this regard remains relatively limited. This may
partly be due to the development challenges involved in designing
real-time estimation algorithms that do not sacrifice estimation quality
for computational speed. On the other hand, there may still be a lack
of broader recognition of the potential and importance of real-time
estimation in the era of big data, which has limited the effort devoted to
advancing this area. Nevertheless, for DSEM to remain relevant in the
modern context, efficient real-time parameter estimation algorithms are
essential, and their development, according to SET, should be based on
MLM and recursion.
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S.1.4. Section Conclusions

* DSEM is an important linear stochastic dynamic system model
that provides a contextual framework for exploring the topic of
efficient parameter estimation.

* Existing DSEM parameter estimation algorithms typically offer ei-
ther high estimation quality or high computational speed, but fully
leveraging modern conditions requires algorithms that possess
both properties.

* SET defines a sequence of steps whose successful execution enables
the development of efficient algorithms for parameter estimation
in DSEM and more general stochastic dynamic system models
when the dataset is fixed.

¢ Real-time parameter estimation for DSEM has not received suf-
ficient attention in the era of big data, but the development of
efficient algorithms for this purpose can be pursued as an exten-
sion of SET.

S.2. Application of the Stepwise Estimation Technique to the
Cumulative Structural Equation Model

This section, based on the article [97], demonstrates—or, considering
its bottom-up application, initiates— SET using a relatively simple yet
fundamental case of the model defined by Equations (5.1)—(S.3), where
Bj = 0;x; (] 75 1), By = Il><l/ and Fj = O;xk (] > 0) The result-
ing model is referred to as the cumulative structural equation model
(CSEM). CSEM is a special case of DSEM, obtained by constraining
only the structural equation, although other special cases of CSEM (and
thus DSEM) can be derived by constraining the measurement equations.
From a practical application perspective, CSEM adheres to the principle
of Occam’s razor [107], balancing parsimony, accuracy, and adequacy.
This model includes latent variables measured by a factor output model,
with their increments regressed on other modeled latent variables mea-
sured by a factor input model [18]. Given that B; = I;;, the process
modeled by CSEM resembles a multivariate, noise-observed Wiener
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process, which is known to be non-stationary and fundamental in both
theoretical and applied mathematics [52, 128].

S.2.1. Model

The model under consideration is defined by three related equations.
The first equation is the transition (structural) equation:

m=m-1+py+ L&+ G, no=c, (54)

where {no} U {n:} is a sequence of scalar latent states (c is the scalar
initial value), 1, is a scalar fixed effect, I'y is a 1 x k vector of weights
from latent input to the latent process, {{;} is a sequence of independent
and identically distributed & x 1 latent input vectors (common factors),
with & ~ N (Ogx1, Ikxk), and {¢:} is a sequence of independent and
identically distributed scalar latent process noise terms N (0,07) (t =
1,...,7).
The second equation is the output measurement equation:

Yt ="+ &, (S.5)

where {y;} is a sequence of observed scalar outputs, and {e;} is a se-
quence of independent and identically distributed scalar output noise
terms V' (0,02) (t =0,...,T).

The third equation is the input measurement equation:

Ty = g + Axét + 5t7 (56)

where {x:} is a sequence of observed m x 1 input vectors, i, isanm x 1
vector of fixed effects, A, is an m x k matrix of common factor loadings,
and {d;} is a sequence of independent and identically distributed m x 1
specific factor vectors, with &; ~ N (0px1,diag (02,,...,02 ) (t =
1,...,7).

Itis assumed that {¢;}, {¢;}, {6:}, and {ep} U{e&}, t =1,...,T, are
mutually independent.

Instead of using the directly observed output y;, ¢ = 0,...,7T, we use
its differences between adjacent time points, which introduces sparsity

into the covariance matrix, giving it a tridiagonal structure:

Ayr = yr — Y1

(S.7)
= py +L0& + G + (61 — €-1)
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t=1,...,T.
By appending ., to the end of i, and I'g to the end of A;, the
resulting vector and matrix are denoted as p and L, respectively (also,

for later use, we define o = (041, . - -, 04, 09, 0y)").
Similarly, by appending Ay, to the end of z, the resulting vector is
denoted as z;, and z = (21, ..., 2r). Then
Ez = Ky

t=1,...,T,and

X, T7=0
sz(7'> = —Vy, T=1 )

O(m+1)x(m+1), otherwise

[0z, 0 ... 0 0 ] 00 ... 0 0]
0 o2, 0 0 0 0 0 0
Uy = | : : 0 0 s U= 0 0
0 0 0 o2 0 00 0 0 O
L0 0 0 0 o7+207] 00 0 0 o

We consider the computationally efficient maximum likelihood esti-
mation of i, 3, and UZ (i.e., the theoretical mean vector and non-zero el-
ements of the covariance matrix of the data modeled by Equations (S.6)—
(5.7)) given a fixed dataset. The goal is to develop an algorithm based on
MLM that provides maximum likelihood estimates of these quantities
and is linear in the sample size T'.

S.2.2. Likelihood Function

We define:

I'=Irxr, J=Jrxr= o
0, otherwise

wherei=1,...,7,j=1,...,T.
The full covariance matrix is composed of (m + 1) x (m + 1) blocks,
each containing 7' x T" elements:

C,, =XI+¥®J
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After vectorizing the observation data and their mean matrices, we
denote zyec = vec(z) and piyec = vec((p, ..., p)"). It is easy to see that
———

T
Zvec follows an (m + 1)T-dimensional Gaussian distribution, and its

probability density function is:

1 g —1
efidvecczz dvec

Pvee (Zvec) = (m+t)T

(2m) "= |2

(5.8)

where dyec = Zvec — vec (NOte that no distinction is made between the
random vector and the argument of the density function).
Taking the logarithm of Equation (S.8), we obtain the log-likelihood

function:
L(0) = L(0; zvec)

1

where 0 collectively denotes the model parameters (all of which are
contained in piyec and C.,).
Since the following equality holds:

_ L(0)
arg max [L£(0)] = arg max [T]
— are min In (’CZZD + di/eccgzldVeC
= arg ] T )

we proceed by minimizing the normalized and simplified function £(6),
which has the following form:

_ In(|C..]) + d(/eccz_zldveC
= 7 .

Instead of the original model parameters, we use partially trans-

£(9) (S.9)

formed parameters, i.e., we define § = (s, Yz Dy, 05, Lo F‘n)z where

—acosh(% 21 )
5!
s=e Y=
/ : 2 2
Yre = A AL + diag (aml,...,a ) ,
S -1
ny - ch Zﬂ?y’

here ¥ = [¥7'] ., . and %y = [¥];,, .- Essentially, 3, and

s are surrogate parameters replacing the direct use of ¥,, and ¥£,, =
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(X],, Lmtl (X2z, Xay, and Xy, form the matrix ¥ to be estimated). Note
that s € [0, 1] and describes the relative weight of the output measure-
ment noise o, in the model—larger values indicate greater weight.

Although ¥, does not belong to the chosen 0, its retrieval is
straightforward:

Yoy = Ser Dy (S.10)
Accordingly, ¥, has the following expression:

(s + 1) + (Zay) Zay- (S.11)

q
C’J‘mm

Yyy =

With ¢ defined as above, the likelihood function defined by Equa-
tion (S.9) can be reformulated as:

- 1 T
£<S7E$$7Z$y70—37umuu'f}) = T(ln ((’2133’0—5) ‘QD

+ tr (dy S5, dly)

rxr —x

(s unss)

Yy
(S.12)

where d, = z, — 1), dy = 2y — 1py, and Q = (SQT“) I+ J, with
2z = (z1,...,27), 2y = (Ay1, ..., Ayr)’,and 1 = 17;.

Essentially, the likelihood function defined by Equation (5.12) is
used to estimate the theoretical statistical measures of the model defined
by Equations (S.6)—(S.7)—specifically, ;x and the non-zero elements of
C...

S.2.3. DPartial Derivatives

AL 9L AL 9L OL
We now need to compute the derivatives Tar’ 5,y D02 Opa? Dji? and
-0 L

8£ -0 oL -0

solve the equations a mxmy g = Omx1, 307 e mx1,

% = 0, to obtain the initial estimators: X,;, ¥, ay, figs fn-

After performing elementary but extensive calculations (omitted
here for simplicity), we obtain the following expressions:

Soldd, vk
ai)vﬁ =) - TR — O = (S.13)
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. dd

_ dydy 14
Yiow T (5.14)
oL 2 ! 1 ! n—1 _

o5 = To? (.07 40y — Q71 ) = Ot —> (S.15)
Sy = (d,Q7'de) " d,Q7d,, (5.16)
~ / ~

do2 o2 T (02)? '
~ / ~
, <dy . dexy> Q-1 (dy . dIExy>
6, = T , (5.18)
aL 2 _
= ((YQ "M1%,,Xx., +o2Tx) i
a,ux TO'Z% (( Y Y Y ) (819)
+(d — 2% ),Q_lli o2yl >—o —
Yy r—xy Ty y TT a: — Umx1
i = (1’@*1129@2;1, +02T5,) ) (02550201
NI (520)
- (dy - szscy> Q 12:03/) ,
oL r
o = To? (de dy) O l1=0 — (S.21)
( —d zxy) 0 "1
ToT1 (S.22)

It is important to note that the obtained initial estimators are
highly interdependent, i.e., ., = Y. (112), Exy = Exy (S, s fin), G5 =
62 (57 iazya Mz, Hn)/ flg = flg <S’ Yoz ixya 05’ Nn): Hn = ,un <5a Emya Hx) .

However, the ultimate goal is to obtain such Svs f)zy, 65, fle, fln
that enable one-off computations depending on the parameter s, whose
optimal value (i.e., estimate) is obtained by minimizing the now univari-
ate likelihood function £(s), thereby reducing the overall problem of
minimizing the full function £ concerning all its variables, yielding the
optimal 6 (denoted 6*).

S.2.4. Maximum Likelihood Estimators

By manipulating the derivatives and the resulting estimators defined
by Equations (5.13)—(5.22), we can construct formulas for sequentially
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obtaining the components of 6*:

Hy = fla (5.23)
S = S, (S.24)
s* = argmin L(s), (5.25)
s€[0,1]
S, = Say(sY), (S.26)
iy = fin(5"), (5:27)
2% A2/ %
o, =0,(s), (5.28)
where
LA
fro =~ (5.29)
4 3
~ xdz
Yigy = T (5.30)
“ AN —1 . . A
. (4.0 7'd,)  d.Q'1(d@ 1)
Ezy = Im><m 1,@711
(8.31)
7 ~—1 -1 ¥ ~—1 ZZ// 1
(Qd) dQ™ = - Pig= )
A 2 /
(20 = di3y) @711
:u77 - 1’@711 ) (832)
~ ~ 2 / ~ ~ 2
, (dy - dexy) o1 <dy - dx2$y>
G, = T ) (5.33)
= In(jQ)) )
L=—5—=+In( 2, (S.34)

where d, = 2, — 1/, and afy = zy — 1.

This section focuses exclusively on minimizing the function £ using
numerical methods that do not require derivative information. For this
purpose, the golden section search is used, which is one such method
[90].

To achieve the desired computational efficiency, it is necessary to
perform the calculations in Equations (5.29)—(S.34) in time proportional
to T (if derivative-based minimization methods were used, it would
also be necessary to compute the derivative of £ efficiently).
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S5.2.5. Recursive Computations

The main obstacle to efficiently computing §* according to Equations
(5.23)-(5.28) is the need to invert the T x T" matrix @), which appears in
expressions of the form «/Q~'v. Here, u and v may be T x 1 vectors or
T x m matrices.

For simplicity, here all computations are performed assuming u and
vare T x 1 vectors. In this case, v/Q v is a scalar, and the vector or
matrix cases consist of such scalar elements.

Compared to direct matrix operations, computational efficiency can
be immediately improved by analytically expressing the elements of
Q' [51].

Further improvements, enabling the desired linear complexity con-
cerning T, can be achieved by expressing u/Q~'v recursively, where
each iteration requires a constant number of elementary operations (i.e.,
constant time).

In addition to time complexity, it is also important that all expres-

sions used are well-defined and numerically stable.

1 ([Uh:T,),([Qh:T,l:T)A[U]l;T,

A key quantity here is cr = 7 o , Where g7 =

[([Q]lzT’l:T)_l o is used for the case s = 0, and division by 7 is used

for normalization.
Thus, instead of computing terms of the form v'Q~'v in the estima-

tors defined by Equations (S.31)—(5.34), we compute terms of the form

cr, since %qiT cancels out in the estimators ¥, and /i,, and using cr
in the estimators 67 and £ enables robust expressions, as they are then

computed as:

Gy =qrg = s fﬁlg, (5.35)
L=h+In(g), (S.36)
here
b= ln(z|f?|) +1n(gr) = In <fT1_1> , (S.37)
(fre1) T

oy
g=2v (S.38)

qr

where g is ¢7 with u = v = d, — d,%,,, and fr = ZZ-T;Ol s% is computed

recursively:
fr=fro+sT0. (5.39)
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In turn, the quantity cr has the following recursive expression:

L\ fr—1fry arbr
‘r = (1 - T) TCT_l + T (5.40)
/ —1 / —1
where g (tur) [(1Quraer) ]lquﬂande:: (her) [( @) ™),

ar ar
are also computed recursively:

ar = sz—aT_l + [u]T,, br = SEbT_l + [’U]T7. (8.41)
Ir fr

The initial values for all recursions, namely ay, b1, ¢1, and fi, are:

a =l b=, o=l A=l (S42)

Equations (5.35)—(5.42) enable the computation of * in time linear
in the sample size T'.

Finally, based on Equation (S.35), s cancels out in the term %5, which
is needed to compute the estimate of ¥, (see Equation (5.11)), yielding:

~2
% _ Jr (5.43)
S fr41

S.2.6. Estimation Algorithm

The obtained results are summarized in the following pseudocode,
which is the main goal of this section.

Algorithm S.1 Computationally efficient maximum likelihood param-
eter estimation for the univariate-output, pure-time-series-data CSEM
with an additive-noise output measurement equation and assumptions
of normality and independence, given a fixed dataset.

Input: Observed data sample z;,t =1,...,T
Output: Estimates i, 3, 62

1: Compute /i, and X, according to Equations (5.29)—(S.30)

2: Find $ by solving arg min,c[g j L(s) using a derivative-free method
on Equation (S.36), with each term of the form v'Q~'v replaced
by cr, and each ¢y computed via simultaneous evaluation (i.e., as
contained in a single for loop) of Equations (5.39)—(5.42)
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3: Compute izy(é), fin(3), and &f’g(g)
(5.32) and Equation (S.43), with each «/Q~'v term replaced by cr,
and each ¢y computed via simultaneous evaluation of Equations
(5.39)-(5.42)

4 Compute 3, using Equation (S.10) (with Zm and Exy) and com-

pute Zyy using Equation (S.11) (with 3, ny, ny, and

5. Construct /i from fi, and un, construct 3 from X, Exy, and Zyy,

assign 6. the result of § -

S.2.7. Empirical Results

Algorithm S.1 was verified empirically. To this end, several experiments
were conducted with the goal of:

* verifying the convergence of its estimates as 7" increases;

* comparing its estimates with those of the traditional MLM (i.e.,
obtained by directly minimizing the likelihood function defined
by Equation (5.9)) and empirical estimates (i.e., using the inherent
method for mean and covariance estimation);

* comparing its execution time with the execution times of algo-
rithms implementing these competing methods.

The experiments were conducted using the R statistical package [92],
specifically the EMLI package [29], as well as custom code for interfacing
with EMLI functions, introducing competing algorithms, and presenting
results.

In the convergence experiments, specific values of m, k, L, o, and
p were first fixed. Then, using the generate_data function from the
EMLI package, 1,000 data samples were generated, with sizes denoted
by T;, i = 1,...,1,000, where each T; was assigned the result of the
operation as.integer (runif (1, 10, 10000)).

The est imate_parameters function from the EMLT package was
applied to these data samples to obtain parameter estimates, using a con-
vergence tolerance threshold of 10~°. The outputs were then passed to
the evaluate_estimates function from the EMLI package to assess
the accuracy of the estimates. The output of this function for a sample
of size T; is denoted by A4;,i =1, ..., 1,000.
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For each fixed parameter set m, k, L, 0, and 1, a scatter plot was
created where each point corresponds to a pair (In (7;),1n (4;)). In all
scatter plots, a blue LOWESS curve [21] was also drawn to smooth the
results of individual experiments.

In total, experiments were conducted with six different parameter
sets m, k, L, 0, and p. The results, along with selected model-related
values, are presented in Figure S.1 as well as in the accompanying
information.

°7 L —— LOWESS Curve o - ° —— LOWESS Curve
°

—— LOWESS Curve —— LOWESS Curve
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—— LOWESS Curve

8 —— LOWESS Curve
°
°

(e) (®)

Figure S.1: Verification of the convergence of Algorithm S.1 under differ-
ent model parameters: (a) parameter set No. 1; (b) parameter set No. 2;
(c) parameter set No. 3; (d) parameter set No. 4; (e) parameter set No. 5;
(f) parameter set No. 6.

The parameter sets used in the convergence experiments are listed

below:
0.7348710
5.784996 7 3034450
1l m=2%kF=1 L = 4.489983 |, o = ’ , Ho=
4.2458612
—9.822689
0.7684022
0.6637255
—4.2957524 | (corresponding s = 0.009926739);
7.2816166
0.07254785
7194264 4.00563476
22m =2,k =1L = | —8.883094 |, 0 = ' , 0=
5.11295875
—2.453192
7.20232401
—0.08266602
—1.70045560 | (corresponding s = 0.4986795);
1.44687459
0.63484701
~ 590004 0.01266988
3. m=2 k=1L = 3.495408 |, o = ' , =
0.01098159
—8.493300
8.59915832
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—8.086132
—8.308135 | (corresponding s = 0.99621);

3.147155
1
1 0
1
1 ) 0
4 m=4,k=1,L=|1],0= Ll = | 0] (corresponding
1 0
1
1 0
1
s = 0.3510004);
1
1 1 0
1
1 1 1 0
5 m=4,k=2,L=11 1|,0= Ll = |0| (corresponding
1 1 0
1
1 1 0
1
s = 0.3479092);
1
1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 0
6. m=4,k=4,L=|1 11 1|,0 = 1,u: 0| (corre-
1 111 ) 0
1 1 11 0
1

sponding s = 0.3461196).

Figure S.1 presents several experiments covering various model
and parameter choices, resulting in different model identification and
parameter s scenarios. As the sample size 7" increases, a clear trend of
decreasing average estimation error (approaching zero) is observed in
all cases, empirically confirming the convergence of Algorithm S.1.

Next, relative quality experiments are considered. For these ex-
periments, the following values were fixed: m = 2, k =1, L = 1341,
Oz, = Oz, = 0y = 1,and p = 03x1. For selected T', 1,000 values of s were
generated, denoted by s;, i = 1,...,1,000, where each s; was assigned
the result of the operation runif (1, 0, 1).

For the obtained s values, the corresponding o, were calculated and
the generate_data function from the EMLT package was used. Then,
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the generated data were passed to both the estimate_parameters
function from the EMLI package (using a convergence tolerance thresh-
old of 107°) and a custom function implementing Algorithm S.2, which
is a computationally simple MLM alternative [57].

Algorithm S.2 Empirical parameter estimation for the univariate-output,
pure-time-series-data CSEM with an additive-noise output measure-
ment equation and assumptions of normality and independence, given
a fixed dataset.

Input: Observed data sample z;,t =1,...,T

Output: Estimates /i, 3, o;
R T
1 fi % D1 %
N - R )
2 N gy Yoy (= ) (2 — )

/
3 6@21<__[T1—2 31:711 (Zt—(ﬂ_z%)%) (Zt+1—(ﬂ—§pl)TT_1)]

Finally, the estimates obtained using both Algorithm S.1 and Algo-
rithm S.2 were passed to the evaluate_estimates function from the
EMLI package, with outputs denoted by 4;; and A, ;,¢=1,...,1,000,
respectively.

For each selected value of T, a scatter plot was created where each

. . Al i
point corresponds to the pair (31-7 YT

it A2
cludes a blue LOWESS curve that smooths the results of individual exper-

. Each scatter plot also in-

iments, and a red reference line at the 0.5 level, indicating equal accuracy
of parameter estimates from both algorithms. Values below this line indi-
cate higher accuracy of Algorithm S.1, whereas values above it indicate
higher accuracy of Algorithm S.2.

Experiments were conducted for six different values of 7. The
results, along with the selected T" values, are presented in Figure S.2.
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Figure S.2: Comparison of Algorithm S.1 with Algorithm S.2 for different
sample sizes: (a) T = 10; (b) T" = 20; (c) T" = 50; (d) T' = 100; (e)
T = 1,000; (f) T = 10,000.

Figure S.2 shows that as the value of parameter s increases, Algo-
rithm S.1 becomes, on average, more accurate than Algorithm S.2, and

152



this effect strengthens with increasing sample size T'. For sufficiently
large T" (> 50), Algorithm S.1 is at least as accurate as Algorithm S.2 for
all values of s (both algorithms provide equivalent accuracy when s is
close to 0). However, for small T" values and small to moderate s, Al-
gorithm S.1 underperforms compared to Algorithm S.2 (neglecting the
fact that for small samples, Algorithm S.2 tends to produce nonsensical
estimates).

Accordingly, the estimates produced by Algorithm S.1 were com-
pared with those obtained through direct minimization of the likelihood
function defined by Equation (S.9). This minimization used the R func-
tion optim from the stats package, applying the optimization setting
method = "BEFGS". The experiments showed that, when aligning the
convergence tolerance thresholds of both algorithms and setting the
maxit parameter in opt im to ensure convergence, the estimates from
both algorithms are equivalent.

Finally, runtime experiments were conducted. These experiments
used the R function microbenchmark from the microbenchmark
package, which allows precise measurement of operation durations. For
several selected values of T', a single data sample was generated, and
for each algorithm, parameter estimates were computed 1,000 times to
determine the average runtime. The results are presented in Figure S.3.

o AS.1 A o AS.1
{2 a0 AS.2

Seconds
I
Seconds
I I

10 20 30 40 50 60
I

000 005 010 015 020 025

o
I

T T T T T T T T
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250

(a) (b)

Figure S.3: Comparison of average algorithm runtimes for different
sample sizes: (a) Algorithm S.1 (AS.1) versus direct minimization of the
likelihood function defined by Equation (S.9) (A0); (b) Algorithm S.1
(AS.1) versus Algorithm S.2 (AS.2).

Figure 5.3 shows that the developed Algorithm S.1 exhibits linear
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complexity concerning 7', significantly accelerating the traditional MLM,
which has cubic complexity in T'. On the other hand, Algorithm S.1 does
not match the speed of the empirical estimator, which is also linear in T
but has a significantly smaller constant.

S.2.8. Section Conclusions

¢ The univariate-output, pure-time-series-data CSEM with an
additive-noise output measurement equation and assumptions
of normality and independence is suitable for revealing SET
principles and initiating their application.

* The parameter estimation algorithm for the univariate-output,
pure-time-series-data CSEM with an additive-noise output mea-
surement equation and assumptions of normality and indepen-
dence, developed using SET, exhibits linear complexity concerning
the sample size 7" and provides maximum likelihood parameter
estimates. This allows it to be characterized as an efficient algo-
rithm that combines the advantages of traditional MLM (optimal
estimates) and empirical estimation (fast execution).

S.3. Adapting the Algorithm for Real-Time Parameter
Estimation

This section, based on the article [28], analyzes the previously discussed
parameter estimation problem in the context of real-time application.

S.3.1. Likelihood Function

The likelihood function is the same as that considered in Section S.2:

£ (5, B, Sy 02t tiy) = (1“ ((Zelo?) " 121)

+tr (d 25, dl)

rxr —x

+ 615 ((dy - dxixy)/ Q™ (dy - dzi$y>> >
(S.44)

Borrowing the results from Section S.2, the explicit estimators of
the parameters p,, Yz, Sxy, fn, and 05, expressed in terms of s, are as
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follows:

21
0, — -2 4
fio = (5:45)
504
o Ggla 4
Y T (5.46)
5 1 (cf’ 0 11)' -
2 N ~ déin 1 & N "O~11
Yoy = | Q7 d, — — dQ | 2 — ZyQﬁ 1],
1/Q 11 1/Q 11
(S.47)
~ 2 /
(20— diZy) @711
Hn = 1/@,11 ) (848)
~ ~ 2 / A ~ 2
.9 ( Yy darzazy) Q_l (dy - dmzmy)
52 = - . (S.49)

Structurally, the estimators defined by Equations (5.45)—(5.49) are
suitable for use in the algorithm being developed for real-time parameter
estimation. However, in practice, their computation must be performed
recursively, as was done in Algorithm S.1, which was designed for
parameter estimation with a fixed dataset.

Nevertheless, real-time estimation of the parameter s requires a
fundamentally different approach than the one used in Section S.2.

S.3.2. Partial Derivative

Specifically, this approach involves the derivative of the likelihood func-
tion defined by Equation (S.44) with respect to the variable s:

9s 82 T 05 T

or @1 <Q—1> (4 -dSs) Q2 (4, - diEs,)

82 2_1 2
2 828 )
[Q_I]T,T (dy dxixy),Qﬂ (dy d Emy)
o TQ Ny



Stz 9 (52_1>2 (dy—deay) Q=2 (dy—du Sy )
T [Qfl}T’T 2s T[Qil]T,T
T’T_T +1 o2

[Q_l}TA,T

Here, the equation i = 0 becomes relevant, as it serves as the basis
for obtaining a real-time estimator for the parameter s. By replacing the
variable 05 in h with its estimator (see Equation (5.49)) and keeping the
other variables unchanged, we consider h = h(s, ¥4y, ftz, /1) instead
of h = h(s, Xuy, 07, la, fin)- This step allows the term involving Q™2 in
9% to be combined with a similar term involving Q! into a unified
expression, forming a robust ratio in the proposed estimator for s.

Having defined
) = (1oh1:r.) (1Qhcrr 1‘1 P,
T|:([Q]1:T,1:T) L”T
iy L) (% (@harar) " —2(5) (@hrar) ") Blur
r(a, B) =

we obtain the following expression for h:

~ _ T bT dy - dzimyv dy - dzimy
h=[Q I}TT < )

- _ 7 (S.50)
T Vg (dy — doSay,dy — diSay)

To ensure a smooth alternation between parameter estimations, the
proposed algorithm computes the terms ar (dy — dxf]xy, dy — dxixy)
and br (dy - dxflxy, dy — dzflxy) in Equation (5.50) using atomic com-
ponents that depend only on s:

a7 =ar(1,1), bir=>br(1,1), (5.51)
asr = ar(2g,1), bar = br(2g,1), (8.52)
asr = ar(2e, 22), b3 = br(2e, 22), (5.53)
asr = ar(zy, 1), bar = br(zy, 1), (S.54)
ast = ar(zy, zy), bs1 =br(zy,2y), (S.55)
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ae, T = ar(2, 2y), be1 = br(20, 2y). (5.56)
Having defined

Ir <’Y, Sys fhzs Mn) = '71,T,U727 — 2947y + V5T

+2 (o.r — Vo + (ar — 1) 1) Say
+ 3, (1 + (1,0 — 292,7) ) Xy,

we obtain the final expression for h:

T Ir (bv i:{:ya Kz, Nn)

7 -1 —
h=[Q 1 T+1y, <a, iwy,umun)

(S.57)

S.3.3. Recursive Computations

In the proposed algorithm, the terms defined by Equations (5.51)—(5.56)
are subject to recursive computation, as the real-time estimated parame-
ters are expressed in terms of them.

Having defined

a 1 1
745“)(%04) = (1 - T> ks 1y + Tau

1 1
T’EI{)) (7,0, B8) = (1 - T) k3 + T (karo — ks ),
where

([Q1(r—1)1:7-1))
ksr = [ Ly }Tl’Tl, (S.58)

[([Q]I:T,I:T)_l}

T

1 52 4 1 32 -1 2 [([Q]I:T,I:T)_2i| T
kar = 5 P . - , (S.59)
[([Q]l:T,l:T) }TT
82 -1 2 -2
ks = < 5 > [([Q]l:(T—l),l:(T—I)) }T_LT_l ; (5.60)
the corresponding recursions are as follows:
air = Trf,?) (arr-1.¢p), bir = 7“5?) (brr-1, ¢ p dir—1cir),  (S61)
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(a) (b)

asr =1y (a2,7—1,c27C1,T), b2 = T (bQ,T—la C2,TC1,Ts

dir—1c21 + d2,Tlcl,T>
)

2
(5.62)
a dor—1¢y o+ cordy 1
az T = T(T) (as,r—1,co0chr), b = ng) <53,T—1, o1l 1, 2T 5 21
(5.63)
a dsr_1c17+diT—1c
asT ZT(T) (as,7—1,c37C1T), ba =7“§?) <b4,T—1aC3,TCLT7 SLITLT 5 LI 3’T>,
(S.64)
asT = T(Ta) (asr—1,3.7) s bsg = 7“59) (bs,r—1, 637 dsr—1c3r) . (S.65)
a dor—1c3 7+ d3T—1C
agT = T(T) (agr—1,c2,7C3.1) 5 b6, = Tg) <b6,T1702,T03,T7 21175, 5 371 2’T> .
(S.66)
Having defined
/ 1
([a]1~T,) [([Q]lzT,l:T) }
T
CT(O[) = 1 ’
|:([Q]1:T,1:T> :|
T
/ —2
([04]1;7’,) |:([Q]1:T,1:T) }
T
dT(Oé) = ) 5
|:<[Q]1:T,1:T> :|
T
the c and d terms are as follows:
cir =cr(l), dir=dp(l), (5.67)
cor = cr(2), dor = dr(zs), (5.68)
31 =cr(zy), d3r =dr(zy). (5.69)

Initial values (i.e., when T" = 1) for the recursions defined by Equa-
tions (S.61)—(S.66) are as follows:

2s

a1 = 1, bl,l = al,lma (8-70)
, 2s

as) = [Z;Jl , ba1 = 21 5 (58.71)
, , / 2s

ag’l = [ZI],I ([ZCU],I) y b3’1 = a371827+1, (872)



2s

as1 = [Zy]l,, by = CRSConEE (5.73)
2 2s
as1 = ([Zy]ly) , bs1= 5151 (5.74)
, 2s
a6’1 = [ZZ,]’1 [Zy]L s b671 = aﬁ,lm. (575)

The secondary terms defined by Equations (5.67)—(5.69) must also
be computed recursively.

Having defined
T(TC)(% a) =kiry+ o,
Tgfl) (/77 a) = k;2,T’7 + a,
where
kir = [([Q]I:(Tfl),l:(Tfl))_l]T_l Ty (5.76)
[([Q]1;(T71),1:(T71))_2}
ko = [([Q]l:T,l:T>_1}TT - =L (s77)
[([Q]l:T,l:T) ]T7T
the corresponding recursions are as follows:
=l 1), dir=r( S.78
cr=ryp (cir-1,1), dir=rp’ (dir-1,0c11), (5.78)
cor = Tgf) (CQ,T—L [Z;]T) , dor = T(Td) (do,r—1,c2,1) (5.79)
31 = Tgf) <C3,T71a [Zy]TV) , dgr = Tgfl) (d3r—1,¢37)- (5.80)

The initial values (i.e., when T' = 1) for the recursions defined by
Equations (5.78)—(5.80) are as follows:

ci1 =1, dig=cin, (5.81)
c21 = [Z;]J, d21 =21, (5.82)
6371 = [Zy]l,’ d371 = 0371. (883)

S5.3.4. Asymptotic Approximations

In the presented recursive computations, the quantities defined by Equa-
tions (5.58)—(5.60) and Equations (5.76)—(5.77) still pose computational
efficiency challenges, as they involve inverting the matrix @) and are
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undefined at s = 0. However, it can be observed that they have the

following alternative expressions:

(

0, s=0
_2(T—1)
kivr = sll‘iﬁ, 0<s<1,
1- 7, s=1
0,
fooy o — (18204 1-52CT-D_ (1-52)s2(T=D (27-1)
2T = \S™H_gT 1-s2CT+1) —(1-s2)s2T (2T +1) °
1\ 2T—1
(1 B T) 2T+1>
1, s=0
1—s2(T-1))(1-s2(T+1)
k37T = ( (1—ZET)2 >, O0<s<1,
1
\1 - ﬁg S = 1
0,
1—g2 2T 2(T+1)
k4,T =45+ SS <T1i52T - (T + 1)1i52(T+1) )
1,
\
L,
_2(2T—1) _ 2(T—1)(1_ 2 _
o oy 1—s s (1-s%)(27-1)
k’57T = (1 — S ) (1—52T)2 )
0,

\

s=0
O0<s<1,

s=1

s=0
O0<s<1,

s=1

s=20
0<s<1,

s=1

(S.84)

(S.85)

(S.86)

(S.87)

(S.88)

here the boundary cases (s = 0 and s = 1) are derived from the corre-

sponding interior case (0 < s < 1) by a continuous approach.
The quantities k£ defined by Equations (5.84)—(5.88) no longer re-

quire matrix inversion and are defined for all values of the parameter s.

However, since MLM properties emerge only in large samples and

lim k'l,T = S,
T—o00

lim ko7 = s,
T—o00

lim k?g T = 1,
T—oo

lim kgp = s,
T—oco

lim ks =1— s
T—oo

converge sufficiently fast, the proposed algorithm inserts the limits of &

as T approaches infinity, i.e., instead of &, the following approximations
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k are used:

kir=s~kr, (S.89)
ko =5 ~ ka1, (S.90)
ksr =1~ ks, (S.91)
ko =s~kyr, (5.92)
ksp=1—8*~ ks (5.93)

This enables the estimation of parameter s by moving s to the left-
hand side of the equation 0 = h, since [Q™!] 1.7 (see Equation (8.57)) is
approximated by s. Moreover, this also reduces the number of elemen-
tary operations in the recursive computations of the quantities defined
by Equations (5.51)—(S.56) and improves their stability, all achieved at
the cost of practically negligible loss in accuracy.

S.3.5. Maximum Likelihood Estimators

Specifically, the following estimator for parameter s is obtained:

T fT (b7 ixy»ﬂxaﬂn)

5= < .
I+1 fT (aa Ezyaﬂxaﬂn>

In real-time parameter estimation, the sequence of estimates is then
obtained as:

T fr (b, Sy s Ty ﬂn,T)

r+1 fr (a, zNjacy,Ta foz, T ﬂn,T>

Sr41 = ; (5.94)

where f]xy,T, fie, 7, and fi, T are defined below along with 6;77, and XAIM,T.

The estimators f)xy, fin, and &5, given by Equations (5.47)—(5.49),
respectively, can also be expressed in terms of the recursively computed
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quantities defined by Equations (5.51)—(5.56):

2 N R . N
Yy T = (a3,T — Q2 7fly 7 — P, 7027 + fo, 701, Ty T

-1
(agr — fizrar7) (a1 — fizrarr) .
- aLT a6, T — Mz, TA4T

(147T ~
— (agr — fiz a1 T) ) ,

ai,r
(5.95)
oy = as,r — X, p (a2 — /lx,Tal,T)’ S96)
ai T
&Z,T = SfT (a7 izy,T7 ,&JJ,T; ﬂn,T) . (897)

Meanwhile, the estimators /i, and Sow (see Equations (5.45)—(5.46))
do not depend on s and can be easily computed recursively:

/

1 [zx} T
Ax = 1- = Ax — : ) .
Ha,T < T)M,T 1t =7 (5.98)
ZAjwz,T =ur — ﬂCC,Tﬂ,z,Tv (599)
where up = %# is computed as follows:
1 2] o [2a]
ur = (1 - T) ur_q + # (S.100)

At the initial time point (i.e., when 7" = 1), the recursions defined
by Equation (5.98) and Equation (5.100) are initialized as follows:

fur = 4], (5.101)

uy = (2] 1 2] - (S5.102)
S.3.6. Estimation Algorithm

The material of this section is summarized by presenting the pseudocode
of the constructed algorithm.
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Algorithm S.3 Real-time maximum likelihood parameter estimation for
the univariate-output, pure-time-series-data CSEM with an additive-
noise output measurement equation and assumptions of normality and
independence.

Input: Observed data sample z;, t = 1,...,T, and initial (guess) value
of s (i.e., 1)
Output: Estimates ji;, 3y, o ,t=1,....T
1: Compute ¢;1,d;1, 7 = 1,...,3, using Equations (5.81)-(5.83), and
compute a;1, b1, ¢ = 1,...,6, using Equations (5.70)—(5.75) with
S = §1
2: Compute fi,,1 and flm,l using Equation (5.101) and Equation (5.99)
with Equation (5.102), and compute ia:y,lr fin,1, and 67 | using Equa-
tions (5.95)—(5.97) with s = §;
3: Construct fi; from i, 1 and fi,,1, and construct ¥, from ZAIMJ, izy’l,
31, and %1 using Equations (5.10)—(5.11)
fort <+ 2to 7 do
Compute §; using Equation (5.94)

§; < max (0, min (8, 1))
Compute cj¢, dji, j = 1,...,3, using Equations (5.78)—(5.80), and
compute a; ¢, bit, i = 1,...,6, using Equations (5.61)-(5.66). In these

computations, use k;, I = 1,..., 5, defined by Equations (S.89)~(5.93)
(with s = §;), instead of k;, [ = 1, ..., 5, defined by Equations (5.84)-
(5.88)

8: Compute fi,; and ZA?m,t using Equation (5.98) and Equations
(5.99)-(5.100), and compute Xilwt, fin,t, and Efit using Equations
(5.95)—(5.97) with s = 5 )

9:  Construct fi; from fi,; and fi,, ¢, and construct 3, from ixm, izy,t,
8¢, and %t using Equations (5.10)—(5.11)

10: end for

S.3.7. Empirical Results

This subsection presents the empirical verification of Algorithm S.3.
For this purpose, several numerical experiments were conducted to
assess the convergence of the estimates produced by this algorithm
as the number of observation time points increases, and to evaluate
their quality by comparing them with the estimates obtained using the
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empirical estimation method (see Algorithm S.4), which can be easily
computed both in the fixed dataset and real-time settings [9].

All necessary computations were performed using the R statistical
package [92].

Algorithm S.4 Real-time empirical parameter estimation for the
univariate-output, pure-time-series-data CSEM with an additive-noise
output measurement equation and assumptions of normality and inde-
pendence.

Input: Observed data sample z,t=1,...,T
Output: Estimates /i, Sy, 62, t = 3,...,T
N 20t

Mg (_ Z1 232 Z3

! ! /
z121t2225+232
U — %

N3 u— 3fisil
v 212 + 2924
~ z1) 3
Ha ¢ (fis = 3) 5
3

o (fis = 3) 3

,73,3 ——[(v— 2ﬂb/‘:z)]m+17m+1
fort«+ 4toT do

fut < (1—%)[@714—%

v St
Y u— ﬁﬂtﬂ%

Tytr

D A L~

_ =
_ O

=
<
1
\
+

Ha ¢ ( -3 i

po = (e — %) 7

ooy — (v =t =)t = 2) )i 1.ms1
end for

[ e T

Based on the Monte Carlo method [63], for three different sets of
model parameters—each representing a characteristic scenario—100
data samples were generated, each consisting of 7" = 100,000 obser-
vations. Without loss of generality, the following values were chosen:
m=2k=1, u:ogxl,Lzogxl, o2, =02, =0p =1

Then, by varying o, three different parameter sets were obtained,

corresponding to dlfferent scenarios:

1. Low output noise scenario (“Low s”): 05 = 0.01 corresponding to
s = 0.009805.
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2. Medium output noise scenario (“Medium s”): 05 = 1 correspond-

ing to s = 0.381966.

3. High output noise scenario (“High s”): o2 = 100 corresponding to

s = 0.904875.

Algorithm S.3 and Algorithm S.4 were run on each of the generated

data samples (Algorithm S.3 was initialized with a randomly chosen

value of s). After obtaining all estimates, they were compared with the

true, i.e., data-generating parameter values. For each combination of the

scenario, algorithm, iteration (sample size), and parameter subset, the

mean absolute error (MAE) [125] was computed.

The parameters were grouped into three subsets to neutralize the

effect of scale:

1. Elements equal to zero (this subset includes p and the off-diagonal

elements of ¥).

2. Elements equal to one (this subset includes the diagonal elements

of ¥, excluding [%], 5, which is adjusted by subtracting 207).

3. The element whose value depends on the scenario (i.e., 05).

The obtained results are illustrated in Figure S.4.
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Figure S.4: Empirical verification of Algorithm S.3 (AS.3) (curves plot-
ted from 7" = 100): (a) convergence for parameter subset No. 1; (b)
comparison with Algorithm S.4 (AS.4) for parameter subset No. 1; (c)
convergence for parameter subset No. 2; (d) comparison with Algorithm
S.4 (AS.4) for parameter subset No. 2; (e) convergence for parameter
subset No. 3; (f) comparison with Algorithm S.4 (AS.4) for parameter
subset No. 3.

Figure S.4a, Figure S.4c, and Figure S.4e show that as the sample size
T increases, the MAE approaches zero across all considered scenarios
and parameter subsets. This empirically confirms the convergence of
Algorithm S.3.

Meanwhile, Figure S.4b, Figure S.4d, and Figure S.4f demonstrate
that as the relative weight of output observation noise increases in the
model, the advantage of Algorithm S.3 over Algorithm S.4 in terms of
estimation quality becomes more pronounced: when the output noise is
low, both algorithms are essentially equivalent; with medium noise, a
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noticeable difference emerges; with high noise, the difference becomes
substantial.

Combining the empirical results with the fact that each iteration
of Algorithm S.3 requires a constant amount of computation time (i.e.,
it does not increase with T'), it can be concluded that the MLM-based
Algorithm S.3 is a strong competitor to Algorithm S.4, which serves as a
benchmark in the context of various heuristic methods. The latter are
often computationally simple but achieve this at the cost of estimation
quality.

Although Algorithm S.3 requires more elementary operations per
iteration than Algorithm S.4, it not only has comparable algorithmic
complexity suitable for real-time parameter estimation, but also demon-
strates superior reliability in noisy output observation environments.

S.3.8. Section Conclusions

* The results of SET implementation can be used to construct effi-
cient real-time parameter estimation algorithms; however, addi-
tional specific steps are also required (constructing efficient real-
time parameter estimation algorithms poses more challenges than
constructing corresponding algorithms for fixed datasets).

¢ The MLM- and recursion-based real-time parameter estimation
algorithm for the univariate-output, pure-time-series-data CSEM
with an additive-noise output measurement equation and assump-
tions of normality and independence demonstrates competitive
estimation quality in the presence of noisy output observations.

S.4. Practical Aspects

Although the construction of parameter estimation algorithms such as
Algorithm S.1 and Algorithm S.3 requires specific efforts (which increase
with the generality of the model), they are relatively easy to implement
programmatically, making their application technically straightforward
[29]. On the other hand, the input to such algorithms consists of data
interpreted through a specific model (i.e., data serve as input to an
algorithm designed to estimate the parameters of a given model), but
these components are not always obvious in practical applications. In
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other words, parameter estimation, while essential and challenging in
its own right, is only one part of the overall modeling process.

This section, based on the article [96], explores aspects relevant to
practical applications in the context of COVID-19 pandemic modeling.

S.4.1. Modeling the COVID-19 Pandemic

The COVID-19 pandemic remains a relevant research topic even after its
decline [2, 40, 72, 94]. Analysis of officially collected data on infections,
deaths, and other related statistics can provide valuable insights for
forecasting future pandemics and developing strategies to manage them
[30, 86]. However, there is a certain gap between official COVID-19
statistics and models that allow for in-depth analysis of the effectiveness
of control measures such as lockdowns [7], face masks [102], COVID-19
passports [119], or mass vaccination [56], raising doubts about whether
the available data are sufficient for drawing high-quality conclusions
[65]. This gap is examined in this section to demonstrate a possible
approach to working with existing data that at least partially mitigates
its limiting effects and to highlight the importance of data collection and
usage that enables deeper analysis.

The motivation to examine this seemingly unproblematic topic
arises from a debate in editorial letters regarding the impact of the
COVID-19 passport on virus spread in Lithuania [55, 108, 109]. The
initial letter assessed this impact using descriptive statistics and certain
common-sense assumptions. However, the opposing side pointed out
the shortcomings of such an approach and argued that the conclusions
might be misleading due to issues with both the method and the data.

As a matter of fact, when studying the characteristics of pandemic-
related processes, researchers often use descriptive statistics, which
summarize or describe the characteristics of a dataset by calculating
measures of central tendency, variability, and frequency distribution
[33]. However, such methods are limited to illustrative purposes and
lack the capacity for thorough and reliable analysis of the phenomena of
interest. Any form of data aggregation inherently results in information
loss, which in turn reduces the model’s sensitivity to details that are
often crucial, potentially compromising the quality of the results [98].

To achieve lower-level modeling where the studied objects are bro-
ken down into smaller conceptual units until fundamental mechanisms
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become apparent [103], epidemiology often employs compartmental
models (providing the model with detailed data is another condition for
enabling low-level modeling). Essentially, compartmental models are a
very general modeling technique. In this framework, the population is
divided into compartments, such as S, I, R, and D (S stands for Suscepti-
ble, 1 for Infected, R for Recovered, and D for Deceased) [32]. Individuals
in the population are allowed to move between compartments accord-
ing to rules defined by the model structure, which in turn reflects the
modeling assumptions [84]. Compartmental models are often described
using ordinary (deterministic) differential equations, but they can also
be implemented stochastically, which is more realistic but analytically
more complex [17]. These models are used in epidemiology to predict
the spread of infection, the number of infected individuals, the duration
of the pandemic, and to estimate various epidemiological parameters
such as the reproduction number. They can also be used to assess how
public health interventions imposed by authorities may influence the
course of a pandemic [16, 133].

Analysis of the available data through the lens of the above-
described, daily-resolution (which is the maximum available
granularity), four-compartment SIRD model reveals several issues
related to the data. Here, compartment I is best represented by the daily
numbers of new COVID-19 cases [121]. However, it is important to
emphasize that these data are subject to several problems:

1. They are inseparable from testing volumes, reflected by the daily
numbers of new COVID-19 tests [82], which vary significantly on
a daily basis.

2. Only a portion of the population is tested, so the daily numbers of
new COVID-19 cases [121] do not reflect the entire population.

3. Testing can yield false results—a person with a positive test may
not be infected, and vice versa.

4. The time between testing and result reporting is variable and
essentially unknown.

These issues significantly complicate the determination of the ac-
tual daily population flow into compartment I. Moreover, identifying
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transitions into compartment R presents a similar challenge, as there is
no established practice of testing to confirm recovery.

The situation is more favorable when examining transitions into
compartment D, as it is relatively well represented by the daily numbers
of new COVID-19 deaths [122]. This is because such data are easily
recorded on the actual day of death in full. The main drawback is the
potentially incorrect attribution of the cause of death, analogous to the
third issue listed for the daily numbers of new COVID-19 cases [121].

In the absence of high-quality data for each modeled compartment,
it may be reasonable to perform compartmental modeling using only
those compartments for which the data are most reliable. This section
argues that, in the case of a SIRD model, compartment D is such a
case, and advocates for the use of MLM to estimate the parameters of
the SIRD model based solely on COVID-19 deaths, with observation
noise incorporated into the model to account for data limitations. This
approach is then applied to actual COVID-19 death data from Lithua-
nia to analyze the impact of the COVID-19 passport during the Delta
and Omicron waves. Finally, potential improvements to the data are
discussed.

S.4.2. Data and Model

We consider a discrete-time deterministic SIRD model. In this model,
transitions between compartments are defined by the following equa-

tions:
St+1 = St — aItSt, (5103)
It+1 = It (]. + aSt —b— C) N (5104:)
Ryi1 = Ry + bl (S.105)
Dt+1 = Dt + CIt, (5106)

wheret = 0,..., 7 — 1,5 =1—-1y, Ip = u, Ry =0, Dy = 0. The
coefficients a, b, and c represent the transition probabilities from S to I,
from I to R, and from I to D, respectively, while ;; denotes the initial
proportion of the population that is infected. This value must be greater
than zero for the infection dynamics to manifest in the model.

To use this model, it is necessary to estimate its parameters (i.e., a,
b, ¢, and p) based on data describing compartments S, I, R, and D. One
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of the most suitable and desirable methods for this purpose is MLM,
which possesses (asymptotically) optimal properties. It is important to
note that the chosen model equations can be expressed in terms of the
remaining ones, thus giving the model a form suitable for working with
only selected compartments (data).

Here, we use daily-resolution COVID-19 death data (i.e., the
discrete-time index ¢ corresponds to days) to estimate the model
parameters using MLM. The model-related quantity corresponding to
the daily numbers of new COVID-19 deaths [122] is defined as follows
(expressed per million population and divided by one million):

AD, = Dyy1 — D. (5.107)

The time series of AD in Lithuania from August 7, 2021, to May 8§,
2022, is shown in Figure S.5.
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Figure S.5: Daily new COVID-19 deaths per million population in Lithua-
nia (divided by one million) from August 7, 2021, to May 8, 2022.

The period shown in Figure S.5 essentially covers the Delta and
Omicron waves in Lithuania. The middle vertical line marks the date
when the first Omicron cases were detected (December 15, 2021). The
left line marks the introduction of the COVID-19 passport (September
13, 2021), and the right line marks its expiration (February 5, 2022).
Throughout the indicated period, AD is non-zero, while on the first
days outside this range (i.e., August 6, 2021, and May 9, 2022), AD

171



equals zero. This period is analyzed in Subsection S.4.3, which examines
the impact of the COVID-19 passport on the spread of the pandemic in
Lithuania.

Concerning the term defined by Equation (5.107), the model defined
by Equations (S.103)—(S.106) can be expressed as follows:

ADy = pc, (5.108)

AD
AD; = AD, <1+a<1— 0>—b—c>, (S.109)
C

AD; /b =
AD =AD; |1 1— —(-—-1 AD; | —b— ,
t41 t +a p (c )JZU i c

(5.110)

wheret =1,...,7 — 2.

Considering the limitations of AD, this term is augmented with nor-
mal multiplicative observation noise (the normal distribution is widely
used for modeling errors [134, 135]):

Zt = ADt (]. + O'Et) y (5111)

where t = 0,...,T — 1, ¢ are observation uncertainties modeled as
independent realizations of a standard normal random variable (i.e.,
with zero mean and unit variance), and o is the corresponding standard
deviation (i.e., the strength of the observation noise).

The model defined by Equations (5.108)—(5.111) forms the mathe-
matical foundation of the proposed method. The next (and final) step is
the estimation of the corresponding parameters, which can be efficiently
performed using MLM, incorporating specific aspects of SET and a stan-
dard function optimization algorithm. Since the mathematical details of
these operations are not essential to the main idea of this section, they
are not elaborated further.

S.4.3. Results

The following phenomena are analyzed in the case of Lithuania:

1. The impact of the introduction of the COVID-19 passport on the
spread of the Delta wave.
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2. The impact of the termination of the COVID-19 passport on the
spread of the Omicron wave.

For the first phenomenon, the analysis period spans from the begin-
ning of the available data (i.e., August 7, 2021) to December 27, 2021. It
is assumed here that the Omicron wave began on December 28, 2021.
Although the first cases were officially recorded on December 15, 2021
(and Omicron was likely circulating earlier), this variant only began to
overshadow the Delta wave later. Given that at that time the seven-day
moving average of daily COVID-19 cases was below 500—indicating
the decline of the Delta wave and that Omicron had not yet gained
significant momentum—it is assumed that the onset of Omicron coin-
cides with the renewed increase in COVID-19 cases, when this average
exceeded the 500 threshold. Essentially, the onset of Omicron could be
modeled as a parameter that may also be estimated from the data [10];
for simplicity, it is treated here as predefined.

This selected period was divided into two parts: the period without
the COVID-19 passport (i.e., until September 12, 2021) and the period
with the COVID-19 passport (i.e., from September 13, 2021). Since
the COVID-19 passport can essentially only affect virus transmission
(modeled by parameter a), and not recovery or mortality (modeled by
parameters b and ¢, respectively), the only changing model parameter
in this case was a. A stepwise trend was applied to its variation, i.e.,
a = aj until September 12, 2021, and a = ay from September 13, 2021
(all other model parameters were assumed constant over time), which
corresponds to the assumption that the effect of the COVID-19 passport
was immediate. Overall, these modeling choices reflect the assumption
that the characteristics of the Delta wave and any significant external
factors (except the COVID-19 passport) remained constant during the
analyzed period.

The obtained results are presented in Figure S.6. Figure S.6a illus-
trates the estimated model overlaid on the data, consisting of a determin-
istic component (i.e., the mean) and a two-standard-deviation confidence
band, which contains approximately 95% of the model-generated data.
This model is considered a good fit to the actual data, as its mean aligns
with the center of the observed data, and nearly all observations fall
within the confidence band.

Figure S.6b shows the same as Figure S.6a, but using a hypothetical
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model that applies the estimated parameter a; throughout the entire
modeling horizon. Since the hypothetical model also fits the data well,
it can be concluded that the difference between the estimated a; and
as is not significant. This implies that aside from random variation, a
is equivalent to a1 (see Fig. S.6c, which compares the means of both
models; it shows that the estimate of as is lower than that of a;).

(a) (b)

(©

Figure S.6: Modeling the impact of the COVID-19 passport introduction
on the spread of the Delta wave in Lithuania: (a) estimated model;
(b) hypothetical model; (c) comparison of estimated and hypothetical
models.

Thus, there is insufficient evidence to conclude that the COVID-19
passport had an impact on the spread of the Delta wave in Lithuania.

This result differs from the conclusion in [108], where the authors
claim that the COVID-19 passport had a suppressive effect on the spread
of COVID-19 during the Delta wave in Lithuania. This discrepancy can
largely be attributed to different interpretations of the natural course of
the pandemic in the applied models.

In [108], it is assumed that factors such as the use of the COVID-
19 passport and /or public awareness were necessary for the infection
dynamics to eventually peak and decline. The authors present a scenario
in which, in the absence of these factors, the number of infections grows
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exponentially without bound. However, this interpretation overstates
the situation, as such dynamics can primarily be explained by the fact
that once a critical portion of the population has been infected, the
number of new cases inevitably begins to decline.

In contrast, the compartmental model presented in this work incor-
porates this fact into its structure (see Fig. S.6b, which illustrates the
hypothetical model corresponding to a scenario similar to the exponen-
tial model in [108], but reflecting the natural dynamics of a pandemic).
This enables a more adequate comparison of different scenarios (see Fig.
S.6¢).

For the second phenomenon, the analysis was conducted analo-
gously, using the data from December 28, 2021, to May 8, 2022, cor-
responding to the Omicron wave. In this case, the change point for
parameter a is assumed to be February 5, 2022, when the COVID-19
passport expired.

The results are presented in Figure S.7.

(a) (b)

(©

Figure S.7: Modeling the impact of the COVID-19 passport expiration
on the spread of the Omicron wave in Lithuania: (a) estimated model;
(b) hypothetical model; (c) comparison of estimated and hypothetical
models.

Figure S.7a illustrates the estimated model overlaid on the actual
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data. Figure S.7b shows the hypothetical model, which does not accu-
rately represent the actual data. The fact that the hypothetical model
does not match the data indicates that the difference between the es-
timated a; and a» is significant, meaning that ay differs from a; even
beyond random variation (see Fig. S.7c, which compares the means of
both models; it shows that the estimate of a3 is greater than that of a;).
Nevertheless, this result remains somewhat ambiguous, as the ob-
served increase in deaths may primarily reflect a rise in infections that
occurred before the termination of the COVID-19 passport. Therefore,
to draw a definitive conclusion, more detailed data would be required.

S.4.4. Discussion

To eliminate modeling obstacles, efforts must first be directed toward
improving data quality, as no method can fully compensate for data de-
ficiencies. In this regard, it is worth considering the possibility of linking
COVID-19 case data with COVID-19 testing data, which are currently
unjustifiably disconnected despite their fundamental interdependence.

This connection could be restored by recording the date of the
positive test result at the individual level. Such a procedure essentially
requires more meticulous data collection and/or presentation, rather
than initiating entirely new processes. It could significantly enhance
COVID-19 modeling capabilities, as this relationship is tied to the more
accurate identification of the population transitioning into compartment
L

Moreover, an analogous link could be established between COVID-
19 deaths and COVID-19 cases, thereby enabling more accurate inference
of infection-related outcomes from death data.

S.4.5. Section Conclusions

* Reliable conclusions from practical dynamic system modeling re-
quire sufficiently flexible nonlinear models that describe relevant,
fundamentally understood laws. However, their implementation
(parameter estimation) may be limited by the available data, which
provide insufficient information.
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General Conclusions

* To fully leverage the potential of dynamic system modeling in
the era of big data, efficient parameter estimation algorithms are
essential—those capable of combining high estimation accuracy
with high computational speed. However, existing solutions often
exhibit only one of these properties, especially in the case of more
complex models.

* The stepwise estimation technique provides a methodological
foundation for developing efficient parameter estimation algo-
rithms for stochastic dynamic models when the dataset is fixed.
Based on the maximum likelihood method and recursive computa-
tions, this technique makes possible the combination of estimation
optimality and computational efficiency, addressing the needs of
modern data analysis.

¢ The univariate-output, pure-time-series-data cumulative struc-
tural equation model with an additive-noise output measurement
equation and assumptions of normality and independence pro-
vides a suitable framework for applying the principles of the step-
wise estimation technique and initiating algorithm development
using a bottom-up methodology. The resulting parameter esti-
mation algorithm, applied to a fixed dataset, yields maximum
likelihood estimates (which are particularly beneficial under in-
tense output observation noise) and has a runtime proportional to
the number of observation time points.

* Developing efficient algorithms for real-time parameter estima-
tion poses greater challenges than estimation with fixed datasets.
Nevertheless, their construction can also be based on the maxi-
mum likelihood method and recursion, and thus can be carried
out by appropriately extending the results of the stepwise esti-
mation technique. The resulting real-time parameter estimation
algorithm for the univariate-output, pure-time-series-data cumu-
lative structural equation model with an additive-noise output
measurement equation and assumptions of normality and inde-
pendence exhibits estimation properties analogous to those of the
corresponding algorithm for fixed datasets.
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¢ Practical dynamic system modeling requires nonlinear models re-
flecting fundamental laws and detailed data necessary for accurate
parameter estimation. As demonstrated by the case of modeling
COVID-19 pandemic dynamics, empirical data limitations can sig-
nificantly reduce modeling capabilities and reduce the reliability
of conclusions. For example, publicly available COVID-19 data
lack the information needed to link testing, infection, and mortal-
ity data at the individual level. Such data are essential for reliably
assessing the impact of interventions such as the COVID-19 pass-
port during the pandemic. Therefore, when applying dynamic
models in decision-making contexts, it is crucial to ensure the
completeness and quality of the data.
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