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Terming M-matrica (Minkovskio matrica) pirmg kartg panaudojo A. Ostrovskis 1937m.
[1], referuodamas H. Minkovskio 1900m. ir 1907m. straipsnius [2,3], kuriose buvo jrodytos,
naudojant dabarting terminologija, kai kurios M-matricy savybés. H. Minkovskis (Hermann
Minkowski, 1864-1909), vokieCiy matematikas ir fizikas, vienas reliatyvumo teorijos
pradininky, gimé¢ Aleksote (dabar Kaunas). Aleksotas tuo metu buvo atskiras miestelis
Augustavo, véliau Suvalky gubernijoje. 1872m. H. Minkovskis kartu su tévais persikélé |
Karaliau¢iy. ki to mokinosi Kauno gubernijos gimnazijoje (dabar Kauno Maironio
universitetiné gimnazija), kurig véliau, jau biidamas Zymiu mokslininku, aplanké 1905m. Be
M-matricy, matematikoje ir fizikoje yra gana daug terminy, susijusiy su H. Minkovskiu.
Garsiausias i8 jy yra Mikovskio erdvé (keturmaté erdve, speciali realiatyvumo teorija, 1908m.)
Be to, yra Minkovskio problema (geometrija), Minkovskio nelygybé (integraly teorija),
Minkovskio teorema (skai¢iy geometrija) ir t.t.. Na, o 2018m. atsirado dar vienas terminas —
Minkovskio-Alkausko konstanta [4]. Giedrius Alkauskas, m. dr., Lietuvos matematikas,
Vilniaus Universiteto déstytojas. Aleksote yra Hermano ir Oskaro Minkovskiy gatvé. Hermano
brolis Oskaras — gydytojas ir fiziologas, prisidéjes prie insulto iSradimo, uz atradimus cukrinio

diabeto srity buvo nominuotas Nobelio premijai.



1. Pagrindinés savokos ir apibrézimai

Matricy teorijoje daug démesio skiriama atskiroms matricy klaséms ar tipams. Viena i§ tokiy

klasiy yra teigiamos (neneigiamos) matricos. Sios matricos apibréziamos gana paprastai ir

suprantamai.

1 _Apibrézimas. n-ios eilés kvadratiné matrica A su realiaisiais elementais a,

I,j=L12,..,n yra vadinama teigiama (neneigiama), jei visi jos elementai yra teigiami

(neneigiami): a; >0 (a; >0).

Teigiamoms (neneigiamoms) matricoms naudosime tokj uzrasa: A>0 (A>0).

AnalogiSkas apibrézimas ir Zyméjimai taikomi taip pat ir vektoriams: x={x},

i=12,..,n.Jei x>0 (x=0), tai zymésime x>0 (x>0).

Neneigiamy matricy teorijoje viena pagrindiniy yra Perono-Frobenijaus
teorema. Prie§ jg suformuluojant, pateiksime dar keleta pagalbiniy apibrézimy.

Naudosime vienetinio vektoriaus savoka, t.y. vektoriaus e =(0,0,...,0,10,...,0)", kurio

i-0ji koordinaté lygi 1, o likusios koordinatés lygios nuliui.

2 Apibrézimas. Matrica P, kurios stulpeliais yra vienetiniai vektoriai, suraSyti

bet kuria tvarka, yra vadinama perstatiniy matrica.

Matrica PAP' yra gaunam i§ matricos A, tam tikra tvarka perstatant jos stulpelius ir ta
pacia tvarka — eilutes.

3 Apibrézimas. Matrica A yra redukuojamoji matrica, jei egzistuoja tokia perstatiniy

B O B C
PAP' = arba PAP' = :
C D O D

matrica P, kad



¢ia B ir D yra kvadratinés matricos, kuriy eil¢ yra atitinkamai n, ir n, (n,+n,=n), C-
staiakampé matrica, O - staCiakampé matrica, kurios visi elementai lygiis nuliui. PrieSingu atveju
A yra neredukuojamoji matrica.

4 Apibrézimas. Matricos A spektriniu spinduliu yra vadinama jos tikriniy reiksmiy A(A)

moduliy maksimali reik§mé:

p(A) = max

I<i<n

A(A).

Perono-Frobenijaus teorema. Jei A>0 (arba A>0 ir A yra neredukuojamoji matrica), tai
A turi realigja teigiama tikring reikSme, lygia jos spektriniam spinduliui p(A);
Tikring reik§me¢ p(A) atitinkantis tikrinis vektorius x yra teigiamas: x>0;
p(A) padidéja padidinus bent vieng matricos A elementa;
p(A) yra paprastoji (nekartotiné) matricos A tikriné reikSmé.

Sig teoremg jrodé¢ Peronas teigiamoms matricoms [5], o neneigiamoms neredukuojamoms

matricoms Perono rezultatg apibendrino Frobenius [6].

Neneigiamos matricos yra svarbios daugelyje mokslo ir technikos sri¢iy: tikimybiy
teorijoje, statistikoje, loSimy teorijoje, ekonomikoje (skyrium imant, Leonjevo ekonominés

sistemos balanso modelis) ir t.t.

Sioje apzvalgoje yra nagrin¢jama matricy klasé, tampriai susijusi su neneigiamomis
matricomis. Tiksliau galima taip pasakyti: ¢ia nagrinéjamos matricos pasiZymi ta savybe, kad jy

atvirk$tiné yra neneigiama matrica.
Pateiksime vieng 1§ daugelio ¢ia nagriné¢jamy M-matricy apibrézimy.
5 Apibrézimas. Matrica A yra vadinama M-matrica, jei ja galima uzrasyti pavidalu
A=sl-B,

kuriame B >0, | - vienetiné matrica, S> p(B).



Daugelyje literatiiros Saltiniy toks M-matricos apibrézimas laikomas vienu i§ pagrindiniy

apibrézimu. I$ $io apibrézimo iskart matoma viena iS svarbiausiy M-matricy savybiy: a; <0, i # |
ij

. Taciau Siame apibrézime neatskleidziamas M-matricy rySys su neneigiamomis matricomis.

Zemiau pateikiamas kitas ekvivalentus M-matricy apibréZimas atskleidzias §j sarysj.

6 Apibrézimas. Matrica A yra vadinama M-matrica, jei a; <0, i# ] ir egzistuoja At
kuriai teisinga nelygybé A™>0,ty. A" yra neneigiama matrica.

Dar vienas M-matricos apibrézimas yra susijes su matricos spektro struktiira.

7 Apibrézimas. Matrica A yra vadinama M-matrica, jei a; <0, i= j ir visoms matricos

A tikrinéms reikSméms yra teisinga nelygybé Re A(A) > 0.

Monografijoje [7] yra pateikta 50 ekvivalen¢iy M-matricos apibrézimy. Jy visuma sudaro
svarby rinkinj M-matricy savybiy. Absoliuti dauguma $iy apibrézimy formuluojami analogiskai 6

ir 7 apibréZimams, t.y. apibréZimuose iSreikStai nurodoma viena i§ M-matricy savybiy: a; <0,

i # j. Matricos turincios savybe a; <0, i= j, yra vadinamos Z-matricomis.

Nagrinéjant M-matricy spektro struktiirg, svarbus vaidmuo tenka Perono-Frobenijaus

teoremai.

M-matricy teorija intensyviai buvo plétojama 20 amziaus viduryje ir antroje puséje. Buvo
iSleista keletas rimty monografijy apie M-matricy savybes [7,8,9,10]. Visose Siose monografijose
nagrin¢jami ir M-matricy taikymai elipsinio ir parabolinio tipo lygtims (baigtiniy skirtumy,
baigtiniy elementy ar tiesiy skaitiniai metodai). Ypa¢ placiai diferencialiniy lygciy tematika
nagrin¢jama [8] ir [10] monografijose, skyrium imant, iteraciniai metodai skirtuminiy lygéiy

sistemoms spresti.

Taciau, analizuojant pirmuosius mokslinius rezultatus, gautus taikant M-matricy teorijg
diferencialinéms lygtims spresti, verta atkreipti démesj  vieng esminj aspekta. Pirmieji M-matricy
taikymai diferencialinéms lygtims su klasikinémis krastinémis salygomis (Dirichle ar Neimano)
buvo paprastai susije Su tais atvejais, kai skirtuminiy lyg¢iy sistemos matrica yra arba simetriné
arba diaginaliai vyraujanti. Siais atvejais M-matricy teorija neturéjo esminiy privalumy lyginant

su kitomis skirtuminio uZdavinio tyrimo metodikomis. Esmé ta, kad M-matricy visos savybés



nesiejamos nei su matricos simetriSkumu, nei su diagonaliniu vyravimu. Nei vienam M-matricos

apibrézime nereikalaujama, kad matrica biity simetriné ar diagonaliai vyraujanti.

Per paskutinius kelis desimtmecius diferencialiniy lyg¢iy teorijoje ir skaitiniuose
metoduose intensyviai nagrin¢jami uzdaviniai su nelokaliosiomis salygomis. Tai moderni
Siuolaikiné kryptis. Uzdaviniams su nelokaliosiomis saglygomis yra labai biidingas vienas pozymis
— tiek diferencialinio, tiek skirtuminio operatoriaus spektras yra zymiai sudétingesnis ir kartu
turiningesnis, lyginant su uzdaviniais su klasikinémis Dirichle ar Neimano krastinémis sglygomis.
Ir, batent, ¢ia M-matricy teorija ir sudaré galimybe gauti naujus rezultatus konkurencijoje su

kitomis metodikomis.

Laisvai interpretuojant situacija diferencialiniy lygciy skaitiniuose metoduose, galima
teigti, kad M-matricy teorija lauké savo eilés, iki pasirodys uzdaviniai su nelokaliosiomis
salygomis. Su nelokaliaisiais uzdaviniais M-matricy teorija (arba metodika) gavo naujg impulsg

tolesniam plétojimui.

Sios apzvalgos tikslas yra apzvelgti, kg naujo davé M-matricy teorija Siuolaikiniuose

skaitiniuose metoduose per paskutinius du deSimtmecius.
Si apzvalga apima darby cikla [11-18].

2 skyriuje nagriné¢jamas M-matricy vaidmuo jrodant iteraciniy metody skirtuminiy lygciy
sistemai konvergavima. 3 skyriuje aptariami baigtiniy skirtumy metodo konvergavimo klausimai
elipsinéms ir parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis sglygomis. ISvadose pateikiama asmenine

autoriaus nuomong gali paskatinti tolesng moksling diskusija.

2. M-matricos ir iteraciniai metodai

Siame skyriuje aptariami nauji moksliniai rezultatai apie netiesiniy skirtuminiy lygéiy
sistemy, aproksimuojanc¢iy dvimate elipsing netiesing lygti su integralinémis saglygomis, iteracinius

sprendimo metodus [10, 11, 12, 16, 17].

Pirmiausia, pateiksime ir aptarsime vieng M-matricy savybg, susijusig su M-matricy

taikymu tiesiniy algebriniy lyg¢iy sistemoms spresti iteraciniais metodais.



Uzrasykime M-matrica A dviejy matricy M ir —N suma.
A=M-—N.
8 Apibrézimas. Jei egzistuoja M ™ ir M >0, N >0, tai lygybée

A=M —N 2.1)

yra vadinama M-matricos A reguliariuoju skaidiniu (regular splitting).

Reguliaraus skaidinio vaidmuo iteraciniuose metoduose nusakomas gana paprastai. Butent,

jei A=M —N yra reguliarusis skaidinys, tai lygéiy sistemai
Ax=f
iteracinis metodas

Mx“"t = Nx* + f (2.2)

arba
X =MTNX+ M f
konverguoja.

Sis tvirtinimas jrodomas, remiantis Perono-Frobenijaus teorema [7]. Bitent, jrodoma, kad

neneigiamai matricai M N
p(M™N) <1,

jei A yra M-matrica. Tokia metodika buvo aprasyta ir taikyta tiesiniy skirtuminiy lygciy

sistemoms, gautoms sprendziant tiesing elipsing lygtj su Diricle krastine salyga [7-10].

Darby cikle [11-13, 17, 18], remiantis M-matricy teorija, iteraciniy metody konvergavimas

jrodytas ne tik tiesinéms, bet taip pat ir netiesinéms skirtuminéms sistemoms.

Vienas i$ tipiniy uzdaviniy, nagrinéty straipsniuose [12, 13, 17, 18] yra toks. Sprendziame

dvimate netiesing elipsing lygti



o’u  ou
PVl W_f(xyu) (2.3)

srityje (x,Yy) e{0<x<1, 0<y<1} sunelokaliosiomis sglygomis

u(o, y)=_|.a(x)u(x, y)dx+ 2, (y), 0<y<1, (2.4)

u(L y) = [ BOQUEX, y)dx+ s (y), 0<y<L, (2.5)

ir Dirichle krastinémis saglygomis likusioje srities Q konttro dalyje

u(x,0) = (x), u(x,1)=g,(x), 0<x<1. (2.6)
Diferencialinis uzdavinys (2.3)-(2.6) aproksimuojamas skirtuminiy lygciy sistema tokiu
budu:

Sauy +S,u; = f(uy), 1,j=22,..,N-1, (2.7)

u,: +
Upy =h| 2 T “N d +za,u” fp, j=12,. N1, (2.8)
Uy + =
Uy =h M Z,B,u” + i, =12, ,N-1, (2.9)
Ug =ty Uy =My, 1=12,.,N. (2.10)

Cia, kaip paprastai, pazyméta

S = Uiy j = 2U5 Ui S = U g —2U5 +U; g

X IJ hz Yy h2

1 ) .. .
h= W , N - sveikas teigiamas skaicius.

Netiesiniy skirtuminiy lyg¢iy sistemoje (2.7)-(2.10) yra (N —-1)(N +1) lygciy ir tiek pat
neZinomuyjy U, 1=01..,N; j=12,..,N-1.



Kad $iai sistemai galétume taikyti M-matricy teorija, uzraSykime ja kitu pavidalu. Tuo
tikslu, kiekvienai reikSmei j=1,2,...,N -1 lygtis (2.8) ir (2.9) galima interpretuoti kaip dviejy

lygeiy sistema su neZinomaisiais Uy; ir Uy, . ISreiSkime Siuos du neZinomuosius Uy; ir Uy, likusiais

nezinomaisiais U;, i=12,..N-1:
N -
Z +lulj ’ (211)
i=1
N -
Z +1u21 ’ (212)

i=1
¢ia a, ir S yra tam tikros koeficienty o, ir B israiSkos (7r., pvz. [19]). IraS¢ Sias Uy; ir uy

iSraiskas j (2.7) lygtis, kai i =1 ir i =N -1, gauname

N-1
hz Uy — 2Uy; + Uy
i=1

h2

+§;ulj = flj (ulj)’ j :1121"'1 N _11 (2.13)

Sauy +S,u; = £ (uy) SN-2; j=12,...,N-1, (2.14)

x 7ij

N-1
Uy o =2y + hz_ll,Biuij 2 _
" = +o,Uy ;= fy o (Uyy), 1=12,.,N-1, (2.15)

su Dirichle saglygom (2.10). Taip (N —1)(N +1) eilés lygéiy sistema transformuojama j (N —1)
eilés lygciy sistema (2.13)-(2.15), (2.10) ir j iSreikStines formules (2.11), (2.12).

Dabar teorinis lygéiy sistemos (2.7) - (2.10) tyrimas yra pakeistas sistemos (2.13) — (2.15),
(2.10) tyrimu. Tokia sistemos transformacija yra pakankamai paprasta ir gali pasirodyti
nepakankamai reik§minga. Taciau visa esmé ir gludi Sioje transformacijoje. Sistemai (2.13)-(2.15)
jau galima taikyti M-matricy teorija, ko negalima buvo atlikti pradinei sistemai (2.7)-(2.10). Si

iSvada nepriklauso nuo to, ar sistema (2.7)-(2.10) yra tiesiné ar netiesiné.

Pirma karta dvimatei lygciai tokia lyg€iy transformacija buvo pritaikyta, tikriausiai,

straipsnyje [19], o vienamaciu atveju — straipsnyje [20].

Naujoji lygciy sistema gali biiti uZraSyta matriciniu pavidalu
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Au+f(u)=¢
arba

AuU—Cu+ f(u)=¢. (2.16)
Cia A yra (N-1)%-ios eilés kvadratiné matrica, atitinkanti skirtuminj operatoriy —37 —5;
staciakampéje srityje su Dirichlé homogeninémis krastinémis saglygomis. Matrica C sudaryta tik
1§ koeficienty ¢;, £ . Kitaip tariant, skirtuminiy lyg€iy sistemoje yra atskiri trys démenys,

atitinkantys tiesinés diferencialinés lygties iSraiSkas ( Au ), nelokaligsias salygas (Cu ) ir netiesinj

diferencialinés lygties narj ( f (u)).

I$nagrinéjus matricos A —C spektro struktiirg [12, 13, 17, 19, 20], galima sudaryti jvairius
skirtingus reguliariuosius skaidinius. Atkreipiame démes;j j ta fakta, kad dél sistemos netiesiSkumo

reguliariuosius skaidinius reikia sudaryti ne matricai A=A —C, bet matricai

A=A-C+D,, (2.17)

kurioje D, yra diagonaliné matrica su diagonaliniais elementais

Kiekvienam reguliariajam skaidiniui
A=M-N,

M™ >0, N >0, atitinka vis kitoks iteracinis metodas. Iteracinio metodo konvergavimas jrodomas
remiantis M-matricy metodologija. Pastebime, kad M ir N priklauso, bendru atveju, nuo matricy
A, Cir D,.

Iteraciniy metody konvergavimo greiciai gali biiti jvertinti pagal sekan¢ia M-matricy

savybe.
2 Teorema. Imkime M-matricos A du reguliariuosius skaidinius:

A=M,-N;, M;*>0, N, >0,
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A=M,-N,, M;*>0, N, >0,
ir jiems atitinkancius iteracinius metodus
M, X" = N X+ f (2.18)
M, Xt = Nx* + f . (2.19)
Jei N, <N,, beto, N, =N,, tai
PMN) < p(M;N,) <1.

Kitaip tariant, maZinant matricos N elementus reguliariame skaidinyje, iteracinis metodas

koncerguoja greiciau.
Nurodysime keletg iSnagrinéty straipsniuose [12, 13, 17] iteraciniy metody.
1 Metodas. Reguliarusis skaidinys A=M —N ,
M=A+D, N=C
nusako tokj iteracinj metoda

AU+ F (U =Cu* + 9. (2.20)

k+1

Kiekviename iteracijos zingsnyje (t.y. turime u® reikia rasti u*"") tenka spresti netiesinj dvimatj

uzdavinj su Dirichle krastinémis salygomis.
2 Metodas. Reguliarusis skaidinys A=M —N

M=A-C+pl, N=-D, +pI

(¢ia B yra konstanta tokia, kad 0 < < 6fa(u) < f<o).
u
Iteracinis metodas
AUt —Cut 4 put = (U) + pu + . (2.21)

Kiekviename iteracijos zingsnyje tenka spresti tiesinj dvimatj uzdavinj su nelokaligja salyga.
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3 Metodas. Reguliarusis skaidinys A=M —N
M=A+pl, N=C-D,_ +4l,
f apibrézta 2 Metode. Iteracinis metodas
AUt 4+ Uit =Cuf — F(U) + Su* + 0. (2.22)
Kiekviename iteracijos zingsnyje tenka spresti tiesinj dvimatj uzdavinj su Dirichle krastine sglyga.
4 Metodas. Pazymékime

AU=AU+AU=-5u-3,.

Reguliarusis skaidinys A=M —N,
M=A—-C+pl, N=-A -D +pI.
Iteracinis metodas

AU —Cut + put =—A U — f(U)+ Bu“ + . (2.23)
Kiekviename iteracijos zingsnyje tenka spresti tiesinj vienamatj uzdavinj (lygciy sistemos eilé ne
(N —1)?, bet N —1) su nelokaliosiomis sglygomis.
Naudojant M-matricy metoda, galima sudaryti ir daugiau skirtingy iteraciniy metody.

Siy metody konvergavimas kai B(x)=0, 0 a(X)=const arba a(x)>0 ir

j-a(x)dxép<1 (2.24)

nagrinétas straipsniuose [12, 13]. Straipsnyje [17] iSnagrinétas kintamyjy koeficienty a(X)>0,
L(X) >0 atvejis. Sie taikymai toliau plétojami straipsnyje [18], teorinius tyrimus papildant
skaitinio eksperimento rezultatais.

Vadovelyje magistrantams [11] iteraciniai metodai nagrinéjami tuo atveju, kai vietoje

nelokaliyjy intagraliniy salygy, diferencialinio uzdavinio formulavime imama Bitsadzé-Samarskio

nelokalioji salyga pavidalo
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u(x, y)=yu(&, y)+u(y), 0<g<1, (2.15)

y - duotas realus parametras.

3. M-matricos ir skirtuminiy schemuy konvergavimas

Siame skyriuje aptarsime baigtiniy skirtumy metodo konvergavima elipsinéms ir
parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis sglygomis ir M-matricy vaidmenj, nagrin¢jant §ig

problema.

Diferencialinéms lygtims su klasikinémis krastinémis salygomis (Dirichle ar Neimano)
labai daZnai, bent jau papraséiausiais atvejais, baigtiniy skirtumy metodo konvergavimas buvo

jrodomas ,,geriausioje* normoje, t.y. C normoje (kitaip maksimumo normoje):

Jull. = max

1<x<n

ul;

Cia u yra vektorius su koordinatémis u,. Be to, jrodymai buvo pateikiami esant pakankamai

bendroms salygoms, kitaip sakant , apribojimai buvo siejami su uzdavinio spacifika, o ne su
metodo ypatumais. Kaip pasekme, nestacionariems uzdaviniams baigtiniy skirtumy metodo
konvergavimas buvo charakterizuojamas principu: 1§ aproksimavimo ir stabilumo iSplaukia
konvergavimas. Ir paprastai, kaip minéta, aproksimavimo ir stabilumo jverciai buvo gaunami C

normoje (zr., pvz., [21]).

Taciau uzdaviniams su nelokaliosiomis salygomis teoriniai baigtiniy skirtumy metodo
tyrimai, bent jau pradZioje, vyko ne taip sklandziai. Vieng tyrimy krypciy charakterizuosime,

pateikdami vienamatg paraboline lygt] su integralinémis saglygomis kaip tipinj uzdavinj:

%=Z%+f(x,t), xe(01), te(0,T], (3.1)
u(0,t) :ja(x)u(x,t)dx+,ul(t) : (3.2)
u(d,t) :j'ﬁ(x)u(x,t)dx+y2(t), (3.3)

u(x,0) =(x). (3.4)
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Tai vienas pirmyjy uzdaviniy su nelokaliosiomis sglygomis, kuriems pradéti kurti skaitiniai
metodai, pateikiant metodams teorinj pagrindimg. Dauguma pirmyjy teoriniy tyrimy buvo susij¢
su baigtiniy skirtumy metodo stabilumu ir konvergavimu normoje C (taip, kaip ir uzdaviniams su
klasikinémis krastinémis salygomis). Stai dalis §iy teoriniy tyrimy. D¢l paprastumo nenurodome

konkretaus metodo pavidalo ar galimo diferencialinés lygties aproksimavimo.

1) Skirtuminis metodas tikslumo O(h* +7) konverguoja normoje C [22] jei
1 1
I|a(x)|dx£p<l, j|ﬂ(x)|dxs,o<1. (3.5)
0 0

2) Netiesinei parabolinei lygciai, kurioje yra narys F(u), skirtuminio metodo

konvergavimo normoje C salyga yra [23]
1 1
[ ()dx <1, [ B2 (x)dx <1. (3.6)
0 0

3) Straipsnyje [22] Crank-Nicolson metodo konvergavimo salyga kokybiskai
racionalesné: apribojimai ne funkcijoms «a(x) ir B(x) atskirai, o vienoje nelygybéje

(mazinant absoliutiniu didumu vieng funkcija, galima didinti kitg):
1 %o s b
( | az(x)de +( | ,Bz(x)dx} 3
0 0

<—. 3.7
5 3.7)
4) Straipsnyje [24] konvergavimo prielaida pastebimai bendresné (silpnesné, t.y. weaker)
negu (3.7)

jaz(x)dx+jﬂ2(x)dx <2. (3.8)

Straipsnyje [25] taip pat naudojama skirtuminés schemos konvergavimo prielaida
(3.8).

Skrituminiy schemy konvergavimo analizé pilniau yra atlikta straipsnyje [17]. I§ jvairiy
autoriy gauty pakankamuyjy skirtuminés schemos konvergavimo sglygy galima padaryti iSvada,
kad konvergavimo jvodymui (ne konvergavimui, o konvergavimo jrodymui) reikia, kad

koeficienty normos erdvése L, ir L, biity mazdaug vieneto eilés dydziai (nevirSyty dviejy). O
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realiai tokiy griezty apribojimy nereikia. Skaitinis eksperimentas atliktas straipsniuose [18, 26] irgi
patvirtina teiginj, kad apribojimai (3.5)-(3.8) daznai yra gerokai per griezti.

Toliau, uzrasykime diferencialiniam uzdaviniui (3.1)-(3.4) konkrecig skirtuming schema

i+ i ) )
Ry T S (3.9)

T
Atlikus spektring Sios schemos analiz¢ gauname [8, 19, 27], kad bitinoji ir pakankamoji Sios

schemos stabilumo salyga yra

Re 4 (A)>0. (3.10)

Kitaip tariant, jei salyga (3.10) neiSpildyta, tai skirtuminé schema yra nestabili bet kurioje
vektoriaus normoje. Jei salyga (3.10) iSpildyta, tai butinai egzistuoja tokia vektoriaus norma,

kurioje skirtuminé schema yra stabili. Tokia i§vada seka i$ nelygybés p(S)<1, kur S yra

skirtuminés schemos (3.9), uzrasytos standartiniu dvisluoksnés schemos pavidalu matrica:
ut =Sul 414, (3.11)
S=(+7zA)".

Betarpiskai patikriname, kad i§ (3.10) nelygybés seka p(S) <1.

Taip pavyzdziui, tuo atveju, kai a(X)=a =const, f(x)= g =const, stabilumo salyga

(3.10) tampa tokia [19, 20]:
—o<a+ <2,
o i8 salygy (3.5)-(3.8) gauname
o] <1, |8 <1
arba
o+ <2

ir pan.
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IS ¢ia pateiktos skirtuminiy schemy stabilumo ir konvergavimo salygy analizés galima
padaryti iSvada, kad C norma néra pati tinkamiausia ir informativiausia norma tiriant skirtumines

schemas parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis sglygomis.

Todél kartu su auk$c¢iau apraSytais darbais [22]-[25] buvo plétojama kita skirtuminiy
schemy su nelokaliosiomis sglygomis tyrimy metodika, naudojant vektoriy energetines normas

[11, 27]. Cia, tiriant skirtuminiy schemy (pavidalo (3.9), (3.11)) stabiluma, naudota norma

|lull. =[Du,u)’, (3.12)

kurio D=(P"P)™* yra simetriné teigiamai apibrézta matrica, P - matrica, kurioje stulpeliais yra

matricos A tiesiskai nepriklausomi tikriniai vektoriai.

Pagrindinis normos (3.12) privalumas yra tai, kad matrica norma, suderinta su $ia

vektoriaus norma, apibréZiama gana paprastai ir universaliai:

s

.=p(S). (3.13)

Komentarus apie $ig normg galima rasti [14, 28].

Naudojant vektoriy energeting normg (3.12) ir skirtuminés schemos stabilumo salyga

p(S) <1, pavyko gauti daug naujy rezultaty apie skirtuminiy schemy stabilumg parabolinéms ir

hiperbolinéms lygtims su jvairaus tipo nelokaliosiomis salygomis [14, 18, 27, 28, 29].

Taciau ir 81 metodika pasiZymi vienu gana esminiu trikumu — nebeveikia schema, jog 1§

aproksimavimo ir stabilumo seka konvergavimas. Esmé ta, kad néra aisku, ar normos |ull, ir |ul

yra ekvivalencios, nepriklausomai nuo h.

Nurodzius abiejy metody privalumus ir pasteb&jus jy esminius trilkumus, paprastai iSkyla
klausimas apie treCio kelio paieSkg. Tokig paieSkg skatina ir panaSi situacija, susidariusi su

skirtuminiy metody konvergavimu elipsinéms lygtims su nelokaliosiomis saglygomis.

Trumpai paaiSkinsime situacijg. Naudojant vektoriy ir matricy normas (3.12), (3.13) ir
iStyrus skirtuminiy operatoriy su nelokaliosiomis salygomis spektra (zr. salyga (3.10)), daznai
galima gauti gana bendras (kartais, nepagerinamas ar bent joms artimas) iteraciniy metody
konvergavimo salygas. Tuo tarpu, skirtuminio metodo konvergavimo salygos Sioms elipsinéms

lygtims yra Zymiai grieZtesnes (Zr. Originalius straipsnius [30, 31, 32]) ir jy rezultaty analize [17]).
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Gana daznai nauja paieska nuveda mus prie Siek-tiek primirsto seno. Miisy atveju, ieSkant
treCio kelio skirtuminiy metody konvergavimui tirti uzdaviniams su nelokaliosiomis sglygomis,
galime grjzti prie metodikos, susijusios su maksimumo principu. PaaiSkinsime, grizdami prie
skirtuminiy lyg¢iy sistemos (2.7), imdami f = f (X, y) ir Dirichle krastines salygas. UZraSykime

Sig sistemg taip

Uiy —2uij +Uu ui,j_l—2uij +u

= Ly = M = f L0 =12, N -1, (3.14)
Uoj = #hjy Uyy = Moy Uig = Mgy Uiy = fy s (3.15)
arba bendresniu pavidalu
Lu; = Au; _(B;ui—l,j + Bijzui+1,j + Bi?ui,j—l + B.?Ui,ju) = £, (3.16)

Teorema (maksimumo principas)[21]. Tarkime, kad yra i$pildyta nelygybé

N
A 2Y B, B >0, k=1234. (3.17)
k=1

Jei Lu; <0 (Lu; >0) visiems vidiniams srities Q taskams i, j=12,...,N -1, tai funkcija u;
negali jgyti didZiausios teigiamos (maziausios neigiamos) reik§més Siuose vidiniuose taskuose,
t.y. didZiausig teigiamg (maziausig neigiamg) reikSme U; jgyja taSke ar taSkuose i, j, kai i=0 ar

i=N arba j=0ar N.
IStikryjy, svarbus ne tiek Sios teoremos teiginys, kiek dvi iSvados, susijusios su Sia teorema.

1 I8vada. Jei teisinga nelygybé (3.17), tai nehomogeniné lyg¢iy sistema (3.14), (3.15) turi

vienintelj sprendinj (jos determinantas nelygus nuliui).

2 ISvada (Palyginimo teorema). Tarkime, kad yra iSpildyta nelygybeé (3.17). Imkime dviejy

sistemy, analogisky sistemai (3.14), (3.15) sprendinius.

Lu, = f,, i, j=12,..,N -1, (3.18)

u; =4, 1=0,N arba j=0,N
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La, = f,

ij !

i, j=12,...,N-1, (3.19)
U; =4, i=0,N arba j=0,N
f, >0, @, >0. Jei

‘fij‘ < f~ij' ‘/Jij‘g 7oy (3.20)

tai tada

jug| <@, i, j=01,...,N. (3.21)

I
Funkcija U; paprastai vadinama uzdavinio (3.18) mazorante.

Palyginimo teoremos svarba pasireiskia tuo, kad paprastai daugeliu atvejy galima taip
parinkti f; ir z;, kad sistemos (3.19) sprendinj (t.y. maZorante) galima nesunkiai rasti. Tuo paciu

turime pradinés sistemos (3.18) sprendinio jvert].

Tokia metodika praeito Simtmecio viduryje buvo viena pirmyjy ir gana efektyviy

skirtuminio metodo paklaidos jver¢io metody.

Taciau Si metodika visiSkai nebuvo taikoma uzdaviniams su nelokaliosiomis sglygomis.
Viena 1§ priezasCiy (ir, tur but, svarbiausia) — lygtims su nelokaliosiomis saglygomis nelygybé
(3.17), kurios prasm¢ yra skirtuminio uzdavinio matricos diagonalus vyravimas, per daug
susiaurina nelokaliyjy salygy pavidalg. IS esmés skirtuminio uzdavinio su nelokaliosiomis

saglygomis matrica, tik iSimtiniais atvejais, gali biiti simetriné ar diagonaliai vyraujanti.

Taciau maksimumo principas visiSkai néra biitinas tam, kad bity teisinga palyginimo
teorema. Sunku pasakyti, kas ir kada pirmasis pasteb¢jo, kad palyginimo teorema gali biiti teisinga,
nereikalaujant diagonalaus vyravimo (nelygybée (3.17)). Iki Siol daugiau kaip penkis deSimtmecius
vadovéliuose ir monografijose jvairiomis kalbomis palyginimo teorema skirtuminio metodo

paklaidai jvertinti buvo formuluojama kaip maksimumo principo i§vada.

Straipsnje [15] irodyta, kad jei skirtuminiy lyg¢iy sistemos (su nelokaligja sglyga) matrica

yra M-matrica, tai $iai sistemai galima taikyti palyginimo teoremg. Tuo biidu, skirtuminio metodo
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paklaidg jvertinti galima, nereikalaujant, kad teisinga maksimumo principg garantuojanti nelygybé
(3.17).

Plétojant M-matricy teorijos taikymg skirtuminiams uzdaviniams su nelokaliosiomis
sglygomis, palyginimo teoremos analogas be maksimumo principo jrodytas taip pat ir

parabolinéms lygtims.

Taip straipsniuose [15, 16], konstruojant specialias maZzorantes, skirtuminés schemos

paklaida jvertinta netiesiniam elipsiniam uzdaviniui

2 2
%4'%: f(x,y,u), (x,y)eD={0<x<1 O0<y<1},

u(0,y) =y Ju(x, y)dx-+ 4 (x),

UL y) = 5,(y), u(x,0) = 1(x), u(x,1) = 1,(x)

ir atitinkamam paraboliniam uzdaviniui. Gauti skirtuminiy metody paklaidos z; =u; —U;;

i Kur uy

- diferencialinio uzdavinio sprendinys u; =u(x;, y;), U; - skirtuminio uzdavinio sprendinys:
- elipsinei lygciai

Hzii‘c = Max

0<i, j<n

zij‘g C,h?,

- parabolinei lygciai

n
ij

z

S C,h*+C,r,
¢ia C;, C, ir C, yra konstantos, nepriklausanc¢ios nuo h ir 7. Siuose jver&iuose yra apribojimai
0<y<2-o,
o >0 - norimai mazas skaicius.
Atkreipiame démesj, kad konstanty C,, C, ir C, reikSmés ir apribojimai parametrui y

esminiai priklauso nuo to, kaip sékmingai buvo parinkta maZoruojanti funkcija U, t.y. skirtuminés
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sistemos (3.13) sprendinys. Dabar ruoSiami spaudai straipsniai vis su kitomis mazoruojancios

funkcijos reikSmémis, prapleciant nelokaliyjy salygy pavidala.
4. ISvados ir hipotezés

M-matricy teorija, skirtumnio uzdavinio spektro struktiiros tyrimas ir palyginimo teorema,
nesusiejant jos su maksimumo principu atveria naujas galimybes tirti skirtuminio metodo
konvergavimg elipsinéms ir parabolinéms lygtims su nelokaliosiomis sglygomis. Pagal tokig
metodika pavyko jvertinti baitiniy skirtumy metodo paklaidg ir jrodyti metodo konvergavima kai
kurioms silpnai netiesinéms elipsinéms ir parabolinéms lygtims [19, 20]. Tai tik pirmieji rezultatai.
Galimybé gauti naujus rezultatus su mazesniais apribojimais nelokaliyjy salygy parametrams ar
platesnei nelokaliyjy salygy klasei ¢ia dar aiSkiai neiSnaudota. Atskira tyrimy kryptis, gali biti

susieta su naujy mazoruojanciy funkcijy konstravimu.

Didesné pazanga yra pasiekta taikant M-matricy teorija netiesiniy skirtuminiy lygciy
sistemoms spresti [12, 13, 17, 18]. Pastebékime, kad jei skirtuminiy lyg€iy sistemos matrica yra
M-matrica, tai butinai egzituoja bent vienas regliarusis skaidinys, pagal kurj galima sukonstruoti

koverguojantj iteracinj metodg. Tokiu universaliu skaidiniu yra
A=SI-B

(zr. 5 Apibrézimas). Atviras klausimas yra geriausio (ir kokia prasme geriausio?) metodo

suradimas.

Analogikai galima suformuluoti klausimg skirtuminiy metody paklaidos jverc¢io iSvedimo
tematikoje. Cia galima biity suformuluoti hipoteze (ja reikéty patikslinti). Jei skirtuminiy lyggiy
sistemos matrica yra M-matrica, tai metodo paklaidai jvertinti visuomet galima taikyti palyginimo
teorema, parenkant tinkamg mazoruojancig funkcija. Palyginimo teorema, kai sistemos matrica
yra M-matrica, galima taikyti visuoet, bet neaiSku, ar visuomet mazoranté suteiks mums prasmingg

paklaidos jvertj. Taip atsiranda tinkamos mazorantés konstravimo problema.

Ir dar vienas klausimas. Straipsnyje [15], irodant palyginimo teorema (zZr. [15], 6 Lema),

iStikryjy yra jrodytas Siek — tiek bendresnis rezultatas. Naujai suformuluosime, kas ten jrodyta:
6 Lema [15]. Tarkime, kad vektoriai u ir v yra iy algebriniy sistemy sprendiniai

Au=f,
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Aw=g.

Tarkime, kad A*>0, g=>0. Jei | f | <g, tai |u| <w. Taigi, tam kad palyginimo teorema biity

teisinga, néra biitina, kad matrica A biity M-matrica, o uZtenka, kad baty A" >0. Matrices su

savybe A" >0 yra vadinamos monotoninémis matricomis. Tai platesné matricy klasé negu M-

matricos.

Taigi klausimas: ar galima elipsinei lygciai korektiSkai suformuluoti krastines
nelokaligsias sglygas tokias, kad atitinkamo skirtuminio uzdavinio matrica nebtaty M-matrica, bet

biity monotoniné matrica?
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Darbe pateikta M-matricy teorijos taikymo diferencialiniy lygciy su nelokaliosiomis
saglygomis skaitiniam sprendimui, 7 straipsniy darby ciklo apzvalga. Ciklo sstraipsniy

bendraautoriai yra Lietuvos matematikai. Detaliau aptarti du klausimai:

- M-matricy taikymas netiesiniy skirtuminiy lyg¢iy sistemy, aproksimuojanciy elipsing
lygti su integralinémis krastinémis salygomis, iteraciniy metody konvergavimui tirti;
- M-matricy taikymas skirtuminiy schemy, aproksimuojanciy elipsing ar paraboling lygt]

su nelokaliosiomis kraStinémis sglygomis, konvergavimui tirti.

Apzvalga uzbaigiama trumpai iSdéstyta motyvuota autoriaus nuomone apie $ios krypties

moksliniy tyrimy tolesne plétojima.



