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1. Jzanga

Lietuvos matematikos istorija skaiiuoja Simtus mety. Bet neskaitant keliy iSimciy, i
esmes tai buvo tik matematikos déstymo istorija. Tikri matematikos mokslo tyrimai Lietuvoje
prasidéjo po antrojo pasaulinio karo. Pirmyjy matematikos mokslo daigy tenka ieskoti Vilniaus
universitete Fizikos ir matematikos fakultete. 1945 m. Siame fakultete buvo priimti j aspirantiirg
du matematikai. Vienas i$ jy Jonas Kubilius (1921-2011) buvo nukreiptas j Leningrado (Sant
Peterburgo) universitetg pas Zymy matematika Jurijy Linika. J. Kubilius disertacijg “Kai kurie
pirminiy skai€iy geometriniai tyrimai” apgyné 1951 m.. Kitas aspirantas Aronas Naftalevicius
(1921-1999) ruosé disertacijg Maskvos universitete. 1952 m. jis apgyné disertacijg “Dvigubos
skirtuminiy lyg¢iy sistemos”.

Tolesni matematiniai tyrimai Lietuvoje susij¢ su J. Kubiliaus moksline ir organizacine
veikla.

Lietuvos moksly akademijoje 1956 m. spalio ménesio 1d., reorganizuojant Fizikos —
technikos instituta, buvo jkurtas Fizikos ir matematikos institutas. Instituto direktoriumi buvo
fizikas teoretikas Adolfas Jucys, direktoriaus pavaduotoju — J. Kubilius. Institute buvo trys
moksliniai padaliniai: Matematikos sektorius (vadovas J. Kubilius), Teorinés fizikos sektorius
(vadovas A. Jucys) ir Puslaidininkiy laboratorija (vadovas P. Brazdzitinas).

Matematikos sektoriuje pradZioje buvo trys moksliniai darbuotojai: Jonas Kubilius, jo
aspirantas Romas Uzdavinys ir 1§ tremties grizusi Rit¢ Merkyte. Kasmet j Matematikos sektoriy
buvo priimami nauji darbuotojai. | sektoriy grizo Leningrado universiteto aspirantiirg baige
Vytautas Satulevicius (1957, tikimybiy teorija) ir Vilius Matulis (1959, matematiné logika), bei
Maskvos universiteto aspirantiirg baiges Kestutis Bulota (1957, skaiCiy teorija). Kasmet
Matematikos sektoriy papildydavo Vilniaus universiteto matematikos absolventai: Algirdas
Mitalauskas (1957), Pranas Survila (1958), Eduardas Vilkas (1958), Leonardas Vilkauskas
(1958), Bronius Riauba (1958), Bronius Kvedaras (1959), Gerutis Aleskevicius (1959), Bronius
Grigelionis (1959), Aldona Aleskeviciené (1959), Liudvikas Stupulis (1959), Evaldas
Geciauskas (1960), Pranas Rumsas (1960).

1960 m. Matematikos sektoriui pradéjo vadovauti Vytautas Statulevic¢ius. Tuo metu J.
Kubilius jau buvo iSrinktas Vilniaus universiteto rektoriumi.

Taigi, galima konstatuoti, kad praeito amZiaus SeStojo deSimtmecio pabaigoje Lietuvoje

buvo pastebima matematikos moksliniy tyrimy plétra. Biitent Siuo metu matematikos



terminologijoje vis dazniau imta naudoti tokias sgvokas, kaip skaifiavimo matematika,
skaitiniai metodai, artutiniai metodai, maSininé matematika ir kt., kitaip tariant, SesStojo
desimtmecio pabaigoje iki skai¢iavimo metody moksliniy tyrimy liko visai nedaug. Reikéjo

pirmyjy Sios krypties paruosty specialisty.

2. Kaip Lietuvos Moksly akademijoje atsirado skai¢iavimo metodai

Sestajame praeito amZiaus desimtmetyje mokslo pasaulyje vis daugiau ir konkregiau buvo
kalbama ir raSoma apie elektronines skai¢iavimo masinas (ESM), dabartine terminologija, apie
kompiuterius. Jonas Kubilius buvo vienas i§ ty (gal pradzioje vos ne vienintelis), kurie
Lietuvoje pradéjo aiskinti, kokios kompiuteriy galimybés moksle ir kaip jie galéty paskatinti ir
praplésti matematikos taikymus. 1956 m. Vilniaus universiteto konferencijoje jis skaité
pranesSimg “Elektroninés skai¢iavimo masinos”, po to paras¢ ir iSleido brosiiirg $ia tema (per
“Zinijos” draugija). Per keleta mety jis perskaité apie ESM apie 100 populiariy paskaity.

Moksly akademijoje J. Kubilius, kiek véliau ir V. Statulevi€ius, pradéjo ripintis
matematikos mokslo tyrimy plétra, atsizvelgiant j tai, Kokius naujus specialisty poreikius iskels
ESM panaudojimas. Sio straipsnio autoriui, tada VU matematikos specialybés antrojo kurso
studentui, 1957/58 m. tenka klausyti J. Kubiliaus fakultatyvinj “Matematinés logikos” kursa,
skaitomg VU Fizikos ir matematikos fakultete, kurio dar nebuvo mokymo planuose. Buvo
manoma, kad matematiné logika, diferencialinés lygtys ir skai¢iavimo matematika yra tos
matematikos Sakos, kuriy specialisty neturime, bet reikéty, kad turétume. Véliau tai 1§ esmeés
pasitvirtino, nors sgrasas ir néra pilnas.

1959 m. pavasario semestre VU trecio ir ketvirto kurso matematikos specialybés
studentams buvo jvesta nauja specializacija — skai¢iavimo matematika. Nors pati skai¢iavimo
matematikos sgvoka tuo metu dar nebuvo galutinai nusistovéjusi, o jos turinys dar formavosi,
buvo teisingai suprantama, kad tai matematiskai suformuluoty uzdaviniy artutiniai (apytiksliai)
sprendimo metodai, kurie naudojami sprendziant uzdavinj su ESM. Verta pastebéti, kad daug
kur pasaulyje, kalbant apie ESM panaudojimg, dar ilgokai buvo manoma, kad jokiy
matematiniy modeliy ar metody nereikia, ir kad bet kurj praktinj uzdavinj galima i$ karto
ISspresti, turint supergalingag ESM.

1960 m. VU fizikos ir matematikos fakultete buvo jkurta Skaiiavimo matematikos

katedra. Jos ved¢jais buvo doc. G. Zilinkas (1960-1962), doc. P. Golokvoséius (1962-1967),



doc. R. Uzdavinys (1968-1973), doc. V. Merkys (1973-1980). 1980 m. katedra buvo pavadinta
Diferencialiniy lyg€iy ir skai¢iavimo matematikos katedra.

1961 m. VU baigé pirmoji skai¢iavimo matematikos specializacijos absolventy laida,
paruosta pagal pilng Sios specializacijos programa. V. Statulevi¢iaus iniciatyva net devyni Sios
laidos absolventai buvo paskirti dirbti j Fizikos ir matematikos instituto Matematikos sektoriy.
Sektoriaus vadovas V. Statulevicius i$ karto pradéjo rupintis jaunyjy specialisty kvalifikacijos
keélimu. Trys 18 jy, A. Pliuskeviciene, R. Pliuskevicius ir D. Sapagoviené buvo iSsiysti stazuotis
i Leningrada pas Zzinomg matematinés logikos specialista N. Saning. M. Sapagovas buvo
priimtas ] instituto aspiranttirg ir trims metams iSvyko j Kijevg j Ukrainos MA Matematikos
instituta pas diferencialiniy lygéiy skaitiniy metody specialista doc. V. Samanskj. |. Jadiauskas
ir R. Jasilionis pradéjo ruostis moksliniams tyrimams operacijy tyrimy ir loSimy teorijos srityje
pas biisimg vadova E. Vilka, kuris tuo metu dar mokési aspirantiroje Leningrade. Dar trys
absolventés V. Bikeliené, R. Brazionyt¢ ir J. RimsSaité buvo nukreiptos darbui prie baigiamos
jrengti ESM BESM-2. 1961m. rudenj | instituto aspirantiirg buvo priimtas B. Kvedaras, gaves
matematiko diploma Maskvos universitete. Jis trims metams iSvyko j Jaroslavskj pas vadova
prof. S. Kreina.

1961 m. rudenj Fizikos ir matematikos institute buvo aktyviai ruoSiamasi pirmosios
Lietuvoje ESM BESM-2 darbo pradziai. Sios pagal ta laikmetj, pakankamai galingos
skaiiavimo masinos, jsigijimu gana aktyviai rapinosi instituto direktorius A. Jucys. ESM
BESM-2 i Vilniy i§ Uljanovsko gamyklos buvo atvezta (svoris apie 10 tony) dar 1961 m.
geguzg, taCiau darbus stabdé pastato parengimas. Pagaliau 1962 m. liepos ménesio 14 d.
valstybiné komisija priémé pirmaja Lietuvoje didziaja ESM. Tai buvo 14-0ji tokio tipo ESM
Soviety Sajungoje. Ta proga fizikos ir matematikos institute 1961 m. buvo jkurta Elektroniniy
skai¢iavimo masiny laboratorija. Kiek véliau 1962 m. spalio 1d. buvo jkurtas Skai¢iavimo
matematikos sektorius, jo vadovu buvo paskirtas Vilius Matulis, neseniai apgyng¢s kandidating
disertacijg 1§ matematinés logikos. Pagrindiniu ar vienu i§ pagrindiniy sektoriaus tikslu ir
uzdaviniu aritimiausiems keliems metams buvo programinés jrangos, reikalingos skaic¢iavimo
masinai BESM-4, sudarymas.

Skai¢iavimo matematikos sektorius nebuvo skaiiavimo metody mokslinio tyrimo
padalinys. Daugelyje pasaulio Saliy skaiCiavimo centry steigimo laikotarpiu, skaitiniai

uzdaviniy sprendimo metodai ir ESM programinés jrangos kiirimas paprastai buvo priskiriami



tai pacCiai matematikos Sakai. Dar viena, mano manymu, tinkanti tam laikotarpiui Soviety
Sajungoje apibiidinti, savybé. Informatikos mokslo SeStame-septintame praeito amziaus
deSimtmetyje Soviety Sajungoje i§ esmés dar nebuvo (arba ne taip vadinosi), kibernetika
sunkiai ir 1étai kratési “Elzemokslo” etiketés. Tad tiesiog buvo patogu bent laikinai ESM
programing jrangg ir skaitinius metodus (numerical analysis) priskirti matematikos Sakai —
skai¢iavimo matematikai.

Netrukus po Skai¢iavimo matematikos sektoriaus jsteigimo 1962 m. Lietuvos MA
Prezidiumas siek-tiek pakeité Fizikos ir matematikos instituto struktiirag. Nuo skai¢iavimo
matematikos sektoriaus atskilo naujas padalinys, kurio pavadinimas pakankamai gerai
atspind¢jo atlickamus darbus. Tai matematinés logikos ir programavimo sektorius (vadovas V.
Matulis). Likes skaiiavimo matematikos sektorius pavadinimo nepakeité, bet jo tematika
pasikeité. Skai¢iavimo matematikos sektoriaus tematika tapo operacijy tyrimo ir lo§imy teorijos
moksliniai tyrimai, o sektoriaus vadovu tapo E. Vilkas. Po keleriy mety buvo pakeistas ir
sektoriaus pavadinimas — atsirado Operacijy tyrimo sektorius.

1967 m. sausio ménesio 1d. Lietuvos MA fizikos ir matematikos institute jsteigtas pirmasis
Lietuvoje Skaigiavimo centras. Siame centre buvo du moksliniai padaliniai ir dvi laboratorijos.
Vienu i§ moksliniy padaliniy buvo Skai¢iavimo metody sektorius (vadovas M. Sapagovas).
Skai¢iavimo metody sektoriaus pagrindine moksly tematika buvo diferencialiniy lygciy
skaitiniai sprendimo metodai, jskaitant programing jrangg. Dar viena veiklos kryptis, biidinga
beveik visiems padaliniams — bendri darbai (dabar sakytume projektai) su kitomis mokslo ar
gamybos jstaigomis ar jmonémis, susij¢ su sektoriaus tematika.

Ir taip nuo 1967 m. sausio 1d. Lietuvos MA Fizikos ir matematikos institute jsteigtas
mokslinis padalinys, kuriame

a) Atliekami moksliniai tyrimai diferencialiniy lyg€iy skaitiniy sprendimo metody
kryptyje,

b) Sudaroma ESM programiné jranga diferencialinéms lygtims spresti,

c) Vykdomi bendri projektai su kitomis mokslo ir gamybos organizacijomis,
sprendziant konkrecius uzdavinius, apraSomus diferencialinémis lygtimis.

Taigi, 1967 metus galima laikyti skai¢iavimo metody moksliniy tyrimy pradZia Lietuvos

MA Fizikos ir matematikos institute.



3. FMI Skaic¢iavimo metoduy sektoriaus veikla. Pirmasis deSimtmetis
1967 m. sausio ménesio 1d. Skai¢iavimo metody skyriuje buvo 9 darbuotojai, visi Vilniaus
universiteto matematikos specialybés absolventai. Skliausteliuose nurodyti metai, kada buvo
gautas VU diplomas ir pradéta dirbti Fizikos ir matematikos institute, kituose moksliniuose
padaliniuose. Taigi pirmieji Skai¢iavimo metody sektoriaus darbuotojai:
1. Mifodijus Sapagovas (1961),
Danguté Petrénaité Sapagoviené (1961),
Tautvyda Dacyté Udriené (1962),
Danuté Puodzitinaité Burokiené (1962),
Aldona Sinkiinaité Valiuliené (1962),
Miranda Deksnyté Daugviliené (1963),
Grazina Zdanyté Stasiniené (1963),
Genute Kairyte (1964),
9. Danuté Levinskaité (1964).
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Vienas sektoriaus darbuotojas (M. Sapagovas) buvo moksly kandidatas. Kiti astuoni,
tiksliau, kitos aStuonios, pagal pareigas buvo matematikés programuotojos. Tai buvo gana
populiari matematikos specialybés absolventy pareigybe, o jy darbo pobiuidis buvo naujy ESM
programy sudarymas ir praktiniy uzdaviniy sprendimas, naudojant ESM.

Sutinkamai su Fizikos ir matematikos instituto tikslais (dabar sakytume su vizija ir misija)
ir atsizvelgiant | sektoriaus darbuotojy kvalifikacijg bei tuometinius mokslinius — techninius
poreikius Lietuvoje, buvo patikslintos ir patvirtintos Sios pagrindinés sektoriaus darby kryptys:

1. Diferencialiniy lyg€iy skaitiniai sprendimo metodai,

2. Diferencialiniy lyg€iy taikymai konkretiems mokslo bei projektavimo ir
gamybos uZdaviniams spresti,

3. Programinés jrangos kiirimas

a) turimoms institute ESM,

b) kuriamoms Lietuvoje ESM (RUTA 110, RUTA 701).

Per pirmgj; deSimtmet; sektoriuje buvo vykdomos S$ios temos, kai kurios kartu su
Diferencialiniy lygc¢iy sektoriumi (vadovas B. Kvedaras):

1. Kai kuriy diferencialiniy lyg€iy, aprasanciy stacionarius ir nestacionarius

fizikinius reiskinius ir procesus, krastiniy uzdaviniy tyrimas ir sprendimas (1967 - 1970).



2. Programavimo automatizavimas ESM BESM-4 algoritminiy kalby ir

standartiniy programy pagrindu (1970 - 1974).

3. Valdymo procesus aprasanciy integro-diferencialiniy lyg€iy tyrimas ir

sprendimo metodai (1971 - 1974).

4. Efektyviy metody sudarymas diferencialinéms lygtims spresti (1974 - 1976).
5. Elipsiniy lyg¢iy ir jy sistemy artutiniai sprendimo metodai (1975 - 1976).

Analizuojant ir vertinant ne gautus rezultatus, o moksliniy tyrimy tematika per pirmaji
deSimtmet], reikia atkreipti démesj j vieng gana specifinj mokslinio planavimo bruoza. Pagal
tuo metu buvusig tvarkg, mokslinio planavimo klausimu reikia prisilaikyti tam tikry
reikalavimy bei nurodymy, ateinanciy i§ Maskvos, i§ SSRS Moksly akademijos. PavyzdZiui,
planuojant moksliniy temy pavadinimai turéjo biiti suformuluoti taip, kad jas galima biity
priskirti tam tikroms ‘“globalioms” problemoms, turinioms savo pavadinimuose tokius
zodzius, kaip valdymas, optimizavimas, automatizavimas ir pan.. Tod¢l kartai matematiniy
temy pavadinimai biidavo dirbtinai Siek-tiek iSkreipti. Taciau i$ tikryjy Sitokie reikalavimai
buvo formalis, jie budavo reikalingi tik planavimui ir ataskaitoms, jie nevarz¢ moksliniy tyrimy
turinio.

Moksliniai tyrimai Skaiiavimo metody sektoriuje nuo pirmyjy mety buvo vykdomi
bendradarbiaujant su Lietuvos aukStosiomis mokyklomis bei SSRS universitetais ir mokslo
institutais. Kartu su SSSR MA Sibiro skyriaus Skai¢iavimo centru Fizikos ir matematikos
institutas organizavo 1971 m. Trakuose II visasgjunging konferencija “Tamprumo ir
plastiSkumo teorijos uzdaviniy skaitiniai sprendimo metodai”. Dalykiniai moksliniai tyrimai
siejo sektoriaus mokslininkus su SSSR MA Taikomosios matematikos instituto (akad. A.
Samarskis, prof. J. Popovas, prof. S. Kurdiumovas), Leningrado universiteto Matematinés
fizikos laboratorijos (prof. N. Morozovas, m. kand. V. Rivkindas), Baltarusijos MA
Matematikos instituto (prof. A. Abrasinas) ir k t. mokslininkais.

Kartu su FMI Diferencialiniy lyg¢iy sektoriumi (vadovas B. Kvedaras) Skai¢iavimo
metody sektorius 1971 m. pradéjo leisti mokslo darby rinkinj “Diferencialinés lygtys ir jy
taikymas”, kuris oficialiai pristatomas kaip respublikinio to paties pavadinimo mokslinio
seminaro darbai (redaktoriai B. Kvedaras ir M. Sapagovas). Per sesis metus (1971 - 1976) buvo
iSleista 16 leidiniy. Sraipsniai buvo spausdinami rusy kalba. Leidinys buvo referuojamas

dviejuose referatyviniuose zurnaluose (angly ir rusy kalbomis).



Mazdaug nuo 1958 mety ar Siek-tieck véliau keliose Lietuvos aukStosiose mokyklose
pradétas déstyti skaiiavimo matematikos kursas. Lietuvoje tuo metu nebuvo Sio kurso
vadovéliy ar mokymo priemoniy lietuviy kalba. Vytautas Statulevi¢ius (dabar jau akademikas,
FMI direktorius) €mési iniciatyvos ir susitaré su “Minties” leidykla iSleisti originaly
skaiciavimo matematikos vadovélj lietuviy kalba. 1974 m. 6000 egzemplioriy tirazu “Minties”
leidykloje buvo isleistas B. Kvedaro, M. Sapagovo vadovélis “Skai¢iavimo matematika”.

Nors ir palyginti 1étais tempais Skai¢iavimo metody darbuotojy moksliniy tyrimy rezultatai
buvo vis labiau matomi ir uz Lietuvos riby. Tam teigiamos jtakos turéjo taip pat ir M. Sapagovo
4 ménesiy stazuoté DidZiosios Britanijos universitetuose (Oxford, Dundee, Glasgow, London
Imperial College). Ir dar — sektoriaus darbuotojai pradéjo ginti mokslo kandidato disertacijas.

Per pirmajj Skai¢iavimo metody sektoriaus deSimtmetj du sektoriaus darbuotojai apgyné
disertacijas. Vytautas Kleiza apgyné disertacija “Netiesiniy lygciy sprendimas Monte-Karlo
metodu” (vadovas M. Sapagovas) Leningrade 1973 m. . Danguté Sapagoviené apgyné
disertacija “Tikriniy reikSmiy uzdavinio elipsiniam operatoriui sprendimas baigtiniy skirtumy
metodu” (vadovas B. Kvedaras) Minske 1976m. (tuo metu ji jau dirbo diferencialiniy lygciy
sektoriuje). R. Skirmantas buvo sektoriaus aspirantas.

Kaip ir Fizikos ir matematikos institute, Skaitiniy metody moksliniai tyrimai prasidéjo ir
Vilniaus universitete. Kaip jau minéta, nuo 1958 m., VU matematikos specialybés studentams
skaitomas skaiCiavimo metody kursas. Pirmuoju absolventu, susidoméjusiu skaiciavimo
metody moksliniais tyrimais, buvo Ignacas Stasys Uzdavinys, baiges VU 1958 m.. PradZioje
jis vedé studentams praktinius uzsiémimus ir seminarus pagal skai¢iavimo matematikos
programa, tobulinosi Maskvos ir Minsko universitetuose. Mokslinése konferencijose ir
seminaruose skait¢ praneSimus integraly skaiiavimo ir integraliniy lygciy sprendimo
skaitiniais metodais klausimais. Paskui peréjo j administracinj darba, daug mety vadovavo VU
Skai¢iavimo centrui ir nuo aktyviy moksliniy tyrimy nutolo.

Danuté Kausylaité Raskiniené, pradéjusi studijuoti matematikg Vilniaus universitete, 1968
m. baigé Maskvos universitetg. 1971 m. apgyné disertacija Maskvoje. Dést¢ VU Kauno
vakariniame fakultete, véliau Lietuvos zemés tikio akademijoje.

Skaic¢iavimo metody mokslinisi tyrimai Vilniaus universitete smarkiai suintensyvéjo po to,
kai baige aspirantiirg i Vilniy grizo Feliksas Ivanauskas (apgyné disertacijg 1974m.) ir Ariinas
Staras (apgyné disertacija 1978m.).



4. Pagrindiniai moksliniy tyrimy rezultatai
Siame skyriuje pateikiame svarbesniy moksliniy tyrimy rezultaty, gauty FMI Skai¢iavimo
metody sektoriuje 1967 — 1976 m., apzvalga. 1ki 1967 mety moksliniy publikacijy tur¢jo tik
vienas sektoriaus darbuotojas (M. Sapagovas). Praéjus 50 mety, jdomu ir naudinga pazvelgti |
tuos rezultatus $iy dieny pozitriu.

4.1. Padidinto tikslumo skirtuminés schemos netiesinéms diferencialinéms lygtims.

M. Sapagovo kandidatinéje disertacijoje tyrimo objektu buvo netiesiné (kartais ja vadiname

kvazitiesine) elipsiné lygtis

> ( (xu,p;))-3(xu,p) = (9, xeQ (1)
|:l
- ou T oy . , ”
kurioje p. =a—. Pagrindin¢ prielaida teoriSkai nagrinéjant Sig lygt] su krastine salyga
X

U(X) l.o=@(X) yra nelygybés
m m a m
ay & Z— E<pYE )
i=0 i,j=0 0 Op i=0
kurios turi buti iSpildyto visoms U, p; reikSmeéms. Cia a>0, f<oo. Tai tolygaus

monotoniSkumo salyga. Atvejis « >0 priskiriamas netolygiam monotoniskumui arba
netolygiam elipsiSkumui.
Vienas svarbiausiy iki 1967 m. gauty rezultaty yra skirtuminiy lyg¢iy sistemos
A(,) = i, 3
aproksimuojancios krastinj uzdavinj lygéiai (1), iteraciniy metody

Bup = Bul™ —A(A (™)~ f,) )

konvergavimo salygy tyrimas. Cia B yra teigiamai apibrézta matrica, A - parametras.

Tesiant Siuos tyrimus, Skai¢iavimo metody sektoriuje buvo pradéta nagrinéti padidinto
tikslumo skirtuminés schemos. Viena i§ galimybiy, kaip sudaryti ir teoriskai pagrjsti padidinto
tikslumo skirtumines schemas netiesinéms diferencialinéms lygtims yra pseudoi$sprendziamos
skirtuminés schemos savokos panaudojimas. Sios sgvokos prasmé yra tokia, kad diferencialinei
lygciai (1) su kraStine salyga egzistuoja konverguojantis iteracinis metodas, analogiSkas

iteraciniam metodui (4)



Bu" =Bu"' - (AU - f), (5)
kuriame B, yra teigiamai apibréztas operatorius, pavyzdziui:
m A2
Bu :_;‘Z_X‘f. ©)
Uzrasykime dabar O(h*) eilés tikslumo skirtumine schema ne lyggiai (1), o tiesinei lyggiai (5),
ty. lygciai
Bu"=Bu""'—10u""). (7)
Gausime skirtuming lygc€iy sistema
AU =AU = AD, (U, (8)
Formaliai skirtuminiy lyg€iy sistema
@, (u,)=0 ©)
yra tam tikra diferencialinés lygties (1) skirtuminé aukstos O(h*) eilés aproksimacija. Taciau
dabar nenagrinéjame, ar skirtuminiy lygc¢iy sistema (9) turi vienintelj sprendinj, ar iteracinis
metodas (8) konverguoja. Dabar tikslas yra gauti jverti bet kuriam i$ anksto pasirinktam & >0

Up —u"|[+

u’ —u*Hs

u-u|<e; (10)
gia U - tikslus diferencialinio uzdavinio sprendinys.
Irodyta, kokioms salygoms esant, sprendziant tiesiniy lygéiy sistema (7), egzistuoja
skai¢ius n, toks, kad visiems n>n, yra teisingas jvertis
£<Ch*+ a, (11)
kuriame C yra konstanta, nepriklausanti nuo h ir n; o, — 0, kai n— o nepriklausomai

nuo h.

Sie teoriniai teiginiai buvo taikomi elipsinei lyggiai

0 ou) 0 ou
—| u(T?)— [+= y— |=0, 12
aX(/t( )ax) W[ﬂﬂ )8yj (12)
aprasanciai magnetinio lauko potencialg netiesinése terpése, ¢ia
2 2
T2 = %+%. (13)
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Funkcijos z(T?) savybés tokio, kad lygtis (12) néra tolygiai elipsing, t.y. nelygybése (2)
turime « > 0. Kai srityje, kurioje sprendziama magnetinio potencialo lygtis yra feromagnetiky,
tai dviejy skirtingy terpiy skiriamajame kontiire S yra iSpildytos suderinamumo salygos

[u], =0, {“(TZ)Z_:}S =0. (14)

Idomu pastebéti, kad M. Sapagovo disertacinio darbo vadovas, parinkdamas disertacijos
temg, pagrindiniu turinio objektu jvardijo biitent magnetinio potencialo lygtj (12). Taciau
nesant realaus uzsakovo, taip ir nebuvo magnetinio potencialo lygtis realiai pritaikyta
konkreciam uzdaviniui nei aspirantiiros laikotarpiu, nei po to. Tacdiau lygties (12) kita
interpretacija buvo detaliai iSnagrinéta (zr. Skyrelj 4.).

Aprasytas padidinto tikslumo skirtuminis metodas apibendrintas Kitiems uzdaviniams
spresti (kvazitiesinés parabolinés lygtys, trecio tipo krastinés salygos, netolygus tinklelis).

Taciau toks baigtiniy skirtumy metodo variantas didesnio susidoméjimo nesusilauke, ir
kiek dabar Zinoma, kitose mokslo jstaigose nebuvo nagrin¢jamas.

Literatiira: [30; 38, 39, 40, 54, 59, 69].

4.2. Variaciniai — skirtuminai netiesiniu diferencialiniu lyvg¢iu sprendimo metodai.

Antra galimybé sudaryti padidinto tikslumo skirtuminius metodus netiesinéms elipsinéms
lygtims yra variaciniai — skirtuminiai metodai. Jdomu pastebéti, kad skirtingai vadinami bei
interpretuojami variaciniai skirtuminiai metodai, nagrin¢jami Vakary pasaulyje, praeito
amziaus SeStame — septintame deSimtmetyje Soviety Sgjungos matematinéje bendruomengje
sunkiai skyneési sau kelig ir buvo nepripazjstami kaip baigtiniy skirtumy metodo alternatyva.
Vieni i§ pirmyjy variaciniy — skirtuminiy metody propaguotojy Soviety Sgjungoje Leningrado
matematikai: L. Oganesian, V. Rivkind, L. Ruchovec paras¢ rimtg darbg (monografija) rusy
kalba apie variacinius — skirtuminius metodus, ilgai neturéjo kur jo atspausdinti. Kai Sis jy
darbas buvo atspausdintas Lietuvoje ,,Diferencialinés lygtys ir jy taikymas* rinkinyje (1973 m.
leidinys 5 ir 1975 m. leidinys 8) kaip dviejy daliy mokslinis straipsnis, jauniems Skai¢iavimo
metody sektoriaus darbuotojams susidaré geros saglygos stazuotis ar konsultuotis Leningrade ir
gauti 1§ Leningrado matematiky konkrecias uzduotis moksliniams tyrimams. Tokia buvo
realybé. Mazdaug tuo pat metu, t.y. astuntojo deSimtmecio pradzioje, variaciniai — skirtuminiai

metodai aktyviai pradéti nagrinéti Novosibirske MA Sibiro skyriuje. Novosibirske 1973 m.
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atspausdintas M. Sapagovo straipsnis apie padidinto tikslumo variacinius — skirtuminius
metodus netiesinéms lygtims spresti. Siame straipsnyje, sekant R. Varga ir D. Greenspan,
sukonstruotos variaciniy — skirtuminiy metody schemos (Galiorkino metodas). Sudaryti
algoritmai, kaip spresti Siuo metodu lygtj (1), norint gauti apytikslj sprendinj su i§ anksto
pasirinkta paklaida ¢ .

Literattira: [39, 66].

4.3. Variacinés nelygybés ir Signorini uZdavinys. Bendradarbiaujant su Leningrado

universiteto Matematinés fizikos laboratorijos mokslininkais buvo sprendziamas elipsiniy
lyg€iy uzdavinys vadinamas Signorini uzdaviniu.
Apibrézkime bitiesing forma:

ou ou

B v)-—z_f 3005 o (15)
ir
F(u) =i.[ufidx; (16)

E
¢ia u, veV,V - duota funkcijy erdvé, Q - sritis m-éje ardvéje.
Signorini uzdavinys apibréZiamas taip: rasti funkcija U, €V tokia, kad su duotaja funkcijas
v eV bity iSpildyta nelygybeé
2B(u,v—-u)—F(v—-u)=0. 17)

Tarkime, kad yra teisinga prielaida (tolygaus elipsiSkumo salyga):
D a,ée _a2§, , a>0. (18)
i,j=1
Pastebékime, kad Signorini uzdavinio sprendinys U, minimizuoja funkcionalg
J(v) =2B(u,v)—F(v). (19)
Ir atvirkséiai, funkcija, minimizuojanti funkcionalo J(u) reikSme erdvéje V , yra Signorini
uzdavinio sprendinys.
Z. Vasiliauskas jrode, kad esant tam tikroms salygoms variaciniu skirtuminiu metodu

galima surasti funkcijy seka, silpnai konverguojanéia j U, € W, . Krastiniy saglygy eliminavimui

naudojamas baudy metodas.
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Literattira: [61].

4.4. Netiesiniu lyg¢iu sistemu sprendimas Monte — Karlo metodu. Skai¢iavimo

metody sektoriuje pagrindiniu moksliniy tyrimy objektu yra krastiniai uzdaviniai netiesinéms
elipsinéms lygtims, kurie sprendziami baigtiniy skirtumy metodu. Taip diferencialinés lygties
sprendimas yra suvedamas j netiesiniy algebriniy lygciy sistemy sprendima.

Paprastai tokios sistemos sprendziamos iteraciniais metodais. O Fizikos ir matematikos
institute jau buvo susiformavusi stipri tikimybiy teorijos grupé. Todél gana nattraliai atsirado
nauja tema: netiesiniy skirtuminiy lygéiy sistemy sprendimas statistiniu Monte-Karlo metodu.
Monte-Karlo metodg galima interpretuoti taip: tai skai¢iavimo matematikos metodas, kurio
esmé yra atsitiktiniy dydziy modeliavimas tikslu gauti (apskaiciuoti) atsitiktiniy dydziy
pasiskirstymo funkcijos charakteristikas.

Tokj uzdavini 1969 m. pradéjo nagrinéti VU matematikos specialybés absolventas
Vytautas Kleiza. 1973 m. jis apgyné moksly kandidato disertacijg tema ,,Netiesiniy lygciy
sprendimas Monte-Karlo metodu.

Pirmiausia jis jrodé principinj teiginj, kad modeliuojant atsitiktinius dydzius,
pasiskirs€iusius pagal specialy désnj, galima rasti netiesiniy skirtuminiy lygéiy sistemos
aproksimuojancios lygties (12) sprendinj. Analizuojant metodo savybes, gauta keletas svarbiy
1Svady. Pirma 1§ skai¢iavimo rezultaty galima gauti aposterioring informacija, ar lygciy sistema
turi vienintel] sprendinj ar keleta sprendiniy. Antra, kai sprendinys néra vienintelis, galima
modifikuoti metoda taip, kad galima biity lokalizuoti atskirus sprendinius. Trecia, buvo
suformuoti sprendinio vienatinumo kriterijai. Ketvirta, istirta metodo paklaidos struktiira.
Irodyta, kad paklaida susideda i§ dviejy dedamyjy: deterministin€s ir statistinés. Surastos
butinosios ir pakankamosios salygos, kada paklaidoje néra deterministinés dedamosios.

I$nagrinéta keletas Monte-Karlo metodo procediiry apibendrinimy kitiems matematinés
analizés uzdaviniams spresti:

- Atvirkstinés funkcijos radimas,
- Netiesiniy lygciy sistemy sprendinio funkcionaly skai¢iavimas.

Literattira: [27, 28, 29, 33, 44, 45, 46, 52, 62, 65, 67].
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4.5. Minimalaus pavirSiaus lygties sprendimas. I§ daugelio kvazitiesiniy elipsiniy

lygéiy, kuriy sprendimo metodai nagriné¢jami Skai¢iavimo metody sektoriuje, ypatingg vietg

uzima minimalaus pavirSiaus lygtis
oy
ouY (auY
TZ:(—U) A (1)
OX oy
1

Si lygtis jvairiais aspektais nagrinéjama diferencialiniy lygéiy teorijoje, kompleksinio

0 5y OU 0 20U |
&(ﬂ(-r )&J+5[uﬁ )—j—o, (20)

kurioje

(22)

kintamojo funkcijy teorijoje, geometrijoje, variaciniame skai¢iavime. Mazdaug prie§ 50 mety
$i lygtis tapo populiariu objektu skai¢iavimo matematikoje.

Galima nurodyti keletg lengvai matomy sunkumy, su kuriais susiduriame spresdami $ig
lygti skaitiniais metodais.

Spreskime $ig lygtj su krastine salyga baigtiniy skirtumy metodu. Pirma, aproksimuojant
Sig lygtj taske (i, J) skirtumais, reikia naudoti tinklo $ablong ne 5, o 7 taskuose (i1, )),
(,jx, @,)), (+1j-1, (i-1j+1). Jei sritis, kurioje sprendziame lygti, yra su
kreivalinijiniu konttiru (ne sta¢iakampé), susiduriame su techniniais sunkumais nustatydami ar
taskai (i+1, j—1) ir(i—1, j+1) yra srities viduje ar iSoréje.

Antra daug svarbesné savybeé. I§ (T ?) israiskos seka, kad nelygybése (2) turime ne & >0
, 0tik & >0. Tai i§ esmés apsunkina iteraciniy metody konvergavimo tyrima. Viena i§ biitiny

salygy tam, kad iteraciniai metodai skirtuminiy lygc¢iy sistemai konverguoty yra apriorinis

(8_u)2 _{G_UJ <M <o0. (23)
OX oy

SprendZiant minimalaus pavir§iaus lygt] baigtiniy skirtumy metodu jrodyta, kada

jvertis

apriorinio jvercio diferencialiniam uzdaviniui (23) pakanka, kad konverguoty iteracinis

metodas skirtuminiy lyg¢iy sistemai.
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Vienas i§ efektyviy budy spresti minimalaus pavirSiaus lygt] yra naujo tarpinio uzdavinio

sprendimas. Biitent tarkime, kad skirtuminiy lygCiy sistemai yra teisingas apriorinis jvertis
2 2 2
(Ti) =(80;) +(8u;) <M.; (24)

Cia vietoje iSvestiniy yra paraSyti pirmieji skirtumai. Sudarykime tarpinj uzdavinj, kuriame
vietoje u(T?) yrapaimta z(T?):
w(T?), jei Tij2 <M,
u(M,), jei T2>M, "

ij

A(T) ={ (25)

Sprendziant tarpinj uzdavinj su funkcija (T?) i$vengiame neapibréztumy kai T? yra
pakankamai dideli skaiciai.
Teoriniai minimalaus pavirSiaus lygties tyrimai buvo papildyti gana didelés apimties realiy

uzdaviniy sprendimu (zr. Skyrelj 5.3).

4.6. Tikriniy reikSmiu uzZdavinys diferencialiniam operatoriui. Diferencialiniy

operatoriy tikriniy reik§miy teoriniai tyrimai ir $iy rezultaty taikymai konkretiems uzdaviniams
spresti skai¢iavimo metody sektoriuje prasidéjo nuo pirmyjy sektoriaus jsteigimo mety. Tipinis
ir vienas paprasciausiy uzdavinio formulavimy yra toks.

Reikia rasti tokius skaicius A (tikrinés reikSmés), su kuriais diferencialinis uZzdavinys

2 2
%+$+ﬂu=0, xy)eQ, (26)
qmzo (27)

turi netrivialy sprendinj u(x,y) = 0. Cia oQ yra srities Q kontiiras. Sprendziant §j uzdavinj
baigtiniy skirtumy metodu, yra patogu priimti prielaida, kad sritis Q yra sudaryta i$
staciakampiy. Tada, padengus sritj staciakampiu tinklu ir pakeiCiant antrgsias iSvestines
atitinkamais skirtumais tikslumu O(h®), vietoje diferencialinio tikriniy reik§miy uzdavinio
(26), (27) gauname matricos tikriniy reikSmiy uzdavinj

Au, = Au, (28)

su simetrine teigiamai apibrézta matrica A.
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Skaic¢iavimo metody sektoriuje uzdavinys (26), (27) buvo sprendziamas taikant padidinto
tikslumo O(h*) or O(h®)baigtiniy skirtumy metodg. Rezultatai buvo apibendrinti
sudétingesniems diferencialiniams operatoriams ir nesta¢iakampéms sritims Q.

Viename pirmyjy D. Sapagovienés straipsniy, taikant O(h*) eilés aproksimacija,
diferencialinis tikriniy reikSmiy uzdavinys (26), (27) suvedamas ] apibendrintg matricinj
tikriniy reikSmiy uzdavinj

Au, =4 Bu,, (29)
kuriame A ir B yra simetrinés matricos, be to, B - teigiamai apibrézta. I$nagrinétos keturios

(29) pavidalo skirtuminés schemos su skirtingomis matricomis A ir B . Visais atvejais jrodyta,
kad teisingas toks jvertis.

|4 - 2| <cht; (30)
¢ia A'- diferencialinio uzdavinio tikriné reik§me, A - skirtuminio uzdavinio (28) tikriné
reik§mé, 1=1,2,...,N; N - matricy A ir B cilée. C yra konstanta, priklausanti nuo uL ir A",
bet nepriklausanti nuoh. Sis rezultatas buvo apibendrintas tikriniy reik§miy uzdaviniui,
kuriame vietoje (26) lygties yra lygtis

o°u ou  du

> +2a +—+
OX oXoy oy

Au=0, (31)

kai |a| <1. Tagiau taikant O(h*) apriksimacija lyg¢iai

2 2
%+%+/ip(x, yju=0, p(x,y)>0 (32)
su krastine salyga (27), skirtuminés schemos pavidalas (29) néra tinkamas. Siuo atveju matricy
apibendrintame tikriniy reikSmiy uzdavinyje (29) matrica B néra simetriné. O tai reiskia, kad
skirtuminio uzdavinio (29) tikrinés reikSmés gali biiti neigiamos ar kompleksinés, kai
diferencialinio uzdavinio visos tikrinés reik§més yra tik teigiamos.
Todél diferencialiniam tikriniy reik§miy uzdaviniui (32), (27) naudojama kitokia O(h*)
aproksimacija.
Siuo atveju skirtuminis uzdavinys uzrasomas kaip netiesinis algebrinis tikriniy reik§miy

uzdavinys

A2Au, + 4 Bu, —Cu, =0, (33)
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kuriame A,B ir C simetrinés matricos, be to matrices A ir C yra teigiamai apibréztos
matricos. Tikriniy reik§miy paklaida jvertinama pagal formule (30).

Netiesinis tikriniy reikSmiy uzdavinys (33) gaunamas ir tuo atveju, kai diferencialinis
uzdavinys (26), (27) aprosimuojamas O(h®) eilés baigtiniy skirtumy metodu.

Pastebésime, kad jeigu A, B ir C yra N -0sios eilés matricos, tai netiesinis tikriniy
reik§miy uzdavinys (33) turi 2N tikriniy reikSmiy. [rodyta, kad nagrinéjamam uzdaviniui visos
2N tikrinés reikSmeés yra realios, i§ jy N yra neigiamosir N teigiamos. Teigiamosios tikrinés
reik§més yra diferencialinio tikriniy reikdmiy udavinio tikriniy reik§miy A' apytikslés
iSraiskos.

Sudarytas algoritmas netiesinio algebrinio tikriniy reik§miy uzdavinio tikrinéms
reik§méms rasti. Jrodyta, kad netiesinis tikriniy reikmiy uzdavinys (33) yra stabilus. Algoritmo
pagrindu yra apibendrintas kvadratinés Saknies metodas. Jrodyta, kad skai¢iuojant pagal §j
algoritma daugianario

det(AA+2,B-C)=0 (34)

Saknis A, , i§ tarpiniy skai¢iavimy rezultaty galima sudaryti Sturmo granding, Kitaip tariant,
galima suzinoti, kiek tikriniy reik§miy yra pasirinktame intervale ir sudaryt intervalus, kuriuose
egzistuoja tik viena tikriné reikSmé.

Naudojant skirtuminio uzdavinio (33) pavidalg, minéti rezultatai apibendrinti elipsinei
lyg¢iai su kintamais koeficientais

0 ou 0 ou
5(p(x, y)&}@(p(x, y)a}ﬂp(x’ y)=0, (35)

kai p(x,y)=p, >0, p(X,y)=p, >0.

Ir dar vienas gana jdomus rezultatas buvo gautas lygciai (26) nesta¢iakampése srityse Q.
Skirtuminiam uzdaviniui uzrasyti srityje Q su kreivalinijiniu kontiru 6Q , pasinaudota teoriniu
teiginiu i§ kompleksinio kintamojo funkcijy konforminio atvaizdavimo teorijos.

Taigi, pirmiausia raSome ne diferencialinio uzdavinio aproksimacija srityje , o uzraSoma
srities ©Q konforminj atvaizdavima j staiakampj (jei tai néra per daug sudétinga). Tarkim, kad

konforminis atvaizdavimas srities Q j stac¢iakampj nusakomas formule

¢=¢(2), (36)
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kurioje & =<&+in, z=x+1iy, i =-1. Atlikus konforminj atvaizdavima (36), lygtis (26)

tampa tokia
2 2
0u, v L Ju-o (37)
o on’ |
dz

Staciakampéje srityje s. Gavome jau iSnagrinétg atvejj (32). Tokiu metodu buvo iSsprestas
uzdavinys (26), (27) su trimis srities Q pavidalais (zr. 5.2).
Literatura [2, 22, 23, 25, 31, 41, 42, 68, 70].

5. Diferencialiniy lygciy taikymai

Skai¢iavimo metody sektoriuje nuo pat pirmyjy jsteigimo mety pastoviai buvo sprendziami
konkretiis uzdaviniai, apraSomi diferencialinémis lygtimis. Paprastai tai buvo arba kity
organizacijy ar jmoniy uzsakymai (iikiskaitinés sutartys) arba mokslinis bendradarbiavimas su
kitomis mokslinémis institucijomis. Verta pastebéti, kad pradéjus naudoti ESM, daugelis
mokslo ir projektavimo institucijy pradéjo naudoti sudétingesnius matematinius modelius.
Neretai buvo manoma, kad palyginti galingos ESM pacios iSspregs sudétingus matematinius
uzdavinius. Bet paprastai naujiems matematiniams uzdaviniams spresti reikédavo kvalifikuotos
matematiky pagalbos, ypa¢ parenkant ar sukuriant tinkamus skai¢iavimo metodus. Taip
skaic¢iavimo metody sektorius kas met susilaukdavo naujy uzsakovy ar partneriy su naujais
uzdaviniais.

Siame skyriuje trumpai aprafomi ir komentuojami svarbesni sektoriuje spresti
matematiniai uzdaviniai, kurie formuluojami naudojant diferencialines lygtis. Nors ir ne visada,
bet pasitaikydavo, kad kai kurie uzdaviniai buvo tiesiogiai susij¢ su sektoriaus tematika (pvz.
Minimalaus pavirSiaus lygtis). Dar daugiau, uzdavinys, aprasytas skyriuje 5.9, turéjo jtakos

busimai Skai¢iavimo metody sektoriaus tematikai.

5.1.Pozeminiu vandens eksploataciniu atsargu ivertinimas ir ju dinamikos procesu

prognozavimas. Faktiskai tai buvo pirmoji Fizikos ir matematikos instituto tikiskaitiné sutartis

diferencialiniy lygc€iy taikymo tematika. Ji buvo pasirasyta ir vykdyta 1967 metais su SSSR
Geologijos ministerijos Geologijos institutu (Vilnius). Dvejus metus darbai buvo vykdomi

kartu su FMI Diferencialiniy lyg¢iy sektoriumi (B. Kvedaras, O. Dulkyté).
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Matematiniu poziiiriu buvo sprendziama baigtiniy skirtumy metodu nestacionari
diferencialiné filtracijos vandeningame sluoksnyje lygtis, naudojant hidrogeology turimus
realius duomenis. Kad galima bty bent i§ principo atsakyti j klausimg apie i§ skaiciavimy
gautos prognozes tikslumg, pirmame etape buvo papildomai suformuluotas uzdavinys, kurio
atsakyma buvo galima palyginti su realia situacija. Bitent, kiek, eksplotuojant Siauliy
vandenviete, nukris vandens lygis aplinkiniy miesty ir gyvenvie€iy greziniuose.

Antrame etape, kurj finansavo SSSR Mokslo ir technikos komitetas, pagal skai¢iavimy
rezultatus buvo sudaromi respublikos hidrogeologiniai Zemélapiai.

Nuo 1969 m. Siuos darbus tesé tik Diferencialiniy lygciy sektorius. Po keliy darbo mety D.
Dulkyté parasé ir apgyné kandidato disertacijg hidrogeologine tematika.

5.2.Biharmoniné lygtis ir statybiniu konstrukciju atsparumas. 1967 metais

Skaic¢iavimo metody sektoriuje pradétas spresti dar vienas diferencialiniy lygéiy taikymo
uzdavinys. Tai statybiniy konstrukeijy atsparumo ir medziagy irimo procesy tyrimo uzdavinys.
Kartu su Kauno Politechnikos instituto (dabar KTU) Siauliy filialo ir PanevéZzio vakarinio
fakulteto darbuotojais (V. Keras, A. Andrénas, A. Suminas) buvo vykdomi bendri moksliniai
tyrimai. Matematiniu poziiiriu buvo sprendziama baigtiniy skirtumy metodu biharmoniné lygtis
(ketvirtos eilés tiesiné elipsiné lygtis su pastoviais koeficientais). Skirtuminiy lyg€iy sistemai
spresti naudotas blokinis iteracinis metodas. Naudojant ESM BESM-2M buvo skaic¢iuojami
itempiniai konstrukcijose, kei€iant apkrovas (kraStines saglygas).

Literattra: [11, 12, 14, 16, 17, 18, 76].

5.3.Procesu bangolaidZiuose tyrimas ir bangolaidziu optimaliu parametru

parinkimas. Matematine prasme tai vienas i§ sudétingesniy ir ilgiausiai trukusiy Skaic¢iavimo
metody sektoriaus tikiskaitiniy darby. UZsakovas — Vilniaus Radijo matavimo prietaisy mokslo
tyrimo institutas. Sis taikomasis darbas stimuliavo sektoriuje teorinius tyrimus (zr. 4.2 skyrelj).
Matematine prasme tai diferencialiniy operatoriy tikriniy reik§miy uzdavinys.

Vienas i§ konkreCiy S§io darbo uzdaviniy yra toks: Duoto geometrinio pavidalo
bangolaidziui reikia parinkti geometriniy parametry reikSmes taip, kad bity iSpildytas tam
tikras kriterijus, formuluojamas per tikriniy reikSmiy skaitinius dydzius. Vienas i$ sunkesniy ir

matematiSkai jdomesniy uzdaviniy buvo lunaro pavidalo bangolaidZio tikriniy reikSmiy
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radimas. Lunaras (arba ménulio, tiksliau pusménulio pavidalo geometriné figiira) gali biti
apibréztas taip. Imame du skirtingy diametry skritulius, vieng esantj kito viduje, iSdéstytus
ekscentriSkai (centrai nesutampa). ISmetus mazojo skritulio apribota plota, gauname nevienodo
plo¢io zieda. Siauriausioje ziedo vietoje iSkirpus (pagal centrinj kampa) siaurg juostelg,

gauname stilizuotg raid¢ C arba stilizuota ménulio forma (priespilnio ar delcios fazéje).

Reikia parinkti lunaro geometrines iSmieras (diametry santykj, ziedo plotj siauriausioje
vietoje ir centrinj kampa) taip, kad skirtumas A, — A, buty maziausias; ¢ia 4, ir 4, - trecioji ir
ketvirtoji pagal dydj tikrinés reikSmes:

O<A <A <A4<A4 <.

Prie$ padengiant lunaro sritj tinklu, buvo atlieckamas lunaro konforminis atvaizdavimas |
staCiakampj.

Suradus diferencialinio uzdavinio tikrines reikSmes (bangolaidzio kritinius daznius), buvo
formuluojami jvairGs procesy bangoliadziuose tyrimo uzdaviniai.

Pagrindiniai vykdytojai: D. Sapagoviené, T. Veidaité, M. Sapagovas

Literatiira: [23, 55, 56, 68, 70, 83].

5.4.Minimalas pavirSiai_architektiiroje. Pracito amziaus septintame deSimtmetyje

dideliy visuomeninés paskirties pastaty (parody paviljonai, stadionai, areousto pastatai, sporto
salés) perdengimus keletas pasaulio architekty pradéjo projektuoti atsizvelgdami j minimaliy
pavir$iy principus. Neskaitant keleto techniSkai ar ekonomiskai prasmingy minimaliy pavirsiy
privalumy: maziausias medziagy sunaudojimas, vienodi pavirSiaus jtempimai, optimalus
atsparumas apkrovoms (sniegui, vé€jui), esminé to priezastis buvo estetika — minimaliis pavirsiai
atrodo estetiskai.

Ryskiausi tokiy perdengimy pavyzdziai: Vokietijos (VFR) paviljonas pasaulinéje parodoje
Expo-67 (1967m.) ir Miuncheno olimpinis stadionas (1972m.), abiejy statiniy architektas Otto
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Frei; restoranai Meksikoje ir Ispanijoje (architektas Felix Candela); JAV paviljonas
tarptautinéje parodoje (Osaka, 1970). Ir dél egzotikos — miisy tévynainés zinomos architektés
Aleksandros Kasiubienés (Kasuba) suprojektuotas gyvenamasis namas sau (JAV,New Mexico,
2003-2005).

Apie 1965-1966 metus minimaliyjy pavir§iy perdangomis susidoméjo Kijevo statybos
inzinerijos instituto architektai ir inzinieriai. Taciau jiems reikéjo pagalbos sprendziant
minimalaus pavirsiaus lygtj. Tarp kitko, architektui O. Frei minimalaus pavirSiaus lygtj sprende
zinomas to meto skai¢iavimo matematikos specialistas J. H. Argyris (Didzioji Britanija), vienas
1$ baigtiniy elementy metodo pirmtaky. Kijevo statybos inzinerijos instituto atstovai kreipési
pagalbos 1 Ukrainos MA Matematikos institutg. Matematikos institute iki 1965 m. aspirantiiroje
mokeési M. Sapagovas, ir Kijevo matematikai pataré inzinieriams vaziuoti j Vilniy.

Taip prasidéjo apie 5 metus trukes mokslinis bendradarbiavimas su Kijevo inZzinieriais,
taikant diferencialines lygtis projektavime. Kijeve inZinieriai sukurdavo vis naujas perdengimy
konttiro formas (matematiskai — diferencialinei lygc€iai apibrézdavo sritj ir krastines salygas).
Vilniuje buvo sprendziama su ESM minimalaus pavirSiaus lygtis pagal M. Sapagovo
algoritmus ir G. Kairytés programas. Taip buvo iSspresta daug konkreéiy varianty, taip buvo
paruosSta daug galimy perdengimy. Pagal vieng projekta Ukrainoje Renijsko uoste prie
Dunojaus, uzdaroje uosto pasienio teritorijoje buvo pastatytas pastatas su minimalaus
pavirSiaus formos perdanga.

Dabar pra¢jus daugeliui mety, galima drasiai teigti, kad Kijevo architektai ir inZinieriai
buvo susipazing su O.Frei ir F. Candela darbais ir bandé atkartoti ar patobulinti jy idéjas.

Pagrindiniai vykdytojai: G. Kairyté, M. Sapagovas.

Literatira: [3, 5, 6, 10, 15, 36, 71, 75].

5.5.Kalbos atpaZinimas ir sintezé. Fizikos ir matematikos instituto Atpazinimo

procesy sektoriaus (vadovas L. Telksnys) mokslininkai septintojo deSimtmecio pradzioje turéjo
keletg tikiskaitiniy sutar¢iy su uzsakovu — Leningrado Tolimyjy rySiy mokslo tyrimo institutu
kalbos atpazinimo ir sintezés klausimais. Po keliy mety uzsakovas kreipési ir j Skai¢iavimo
metody sektoriy su pasitilymu iSbandyti su ESM keletg kalbos sintezés modeliy, apraSomy

diferencialinémis lygtimis.

21



Pirmame etape akustinio signalo modeliavimui buvo taikoma paprastyjy diferencialiniy
lygciy sistema, aprasanti tam tikras elektrines schemas. Véliau $is modelis buvo pakeistas kitu.
Avrtikuliacinis traktas buvo modeliuojamas kaip dujy dinamikos procesas kintamojo skerspjtivio
kanale.

Buvo sukurtas Sio matematinio modelio sprendimo algoritmas, sudarytos kelios
programos, pagal kurias galima apskaiCiuoti garso bangos spektrines charakteristikas
(rezonansinius daznius). Buvo eksperimentuojama, kaip priklauso modeliuojamo proceso
stabilumas nuo kanalo formos pakitimy. Uzsakovo tvirtinimu, pagal skai¢iavimy rezultatus bus
kuriami eksperimentiniai kalbos sintezés prietaisai.

Pagrindiniai vykdytojai: G. Kairyté, M. Sapagovas, Z. Vasiliauskas, T. Veidaité.

Literatira: [21, 72, 73, 77, 82].

5.6. Skysto elektrografinio rySkalo tyrimas. Dvejus metus buvo vykdoma tikiskaitiné

sutartis su Vilniaus Elektrografijos mokslo tyrimo institutu. Matematinis uzdavinio
formulavimas — i$spresti integrodiferencialing lygtj. Buvo sudarytas skai¢iavimo metodas Siam
uzdaviniui spresti. Sudarytas ir uzsakovui perduotas programy komplektas.

Pagrindinis vykdytojas G. Kairyteé.

Literattira: [87].

5.7. Spalvotu Kkineskopu magnetiniu lauku matematinis modeliavimas. Buvo

sprendziamos diferencialinés lygtys, apraSancios elektroniniy — optiniy sistemy magnetiniy
lauky charakteristikas.

Pagrindinis vykdytojas: V. Kleiza.

Literatiira: [47, 48, 50, 51, 53].

5.8. Vilniaus skai¢iavimo masinu SKB projektuojamos ESM RUTA-110 programiné

jranga ir skaitancio automato RUTA-701 darbo modeliavimas. Keleta mety Skai¢iavimo

metody sektoriaus darbuotojai kartu su kity instituto padaliniy darbuotojais kiiré ir derino
programas skai¢iavimo masinai RUTA-110. 1968 m. apiforminta ir priduota Valstybinei
komisijai apie 30 programy i$ jy:

- veiksmy su matricomis programos,
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- matricos tikriniy reikSmiy radimo programos,
- elementariyjy funkcijy skai¢iavimo programos,
- funkcijy ekstremumy radimo programos,

Uzsakovui pageidaujant pastoviai buvo sudaromos programos skaiiavimo masinai
BESM-2M modeliuoti skaitan¢io automato RUTA-701 darba. Vienas didesniy darby —
programa modeliuoti ir statistiSkai patikrinti naujos konstrukcijos skaitancio automato
zenkly atpazinimg, priklausomai nuo zenklo storio ir posttimio.

Pagrindiniai vykdytojai: T. Veidaiteé.
Literatara: [71, 74, 75, 76, 85].

5.9. Elektrokontaktai i§ skvsto metalo (gyvsidabrio). 1976 metais akademiko

Kazimiero Ragulskio iniciatyva pradéti bendri mokliniai tyrimai su KPIl Vibrotecnikos
laboratorija, nagrin¢jant gyvsidabrio laSo laisvojo pavirSiaus formg. Tipinis paprasciausias

uzdavinio formulavimas yra toks

11 1 du

Fdl’ du 2 W
1+(]
\} dr

u'(0)=0, u(a)=0,

-Ku+4=0,

eri rudr =V ;
0

¢ia K, a- zinomos konstantos, nezinomieji yra funkcija u(r) ir parametras A .

Taip Skai¢iavimo metody sektoriuje prasid¢jo diferencialiniy lyg€iy su nelokaliosiomis
salygomis tyrimai ir sprendimas. Si tematika labai intensyviai nagrinéjama daugelyje pasaulio
Saliy. Si tematika tapo pagrindine skai¢iavimo metody sektoriaus tematika sekancius

deSimtmecius (pradedant 1976 m.).

6. Post Scriptum
Siame straipsnyje aprasyta, kaip Lietuvos MA Fizikos ir matematikos institute prasidéjo
diferencialiniy lygéiy skaitiniy metody tyrimai. Sios dienos pozitriu kritiskai apzvelgta, kas

buvo nuveikta per pirmaji deSimtmetj (1967-1976). Véliau po 1976 mety ir institute ir
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Skaiciavimo metody sektoriuje buvo keletas reformy. 1977 metais institutas suskilo j du
atskirus institutus — Matematikos ir kibernetikos bei Fizikos institutus. 1990 metais
Matematikos ir kibernetikos institutas pakeit¢ pavadinimg j Matematikos ir Informatikos
instituta, o 1991 metais tapo ne Moksly akademijos, o Valstybiniu institutu. Véliau 2010 metais
institutas buvo prijungtas prie Vilniaus universiteto. 2018 metais po VU Matematikos ir
informatikos fakulteto reorganizavimo Matematikos ir informatikos institutas tapo fakulteto
dalimi ir pavadintas Duomeny mokslo ir skaitmeniniy technologijy institutu. Skai¢iavimo
metody sektoriaus naujoje struktiiroje néra. Skaitiniy metody moksliniai tyrimai tgsiasi instituto
Tikimybiy ir statistikos grupéje.

Skai¢iavimo metody skyrius (iki 1980 m. Skai¢iavimo metody sektorius) egzistavo lygiai
51 metus (nuo 1967-01-01 iki 2017-12-31),

Per 51 metus:

- 9 skyriaus darbuotojai apgyné daktaro (iki 1991 kandidato) disertacijas (V.
Kleiza, 1973, vad. M. Sapagovas; D. Sapagovieng, 1976, vad. B. Kvedaras; R. Skirmantas,
1982, vad. M. Sapagovas, R. Ciegis, 1985, vad. M. Sapagovas; V. Buda, 1987, vad. M.
Sapagovas; A. Stikonas, 1990, vad. akad. N.Bachvalovas; S. Norvaisas, 1990, vad. R. Ciegis;
0. Stikonieng, 1997, vad. R. Ciegis; A. Skugaité, 2016, vad. A. gtikonas);

- Skyriuje doktorantiiroje mokesi ir disertacijas apgyné dar 8 skaitiniy metody
specialistai ne skyriaus darbuotojai (S. Bekesiené, 1998, vad. V. Kleiza; R. Siugzdaite,
2006, vad. S. Norvaisas; Z. Jesevi¢iate, 2010, vad. M. Sapagovas; S. Roman, 2011, vad.
A. Stikonas; K. Jakubéliené, 2013, vad. M. Sapagovas; J. Jachimavicien¢, 2013, vad. M.
Sapagovas; M. Mackevicius, 2013, vad. F. Ivanauskas; K. Bingelé, 2019, vad. A.
§tikonas);

- 4 skyriaus darbuotojai tapo habilituotais daktarais (M. Sapagovas, 1986; R.
Ciegis, 1993; V. Kleiza, HP, 2001; A. Stikonas, HP, 2008);

- M. Sapagovas ir R. Ciegis (VGTU) isrinkti Lietuvos MA nariais;

- Skyriaus darbuotojai 2 kartus gavo Lietuvos Valstybing mokslo premija (1995
m. R. Ciegis, M. Sapagovas su F. Ivanausku (VU); 2017 m. M. Sapagovas, A. Stikonas su
R. Ciegiu (VGTU));

24



- 4 skyriaus darbuotojai per¢jo dirbti j Lietuvos aukstasias mokyklas fakultety
dekanais ar katedry vedéjais (R. Ciegis, VGTU; V. Kleiza, KTU; S. NorvaiSas MRU; V.
Biida, ISM);

- A. Stikonas ir O. Stikonien¢ yra VU profesoriai;

- Skaic¢iavimo metody skyriaus ir VU MIF pradétas leisti 1997 m. Zurnalas
,Nonlinear Analysis: Modelling and Control*“priklauso prestiziniams pasaulio Zurnalams
ir turi vieng didziausiy reitingy tarp Lietuvos moksliniy Zurnaly;

- M. Sapagovas 2002 m. iSrinktas ECMI garbés nariu (European Consortium for

Mathematics in Industry).
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Mifodijus Sapagovas. Skaiiavimo metody moksliniai tyrimai Lietuvos Moksly
akademijos Fizikos ir matematikos institute (1961-1976). Apzvalga. Vilniaus universitetas,
Matematikos ir informatikos fakultetas, Duomeny mokslo ir skaitmeniniy technologijy institutas.
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Straipsnyje apzvelgta, kaip Lietuvos Moksly akademijoje atsirado skai¢iavimo metody
moksliniai tyrimai. Aprasyta Fizikos ir matematikos instituto Skai¢iavimo metody skyriaus
pagrindiné moksliniy tyrimy tematika — netiesiniy elipsiniy lygciy sprendimas baigtiniy skirtumy
metodu. Biidingas moksliniy tyrimy bruozas — tamprus teoriniy tyrimy rysis su taikomyjy
uzdaviniy sprendimu. ISanalizuoti pagrindiniai moksliniai rezultatai ir taikomieji uzdaviniai
(minimaliyjy pavirSiy taikymai architektiiroje, procesy bangolaidziuose tyrimai ir bangolaidziy
parametry optimizavimas, poZzeminiy vandens eksploataciniy atsargy prognozavimas, statybiniy
konstrukcijy atsparumas ir medziagy jrimo kinetika, kalbos atpazinimas ir sintezé, spalvoty

kineskopy magnetiniy lauky matematinis modeliavimas).

FMI Skai¢iavimo metody skyriuje 1976 metais pradéti diferencialiniy lygciy su

nelokaliosiomis sglygomis pirmieji moksliniai tyrimai Lietuvoje.
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Mifodijus Sapagovas. Research in the field of numerical analysis in the Institute of Physics
and Mathematics of the Lithuanian Academy of Sciences (1961-1976). Technical report. Vilnius
University, Faculty of Mathematics and Informatics, Institute of Data Science and Digital
Technologies, Vilnius, 2022, p.35 (In Lithuanian).

The article reviews how research on numerical analysis has emerged in the Lithuanian
Academy of Sciences. Yhe main topics of the Numerical Analysis Departament are dascribed —
nmerical methods for solving nonlineae ellipticc equations, their theoretical investigation and
application for the solution of concrete problems. Specific applied problems solved in the
Departament duringthe first decade of activities are presented.These are minimal surfaces in
architedture, forecasting of groundwater rezerves, investigation of processes in waveguides |,

modaling of magnetic fields in optical systems etc.

The first rssearch in Lithuania on numerical methods for differential equations with
nonlocal conditions was begun in the DEPARTAMENT OF Numerical Analysis of The Institute

of Physics and Mathematics.
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