Netiesinés elipsinés lygtys: skaitiniai metodai ir taikymai

Mifodijus Sapagovas

Duomeny mokslo ir skaitmeniniy technologijy institutas, Vilniaus universitetas
Akademijos 4, Vilnius

El. pastas: mifodijus.sapagovas@mif.vu.lt

Santrauka. Apzvalgoje analizuojama, kokie moksliniai rezultatai buvo gauti Lietuvoje, spren-
dziant netiesines elipsines lygtis. Aptariamas glaudus rysys tarp moksliniy tyrimy ir prak-
tiniy uzdaviniy sprendimo. Plac¢iau nagrinéjama minimalaus pavirciaus lygtis ir minimaliy
pavirciy taikymai.

Ivadas

Netiesiniy elipsiniy lygé¢iy skaitiniai sprendimo metodai yra viena pirmuyjy skai-
¢iavimo matematikos moksliniy tyrimy krypciy pokario Lietuvoje. Taip jau sutapo,
kad Sie moksliniai tyrimai prasidéjo 1965 m., Sio straipsnio autoriui grjzus j Vilniy is
Kijevo po aspiranturos studijy Ukrainos MA Matematikos institute. Apgintos fizikos-
matematikos moksly kandidato (dabar daktaro) disertacijos tema , Kvazitiesiniy elip-
siniy lygciy su divergentine pagrindine dalimi sprendimas baigtiniy skirtumy metodu*.
(Vadovas doc. V. Samanskis).

Pirmasis skaitiniy metody mokslinis padalinys buvo jkurtas dabartiniame VU Ma-
tematikos ir informatikos fakulteto Duomeny mokslo ir skaitmeniniy technologijy
institute (tuometinis pavadinimas — Lietuvos MA Fizikos ir matematikos institute).
Siame straipsnyje, remdamasis paskutiniyjy 50-60 mety ataskaitomis bei moksliniais
straipsniais ir savo patirtimi bei prisiminimais, autorius analizuoja mokslinius rezulta-
tus, gautus netiesiniy elipsiniy lygc¢iy sprendimo metody srityje, daznai pabrézdamas
realius ar galimus moksliniy rezultaty taikymus.

Straipsnyje analizuojama, kaip prisilaikant pasaulinés matematikos bendros vys-
tymosi tendencijos, keitési elipsiniy netiesiniy lygé¢iy tematika, kaip buvo pereita prie
uzdaviniy su nelokaliosiomis krastinémis salygomis moksliniy tyrimy. Vienai tyrimy
krypc¢iai — minimalaus pavirsiaus lygties skaitiniam sprendimui ir minimaliy pavirsiy
taikymams skirta iSimtinai daug démesio. Minimalaus pavirsiaus lygtis, is tikryju
yra ypatingas netiesiniy uzdaviniy atstovas. Lémeé Siek tiek ir subjektyvus faktorius
— autoriaus moksliniai interesai. Tokiy ,subjektyviy“ minimaliy pavirsiy tyrimy pa-
saulinéje literaturoje pasitaiko gana daznai.

1 Kvazitiesinés elipsinés lygtys. Baigtiniy skirtumy metodas

Praeito amziaus septintame- astuntame desimtmeciuose netiesiniy elipsiniy lygéiy
skaitiniai sprendimo metodai buvo viena i$ nedaugelio temy, kurias nagrinéjo Lietuvos
skaitiniy metody specialistai. Vienas is budingy krastiniy uzdaviniy formuluojamas
taip:
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Paprastai, skaitiniuose metoduose priimama prielaida, kad krastiniam uzdaviniui (1)—
(2) egzistuoja vienintelis pakankamai glodus sprendinys. Uzdaviniui (1)—(2) dar pri-
imama ir kita prielaida, reikalinga skaitiniuose metoduose — tai apibendrinta elipsis-
kumo salyga:

3 3‘“%2@25 o0, 3)
i,j=0
kurioje pg = u. Nagrinéjant skaitinius metodus, skyrium imant, iteraciniy metody
skirtuminiy lygciy sistemai konvergavima, reikalinga dar ir kita prielaida, apie analo-
giska jvertj is virsaus.

Z il Sty < 6252 (4)

4,j= 0
Esant sioms prielaidoms paprastai jrodomi pagrmdmlal baigtiniy skirtumy teiginiai:
skirtuminio uzdavinio sprendinio egzistencija ir vienatis, baigtiniy skirtumy metodo
konvergavimas, iteraciniy metody skirtuminiy lygéiy sistemai konvergavimas. Sios
salygos, atsizvelgiant | konkrecius lygties atvejus gali buti nezymiai patikslintos.
Septintajame-astuntajame desimtmeciuose uzdavinys (1)—(2) ar jo atskiri atvejai buvo
sprendziami daugelio autoriy, esant tam tikrai konkurencijai [1,2,5,6]. Straipsniuo-
se [1,2] teoriskai baigtiniy skirtumy metodas buvo pagristas, naudojant monotoniniy
operatoriy teorija [11], o taip pat remiantis analogija su diferencialiniais operato-
riais [4]. Spreskime krastinj uzdavinj (1)—(2) baigtiniy skirtumy metodu. Uzrasykime
gauta netiesiniy skirtuminiy lygciy sistema pavidalu

A(u) =0, (5)

¢ia u = (u;;) yra vektorius (detaliau zr. [1]). Vienas i$ jrodyty rezultaty yra toks: jei
diferencialiniam uzdaviniui yra teisingos nelygybeés (3), (4) (kitaip jei skirtuminio uz-
davinio operatorius yra grieztai monotoninis), tai visuomet lygciy sistemai (5) spresti
egzistuoja konverguojantis iteracinis metodas pavidalo

Au"t = Au" — AA(u™), (6)

¢ia A — matrica, A - iteracinis parametras. Vél gi, principinis rezultatas nepriklauso
nuo to, ar operatorius A’(u) yra simetrinis ar ne.
Isnagrinétas ir atskiras atvejis, kai diferencialiné lygtis yra silpnai netiesiné
0%u  O%u
— + = = f(z,y,u 7
S+ g~ f@) (7
kurioje 0f /0u > 0.
Taip pat iSnagrinétas tikriniy reiksSmiy uzdavinys dvimaciam diferencialiniam ope-
ratoriui [7,12,13].
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1 pav. Du minimaliy pavirsiy pavyzdziai: kairéje — balno tipo pavirsius, desinéje — muilo plévelé
ant vielos karkaso

2 pav. Katenoidas. Kairéje — grandininé linija, desinéje — Sios kreivés sukimo apie x asj rezultatas.

2 Minimalaus pavirsiaus lygtis

(1) pavidalo lygtis sutinkama jvairiose fizikos bei technikos srityse. Vienas i$
idomesniy atvejy yra tada, kai $i lygtis turi pakankamai paprasta pavidalg

u u
oo (gt} + 5 (w5 =0 0
Cia pazymeéta
pr?) = 12 = (20 (2 (9
V1+T2 Ox oy

Minimalaus pavirsiaus savoka matematikoje atsirado XVIII a. viduryje. Zinomas
pranciizy matematikas Z. Lagranzas (J.L. de Lagrange, 1736-1813) nagrinéjo tokj
matematinj uzdavinj: is visy pavirsiy, einanciy per duota erdvine uzdarg kreive, rasti
tokj, kurio plotas, apribotas ta kreive, buty galimai maziausias. Nagrinédamas §j
uzdavinj, jis jrodé, kad jei ieSkomas pavirsius gali buti uzrasytas formule v = u(z,y),
tai Sis pavirsius yra lygties (8) sprendinys. Toks pavirsius pavadintas minimaliu pa-
virsiumi, o lygtis (8) vadinama minimalaus pavirsiaus lygtimi.

Minimaly pavirsiy galima apibrézti visai kitais terminais: pavirsius vadinamas
minimaliuoju, jei kiekviename Sio pavirsiaus taske vidutinis pavirsiaus kreivis (krei-
vumas) yra lygus nuliui. Minimalaus pavirsiaus lygtis (8) yra ir sudétinga ir gana
paprasta. Nurodysime kol kas tik viena minimalaus pavirsiaus savybe, dél ko jo lyg-
tis yra sudétinga. Jei lygciai (8) uzrasytume nelygybe (3), tai gana nesunku pastebéti,



4 M. Sapagovas

3 pav. Naktinis Budapestas. Tiltas per Dunojy, jungiantis Buda ir Pesta. Lynai tarp dviejy
pagrindiniy atramy yra grandininés linijos formos (nuotrauka nuo Karaliy rumy kalno, 2004 m.)

kad
a=a(T?) =0, kai T?— cc. (10)

Taigi, minimalaus pavirsiaus lygtis yra elipsiné, bet néra tolygiai elipsiné. Apie mi-
nimalius pavirsius ir lygti (8) galima prirasyti daug (daznai elementariy) fakty.
Antai, jei grandining kreive
x
y = acosh 5 (11)

suksime koordinaciy plokstumoje apie x asj, tai gautas sukimosi pavirsius yra mini-
malus. Sis pavirsius yra vadinamas katenoidu, o kreivé (11) yra vadinama grandinine
(2 pav.). Stai dél ko, pakabinus be galo lankséia styga (grandine) tarp dviejy tasky,
esanc¢iy vienodame aukstyje, ji igaus (11) pavidala. Du grandininés kreivés pavyzdzius
mate daugelis is musy. Tai paprasciausia grandiné tarp dviejy stulpeliy mieste uz-
tverianti praeiviams peréjima neleistinose vietose. Antras pavyzdys — lynai, laikantys
pakabinamus tiltus (3 pav.).

Prie minimaliy pavirsiy egzotikos dar grisime 6 skyriuje. Dabar panagrinékime,
kaip spresti netiesing minimalaus pavirsiaus lygtj. IS karto nurodysime viena esminj
sunkuma. Formulés (10) reali pasekmé — negalima teoriskai pagristi turimais metodais
iteraciniy metody konvergavimo, paklaidos jvercio ir t.t.

Vienas pirmuyjy darby, gal but, pirmasis kaip reikia spresti minimalaus pavirsiaus
lygti, yra J. Douglas straipsnis [14]. JAV matematikas J. Douglas (1897-1965), vienas
zymiausiy XX a. minimaliy pavirsiy tyréjy, 1936 m. uz siuos darbus gavo auksciausia
tarptautinj apdovanojima matematikams — Fieldso medalj. Keliais deSimtmeciais
véliau minimalaus pavirsiaus lygtj sprendé jau keletas autoriy [8, 15, 16, 18]. XXI
a. prie Sio uzdavinio sprendimo prisideda vis nauji tyréjai [7,19-22]. Daugelyje Siu
straipsniy autoriai modifikuoja skaitinj algoritma, tinkantj atveju a > 0 taip, kad
savybé (10) kaip galima maziau turéty jtakos. IS tikryjy, taip elgiasi ir straipsnio
[8] autoriai, véliau ir kituose straipsniuose. Vienas is efektyviy budy pakoreguoti
algoritma, pasiulytas N. Uralcevos, yra toks. Apibrézkime

Tfy = ((533%2]-) + (5yuz2j)7



Autorinis darbas 5

4 pav. Vokietijos (VFR) paviljonas pasaulinégje parodoje EXPO-67 (architektas Otto Frei).

¢ia dyuj; ir 6,u;; yra kurios nors protingai parinktos iSvestiniy du/dx ir du/dy taske
(1,7), skirtumines israiskos. Tada spreskime tarpinj uzdavinj su nauja funkcija

2 o s ~2<
ety = { M et S
M ), Jei ij = M

¢ia M — iS anksto parinktas pakankamai didelis teigiamas skaic¢ius Minimalaus pa-
virsiaus lygtis, kaip minéjome, yra vienas pakankamai svarbus kvazitiesinés elipsinés
lygties (8) atvejis. Kitas atvejis yra kapiliary uzdavinys [24].

3 (H0705) + gy (1) = e

Si lygtis paprastai formuluojama su Neimano krastine salyga. Cia funkcija H(z,y, 2)
yra vidutinis kreivis (kreivumas). Visumoje Sis uzdavinys gana artimas minimalaus
pavirsiaus radimo uzdaviniui. Vienas iS uzdavinio sprendimo metody yra aprasytas
straipsnyje [23].

3 Laso laisvojo pavirsiaus lygtis

Dar vienas uzdavinys vibrotechnikoje yra matematiskai formuluojamas analogis-
kai kapiliary problemai. Tai magnetiskai valdomy skysto metalo kontakty (jungikliy)
projektavimas. Tokie kontaktai pasizymi daugeliu privalumy: greitaeigiskumu, auks-
tu patikimumu, atsparumu vibracijai, ilgaamziskumu, maza ir stabilia perjungimo
varza. Be to, juos paprasta jungti su jvairiais automatikos elementais. Yra keletas
skirtingy principy, kaip konstruoti tokius kontaktus. Vienas ju — berezervuariniai
kontaktai, patikimai veikiantys bet kurioje erdvinéje padétyje. Siuo atveju jjungtas
kontaktas yra skysto metalo (pvz., gyvsidabrio) ,tiltelis“ tarp dviejy plokstumuy. Is-
jungtas kontaktas yra du lasai, prilipe prie skirtingy plokstumy. Abiem atvejais laso
laisvasis pavirsius randamas sprendziant krastinj uzdavinj netiesinei diferencialinei
lygéiai. Diferencialiné lygtis iSvedama sutinkamai su bendrosios energijos (skyscio
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5 pav. 1972 Miuncheno olimpinis stadionas. By Radox - Own work, Public Domain.
https://commons.wikimedia.org

pavirsiaus jtempties energijos ir traukos jégos potencinés energijos sumos) minimumo
principo.

Stacionariu atveju naudojami keli matematiniai modeliai. Vienas juy, bene daz-
niausiai naudojamas, yra skirtas laso, esancio ant horizontalios plokstumos, pavirsiui
rasti. Siuo atveju galima pasinaudoti lago simetrigkumu ir spresti vienmate diferen-
cialine lygtj:

L A " (12)
rdr( /1+(2—¢)2 dr)
W(0)=0, u(R)=0, (13)

R
27r/rudr =V (14)
0

Cia u = u(r) yra laso laisvojo pavirsiaus lygties polinéje koordinaciy sistemoje spren-
dinys, V — duotas laso turis, K — fizikiné konstanta. Nezinomieji yra funkcija u = u(r)
ir konstanta A. Uz tai antrosios eilés diferencialinei lygé¢iai yra ne dvi, o trys krastinés
salygos. Tai jau tipiskas diferencialinis uzdavinys su nelokaliaja (integraline) salyga.
Analogiskai formuluojamas ir laso, esanc¢io ant pasvirusios plokStumos matematinis
modelis:

S (W) + o (wT95Y) = Hapa), (19
ulp =0, (16)

4 / udxdy =V, (17)

¢ia pu(T?) apibrézta formule (9), H(x,y,u) = Kucos a—Kx sin a—\, a yra plokstumos
pasvirimo kampas (detalés ir paaiskinimai yra straipsniuose [25,26].
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6 pav. Minimalaus pavirSiaus formos pastatas (SeSialapis dobilas) Valensijoje ,,Valensia
Oceanografict (architektas Felix Candela).

Taigi diferencialiné lygtis (12) (ar (15)) labai artima kapiliary problemos lygéiai.
Kitais zodziais tariant, laso laisvojo pavirsiaus lygtis yra minimalaus pavirsiaus ti-
po lygtis. Tai paaiskinama paprastai — dominuojanti fizikinio reiskinio energija yra
skyscio pavirsiaus jtempties energija.

Bet yra esminé naujové laso laisvojo pavirsiaus radimo uzdaviniuose. Tai nelo-
kalioji salyga (14) ar (17). Taip Lietuvos skaitiniy metody atstovai, nuo minimaliy
pavirsiy lygties pereidami prie skysto metalo kontakty uzdavinio, naturaliai pradéjo
spresti uzdavinius su nelokaliomis sglygomis.

Sie skaitiniai metodai ir algoritmai vienamaciam uzdaviniui (12)-(14) ar dvima-
¢iam (15)— (17) atspausdinti daugelyje straipsniu [27-32].

Grijztant prie skysto metalo laso uzdaviniy reikia pastebéti, kad buvo bandymuy
spresti ne tik stacionarius uzdavinius (laso ar ,tiltelio“ pavidalo), bet ir nestacionarius
(kontakto jjungimo ar iSjungimo procesas) [33,34].

4 Netiesines difuzijos uzdavinys

XX amziaus astuntajame-devintajame desimtmetyje mokslinéje literaturoje nema-
zai buvo diskutuotas lokalizacijos efektas netiesinéje difuzijoje. Sio efekto esmé yra
tokia. Uzrasykime priemaisy difuzijos kietajame kune lygtj, dél paprastumo viena-

mate
on 0 on
-9 (p —), 18

ot 3x< ") 52 (18)
kurioje n(x,t) yra priemaisy (skverbianciosios medziagos) koncentracija taske x laiko
momentu t; 0 < = < 1, 0 < t < T. Spreskime (18) lygti su pradine ir krastine
salygomis

n(x,0) =0, (19)
n(0,t) =ns(t), lim n(x,t) =0, (20)

Tr—r 00
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7 pav. Svarovskio kristolo muziejus (netoli Insbruko), Austrija, 1998.

Nagrinéjant Sio uzdavinio automodelinius sprendinius buvo nustatyta, kad neribotai
didéjant reiksmei n4(t) taske x = 0, priemaiSos n(z,t) neprasiskverbia giliau tam tik-
ros reiksmes x; (ir dar nepriklausomai nuo t). Kitaip tariant, priemaisos lokalizuojasi
baigtinéje srityje. Tokj efekta galima stebeéti specialiu budu parinkus ng(t)

ns(t) = (T —t)*, «=const<D0. (21)

Pastebékime, kad ng(t) — oo, kai t — baigtinis skaicius.

Devintajame desimtmetyje tuometinio Lietuvos MA Matematikos ir kibernetikos
instituto Skaic¢iavimo metody skyriuje buvo sprendziami Vilniaus konstravimo biuro
uzsakomieji darbai i$ netiesinés difuzijos. TSRS MA M. Keldyso Taikomosios mate-
matikos instituto mokslininkai pasiulé Lietuvos matematikams, sprendziant difuzijos
uzdavinius, pabandyti panagrinéti lokalizacijos efekta. Buvo pasirinktas toks scena-
rijus lokalizacijos efektui atsirasti. Salyga ns(t) — oo nutarta realizuoti tokiu budu:
netiesinés difuzijos procesa pakaitomis keisti su jony implantacijos procesu. Laiko
momentu t; jony, implantacijos procesu | silicio plokste jterpiamas skverbianciosios
medziagos (fosforo) kiekis Sj. PriemaiSos pasiskirsto arti pavirsinio sluoksnio. Tada
laiko intervale ¢t € [ty, tx11] vyksta difuzijos procesas, atitinkantis matematinj modelj.

on 0/ ,0n
E:DO%C),L a_ﬁi'), tkStStk+la (22)
n(x,ty) = ng(x), (23)
1
/ n(z,t)de = Sk, lim n(x,t) =0, (24)
0 Tr—r 00

¢ia Sy priemaisy kiekis po implantacijos, ng(x) — difuzijos lygties sprendinys laiko
momentu ¢ pries implantacija.

Gavome visai naujo tipo difuzijos uzdavinj su nelokaliaja (integraline) salyga. Da-
bar, norint kad atsirasty lokalizacijos efektas, reikia specialiai parinkti ne krastine
salyga (20) visam difuzijos procesui, o priemaisy kiekj implantacijai. Straipsnyje [3§]
irodyta, kad implantacijos-difuzijos procesu galima algoritmiskai uztikrinti lokaliza-
cijos proceso susidarymo salygas. Analogiskai buvo isSnagrinétas ir dvimatis difuzijos
modelis. Pagrindiniai rezultatai paskelbti straipsniuose [36-39].
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8 pav. Mokslo parodos ,,Eureka paviljonai (architektas J. P. Straub). Ciurichas (Sveicarija), 1991.

9 pav. Akcija nejgaliesiems remti. Viena, miesto centras, 1998.

5 Minimaliy pavirsiy taikymas

Kaip jau buvo minéta 2 skyriuje, minimalaus pavirsiaus radimo uzdavinys, kai yra
duotas pavirsiaus konturas, suformuluotas ir pradétas spresti XVIII amziaus antroje
puséje. Nematematikoje minimaliais pavirsiais susidométa po 1849 m. atlikty J. Plato
eksperimenty su muilo plévele. Belgy fizikas ir chemikas J. A. F. Plateau (1801-1883),
nagrinédamas minimaliy pavirsiy susidaryma, atliko technine prasme gana paprasta
eksperimenta. Panardinus erdvinj (ne plokscia) i$ vielos sulankstyta karkasa j muilo
skiedinj, ant Sio karkaso susidaro muilo plévelé kurios forma salygoja tik pavirsiaus
itempties jéga. Taip susidaro matematiskai idealus minimalus pavirsius.

J. Plato taip pat pastebéjo, kad priklausomai nuo vielos sulankstymo, kartais gali
susidaryti daugiau negu vienas minimalus pavirsius. Diferencialiniy lygciy terminais
tai reiskia, kad priklausomai nuo krastiniy salygy elipsinei lygéiai gali egzistuoti keli
minimalus pavirsiai.

Matematiky susidoméjimas J. Plato eksperimentais buvo toks didelis, kad mate-
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10 pav. Stokholmas. Mugé prie Karaliy rumy. 2021.

11 pav. Saldymo bokstas. Schmehausen (Vokietija). Dalies cilindrinio pavirSiaus pakeitimas
minimaliu pavir§iumi didina boksto atspara véjui.

matikoje minimalaus pavirSiaus radimo pagal uzduota kontura uzdavinys buvo pa-
vadintas Plato uzdaviniu (arba Plato problema). Tarp kitko, pats J. Plato savo
eksperimenty nematé, nes pries keletag mety, atlikdamas kitus eksperimentus, ne-
teko regéjimo. Praktiskai eksperimentus su muilo plévele atliko jo asistentai, jam
vadovaujant. Eksperimenty rezultatai apraSyti jvairiomis kalbomis [35].

Per paskutinius kelis deSimtmecius minimalus pavirSiai gana daznai taikomi ar-
chitekturoje (pastaty perdangos), chemijoje ir fizikoje (skysc¢iy pavirsiy formos), kri-
stalografijoje (gardeliy strukturos), dizaine (vaiky zaidimo aikstelés, baldai) ir t.t.
Minimaliy pavirsiy susidaryma daznai galima stebéti ir gamtoje (smélio kopos, kalny
masyvai, jury augmenija ir gyvunija). Architekturoje minimalus pavirsiai siejami su
minimalizmo formy raiska (nuo XX amziaus 7-ojo desimtmecio). Minimaliy pavirsiy
idéjos architekturoje paaiskinamos keliais aspektais.

Pirma, gana elementarus argumentas — jeigu pavirsiaus plotas yra galimai maziau-
sias, tai ir medziagy sanaudos yra minimizuojamos. Sutinku su priestaraujanciais, tai
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12 pav. Loro parkas Tenerifés saloje. Kanary salos (Ispanija) 2008.

tikriausiai, ne svarbiausias argumentas. Antra, kas technologiniu poziuriu yra jau
zymiai svarbiau, kiekviename minimalaus pavirsiaus taske dél tokio pat vidutinio
kreivio, mechaninés jtampos yra vienodos, t.y. néra kritiniy tasky, kuriuose jtempi-
mai buty didesni lyginant su kitais perdangos taskais. Na, ir trecia, su kuo sunku
ginc¢ytis — minimaliy pavirsiy formos paprastai yra pakankamai estetinés.

Vokieciy architektas Otto Frei (1925-2015) — vienas pirmuyjuy pasaulio architek-
ty, sekmingai pradéjes naudoti minimaliy pavirsiy formas architekturoje. Butent jo
kurinys Vokietijos (VFR) paviljonas parodoje EXPO-67 Monrealio mieste (Kanada)
daugeliui meno gerbéjy tapo pirmuoju ir jsimintinu pavyzdziu iS naujos architekturi-
nés krypties (4 pav.). Po keliy mety pasirodé naujas O. Frei architekturinis Sedevras
— Miuncheno olimpinis stadionas (1972 m.) (5 pav.). Pabréztina, kad O. Frei is
pat pradziy daug investavo j lengvy konstrukcijy projektavima, jkurdamas Lengvujuy
konstrukeijy instituta Stutgarde.

Kalbant apie O. Frei kuryba, vél trumpam grizkime prie minimalizmo krypties
architekturoje. Manoma, kad minimalizmui vaduojantis iS griezty geometriniy rémuy,
pereinant prie Siuolaikiniy technologijy, naujai suvokiama forma. Tolesnés minima-
lizmo raidos perspektyvos sietinos su konceptualiu virtualiuoju modeliavimu. Prisi-
laikydamas Sio principo, O. Frei naujoms formoms sukurti naudojo ne tik J. Plato
modeliavima, panardinant vielos karkasa j muilo skiedinj, bet ir antra Siuolaikine
galimybe. Butent su kompiuteriu buvo spendziama minimalaus pavirsiaus lygtis. Pa-
kartosiu Sia mintj konkreciau. Tam, kad buty sukurtos naujos architekturos formos,
aukstos klasés skaitiniy metody specialistas J.H. Argyris su superkompiuteriu spren-
dé netiesing diferencialing lygtj. Tokios yra Siandien naujy architekturiniy sedevry
gimimo aplinkybés. Placiau O. Frei architekturinés idéjos yra aprasytos daugelyje
knygu [40-42].

Ispany architektas Felix Candela (1910-1997) suprojektavo keliasdesimt restorany
bei kitos paskirties pastaty (daugiausia Meksikoje ir Ispanijoje), kuriy minimalaus
pavirsiaus formos stogas primena Sesialapj dobila (6 pav.).

Siandien daugelyje Vakary Europos miesty gana daug stacionariy architektiiriniy
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13 pav. Vilniaus Vingio parko estrada — klasikinis minimaliyjy pavirsiy architekturoje pavyzdys.

14 pav. Vilnius, Vokie¢iy g. Vasaros sezonui sumontuojamos kavinukiy perdangos, 2009.

15 pav. Meny ir pramogy klubas ,,Kupeta“ Palangoje.
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Anatomy of a Minimal Surfuce (see page 249)

17 pav. Zurnalo , Notices of the
16 pav. Minimaliy pavirSiy formos lipiduose.Prof. AMS* virgelis. Kompiuterinés grafikos
V. Razumas. Biochemijos institutas, 2009. autoriai M. Wolf, M. Weber. 2000.

18 pav. Pratymai — uzduotys Vilniaus dailés akademijos 19 pav. Erdviné lentyna
studentams i$ prof. J. Burneikos knygos ,,Forma, »Exept*. Dizaineris P. Gasunas.
kompozicija, dizainas®, 2002. Litexpo paroda, 1998.

objekty su minimalaus pavirsiaus perdangomis is lengvy konstrukcijy. Tai oro uosty
pastatai, muziejai, sporto salés (7 pav.). Yra ir laikiny paviljony, skirty jvairioms
akcijoms, kavinéms, koncertams (8, 9, 10 pav.). Kanary salose minimalieji pavirsiai
graziai suderinti su delfinariumo vandens plotais (12 pav.).

Kalbant apie minimalius pavirsius architekturoje, Lietuva irgi néra iSimtis. Pir-
miausia, Vingio parko estrada yra beveik klasikinis minimaliyjy pavirsiy pavyzdys (13
pav.). Pastatyta 1960 metais pagal esty architekty A. Kotli, H. Seppmann ir U. Gel-
pus projekta. Kiek anksciau panasus statinys iskilo Taline. IS tikryjy, tai sio pastato
perdanga néra tikslus minimalus pavirsius, taciau pagal daugelj pozymiy jam artimas.
Nepavyko rasti jokiy duomeny, ar autoriai prisilaikée minimaliy pavirsiy idéjos ar tai
atsitiktinis sutapimas.

Lietuvoje dekoratyviniy minimaliy pavirsiy formos perdangy pastaraisiais metais
galima pamatyti Vilniuje ir Palangoje. Daugiausia tai sezoniniai paviljonai kavinéms
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20 pav. Kijevo ir Vilniaus mokslininky bei inZinieriy suprojektuotos minimaliy pavirsiy formos
perdangos, 1967-1970 m.

fee, e
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21 pav. Dar vienas Lietuvos matematiky ir Kijevo inZinieriy bendro darbo pavyzdys — SeSialapis
dobilas.

(14 pav.). IS stacionariy pastaty reikéty atskirai paminéti Meny ir pramoguy kluba
,Kupeta® Palangoje (15 pav.). Deja, kazkodél ,Kupeta® paslépta nuo praeivio akiy
auksta neestetiskai atrodancia tvora. O i$ tikryjy tai jdomus statinys. ,Kupeta®
sukureé ir pastaté UAB ,Vingida®.

Pragjusio amziaus septintajame desimtmety minimaliy pavirsiy perdangomis su-
sidoméjo Kijevo statybos inzinerijos instituto architektai ir inzinieriai. Taciau jie
neturéjo skaitiniy metody specialisty minimalaus pavirsiaus lygéiai spresti.

Tuo tikslu jie pasiulé Lietuvos MA Fizikos ir matematikos instituto Skaitiniy me-
tody skyriui (M. Sapagovas, G. Kairyte, D. Sapagoviené, T. Veidaité) bendradarbiauti
projektuojant pastatus su minimalaus pavirsiaus perdangomis. Architekturiniais ter-
minais Lietuvos matematikai vykdé virtualyjj modeliavimg. Kijeve ir Cerkasuose (ten
buvo Kijevo statybos inzinieriy instituto filialas) architektai suplanuodavo galimus
minimaliy pavirsiy konturus (imdavo konkrecias sritis, kuriose buvo sprendziama di-
ferencialiné lygtis, ir konkrecias krastines salygas), o Vilniuje matematikai spresdavo
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22 pav. Kédé. Dizaineris Verner Panton. 1967. 23 pav. Staliukas gélems. 2009.

minimalaus pavirsiaus lygti. Taip buvo isanalizuota daug varianty (20, 21 pav.).

Dabar galima suprasti, kad, tikriausiai, Kijevo architektai ir inzinieriai zinojo Otto
Frei ir F.Candela darbus ir bandé pakartoti ar patobulinti jy rezultatus, o Lietuvos
matematikams tai buvo vertinga patirtis priartéti prie realiy taikomyjy uzdaviniy.

Gana sudétingas minimaliy pavirSiy formas naudoja Lietuvos biochemikai tirti
procesams ir reiskiniams skysciy pavirsiuje (16 pav.). Prof. Juozo Burneikos (1929—
2016) knygoje nemazai démesio skirta minimaliy pavirsiy vaidmeniui dailéje (18 pav.).

Taciau yra dar vienas jdomus faktas, kalbant apie minimaliy pavirsiy pradzia.
Vis tik kazin ar galima teigti, kad zmogus atrado ar sukuré minimalius pavirsius.
Sio straipsnio autorius yra tos nuomonés, kad minimalius pavir$ius sukuré gamta (26
pav.). Zmogus tik suprato, kg gamta sukiiré ir savaip papildé gamtos darba. Tikriau-
siai, kai kurie zmogaus kuriniai pakankamai turiningi ir racionalus. Ivairus moliuskai
ir reptilijos juros dugne irgi paklusta minimalios formos, minimalios energijos dés-
niams (25 pav.).

Mokslo ir meno pasaulyje laikas nuo laiko atsiranda kuréjy, kuriuos uzvaldo mini-
maliy pavirsiy egzotika, kurie tampa tikrais minimaliy pavirsiy fanatikais. Viena ju —
vokieciy architektg Otto Frei trumpai jau minéjome. Otto Frei mokinys Bodo Rasch,
norédamas modernias minimaliy pavirsiy formas jkomponuoti j musulmony sventykla,
tapo musulmonu, kad gauty teise projektuoti mecete. Jo suprojektuota meceté, kurio-
je gausu filosofiskai jprasminty minimaliy pavirsiy formy, praeito amziaus pabaigoje
pastatyta Medinoje (Saudo Arabija) (27 pav.).

Kitas minimaliy pavirsiy fanatikas yra Maskvos Lomonosovo universiteto profe-
sorius geometras Anatolij Fomenko (g. 1945 m.). Jis yra keliy knygy apie geometrija
ir topologija autorius, gavo vertingus teorinius rezultatus apie minimalius pavirsius,
iSsprendé daugiamate Plato problema. Budamas talentingu ir originaliu dailininku,



16 M. Sapagovas

24 pav. Kavos puodeliai.

piesia paveikslus su realiomis ar fantastinémis formomis, iliustruoja knygas, mégs-
ta paveikslus su fantastinémis minimaliy pavirsiy formomis pateikti kaip iliustracijas
geometrijos teoremy jrodymui (28, 29, 30, 31 pav.).

Paminésiu dar du Lietuvos mokslo ir meno atstovus, palikusius originaly pédsaka
minimaliy pavirsiy istorijoje, sukurtoje jvairiy profesijy ir jvairiy Saliy atstovy. Vie-
nas ju matematikas Vilniaus universiteto profesorius Algirdas Ambrazevic¢ius (1952
2023). Gimes ir auges Vilniuje, Algirdas dar vidurinéje mokykloje pamégo matema-
tika, dalyvavo matematikos olimpiadose. 1971 metais baiges vidurine mokykla, jstojo
i Vilniaus universiteta studijuoti matematika. Cia verta Siek tiek nukrypti j salj nuo
minimaliy pavirsiy ir priminti svarby epizoda Lietuvos matematiky gyvenime. Sep-
tintojo desimtmecio pirmoje puséje Lietuvoje kaip ir daugelyje kaimyniniy valstybiy
ir respubliky, prasidéjo aktyvus galingy (to meto masteliu) elektroniniy skai¢iavimo
masiny (ESM) naudojimas. Labai truko specialisty tose matematikos Sakose, ku-
rios buvo susijusios su ESM efektyviu panaudojimu (skaitiniai metodai, matematiné
logika, programavimas, diferencialinés lygtys ir pan.). Lietuvos Moksly akademijos
Fizikos ir matematikos instituto direktorius Vytautas Statulevicius, baiges aspiran-
tura tuometiniame Leningrado (dabar Sankt Peterburgo) universitete, susitaré su $io
universiteto profesore, zymia diferencialiniy lygciy specialiste, O. Ladyzenskaja dél
Vilniaus universiteto matematikos specialybés studenty tolesniy studijy Leningrado
universitete. Siai idéjai entuziastingai pritaré Vilniaus universiteto rektorius Jonas
Kubilius. Taip nuo 1973 m. rugséjo penki gabus Vilniaus universiteto studentai
matematikai tesé studijas Sankt Peterburge, pasirinke diferencialiniy lygciy speciali-
zacija. Vienas i$ Sio penketo buvo Algirdas Ambrazevicius. Baiges universiteta 1977
m., jis jstojo ten pat j aspirantura. Vadovaujant prof. N. Uralcevai, Algirdas parengée
ir 1981 m. apgyné fizikos-matematikos moksly kandidato (dabar daktaro) disertacija
“Kapiliarumo problemos kuiginése srityse“.

Verta pastebéti, kad tuo metu ir prof. O. Ladyzenskaja ir prof. N. Uralceva,
diferencialiniy lygc¢iy problematikoje priklausé pasaulio mokslo elitui. Paprastai ju
aspiranty mokslinés temos buvo siuolaikiskos ir aktualios, o gabesniy aspiranty rezul-
tatai pakankamai reikSmingi. Mano nuomone, paskutiné frazé yra teisinga, kalbant
apie Algirda. Kapiliarumas arba kapiliariniai reiskiniai paprastai suprantami kaip
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25 pav. Akvariumas Okeanografijos muzejuje, Monakas, 2008.

26 pav. ,Ménulis balne, J. Winnie nuotrauka. DZaspero nacionalinis parkas, Alberta (Kanada)
1992.

27 pav. Musulmony §ventykla Haram Piazza Medinoje (Siaudo Arabija).
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1970 1. Passeprai 31 x 43 i, Bysiasa, myu, nepo, 1971, 31c43 cm. Paper. Indian ink. pen. pencil.
xapandau

28 pav. Prof. A. Fomenko. Paveikslas—iliustracija 29 pav. ,Minimalieji konusai virs
teoremos apie globaliyjy minimaliy pavirsiy egzistavima minimaliyjy daugdary“. Autorius
jirodymui (1971 m.). prof. A. Fomenko 1969.

reiskiniai ar procesai, susije su skysc¢io pavirsiaus jtemptimi, kietojo kuno, skyscio ir
dujy saly¢io riboje. Siy procesy jtakoje skys¢io pavirsius yra smarkiai deformuoja-
mas (iSkreivinamas), skyscio meniskas pasidaro jgaubtas ar iskilas. Veikiant skyscio
pavirsiaus jtempties jégai, skystis uzima maziausia turj (maziausias pavirsiaus plotas,
maziausia laisvoji energija). IS ¢ia ir tampa aiskus tamprus kapiliarumo problemy
rySys su minimaliais pavirsiais. Grynai matematikos prasme visy siy uzdaviniy bu-
dingas bruozas - diferencialiné lygtis yra netiesiné su koeficientais, priklausomais nuo
sprendinio gradiento, ir dar netolygiai elipsiné. Ka gi naujo jrodé A. Ambrazevicius?
Nepilnai grieztai, taciau nenutolstant nuo matematiniy savoky galima atsakyti taip.
Teoriskai iSnagrinétas minimalaus pavirsiaus pavidalo lygciy sprendinio egzistavimo
ir vienaties salygos bei sprendinio savybés. Ir viena budinga detalé. Analogiski kapi-
liarumo uzdaviniai buvo nagrinéti ir kity autoriy moksliniuose straipsniuose, taciau
tik cilindrinése srityse, t. y. esant rimtam apribojimui, kad kapiliaro skerspjuvis yra
pastovus.

Po disertacijos ginimo Algirdas grizo i Vilniaus universiteto matematikos fakul-
teta ir pradéjo dirbti Diferencialiniy lygciy ir skai¢iavimo matematikos katedroje.
Parase keleta vadoveéliy ir labai intensyviai dirbo mokslinj darba, nagrinédamas jvai-
riy medziagy pavirsinés reakcijos matematinius modelius. Sioje srityje jo rezultatai
yra reikSmingi, o moksliniai straipsniai yra atspausdinti auksto reitingo zurnaluo-
se [45-48].

Ir kurinio pabaigai siek tiek informacijos apie lietuve Amerikoje Aleksandrg Ka-
subiene. Skulptoré, keramike, architekté, menininké Aleksandra Fledzinskaite- Kasu-
biené (Kasuba) gimé 1923 m. sausio mén. 10 d. Ginkiinuose Siauliy apskrityje. Jos
senelis ir proseneliai yra zymis Siauliy krasto grafai Zubovai. Aleksandra ir uzaugo
grafams Zubovams priklausiusiame Ginkuny dvare. Baigusi mokslus Lietuvoje (Kau-
no ir Vilniaus Dailés akademijose), A. Kasubiené 1944 m. pasitrauke j Vokietija, o
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1967 & Pasmepss: M x 32 1967, 2132 em. Paper, Indian
ex. Bymata, myws: aepo. ink. pen.
30 pav. Prof. A. Fomenko (Maskvos 31 pav. , Topologinis zooparkas®“. Autorius
universitetas) paveikslas ,Minimalus prof. A. Fomenko. Iliustracija teoremy apie
pavirsiai (1987 m.). minimalius pavirsius jrodymui (1967).

1947 m. persikélé j Niujorka.

Viena is jos kurybos krypciy — abstrakcios tampraus sintetinio audinio instaliaci-
jos. Savo kuryboje vadovavosi minimalizmo mene principu. Kurti naujas formas ja
skatino minimaliy pavirsiy mokslinés teorijos ir kompiuterinés technologijos. Kalbant
apie A. Kasubienés kuryba, specialistai pazymi, kad minimalizmas padéjo instaliacijai
atsirasti, t. y. eksponuojant kurinius erdvéje sudaromos salygos jtraukti ziturova.

Menininkei buvo jdomu eksperimentuoti su medziagomis ir jtempty membrany
standumu. Matematine prasme ji modeliavo minimalius pavirsius, naudodama tam-
prias medziagas, aptemptas ant erdvinio konturo. Savo kuryboje ji priartéjo prie
minimaliy pavirsiy formy skulpturoje. Dalj savo kuriniy ji sukuré vadovaudamasi
tokia metodika. Su menininkés pasirinktu konturu is pradziy matematikai skaiti-
niy metody specialistai D. Hoffman, J. Hoffman ir W. Meels, spresdami minimalaus
pavirsiaus lygtj, kompiuterio ekrane pateikdavo surasto sprendinio dvimatj spalvota
vaizda. Pagal §j vaizda A. Kasubiené kuré erdvines pavirsiy konfiguracijas. Daug apie
tai buvo aprasyta , The New York Times“ 1986 m. rugpjucio 24 d. [44].

Paskutiniais gyvenimo metais A. Kasubiené noréjo grizti iS didmiescio | gamta.
Be to, ji noréjo jigyvendinti savo pastaty be staciy kampy vizija. Ji nusipirko sklypa
Naujoje Meksikoje, kuriame pastaté Akmeny kalvos gyvenamaji nama ir sveciy studija
su minimaliy pavirsiy stogu. Miré A. Kasubiené 2019 m. Naujoje Meksikoje.



20 M. Sapagovas

32 pav. A.Kasubienés suprojektuotas gyvenamasis namas sau su minimalaus pavirS§iaus formos
perdangomis (Nevados dykuma, Naujoji Meksika, 2003-2005 m).

33 pav. Viena ankstyvyjy Aleksandros Kasubienés plastiniy minimaliy pavirsiy formos skulptury
gyvenamuyjy namy rajone.

6 Uzdaviniai su nelokaliomis krastinémis salygomis

Kaip buvo trumpai paminéta, moksliniai tyrimai Lietuvoje apie diferencialiniy lyg-
¢iy su nelokaliomis krastinémis salygomis skaitinius metodus prasidéjo nuo dviejy
taikomyjuy uzdaviniy sprendimo. Tai — kontakty i$ skysto metalo projektavimas (ini-
ciatorius akad. K. Ragulskis) ir lokalizacijos efekto netiesinéje difuzijoje modeliavimas
(iniciatorius D. Zanevicius). Dauguma moksliniy publikaciju su 8iy uzdaviniy spren-
dimo rezultatais buvo paskelbta 1983-1986 metais. Tuo pat metu pradéta nagrinéti
naujus uzdavinius, jau nebutinai susijusius su kuriuo nors vienu konkreciu taikomuo-
ju uzdaviniu. IS tokiy rezultaty galima paminéti straipsnj [49], kuriame iSnagrinétos
paprastosios diferencialinés lygties su Bicadze—Samarskio nelokaliaja salyga spren-
dinio egzistavimo ir vienaties butinosios ir pakankamosios salygos. Musy Ziniomis,
tai buvo pirmoji pasaulyje moksliné publikacija apie nelokaliasias salygas netiesinei
diferencialinei lygciai.
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34 pav. Minimalus pavirSiai choreografijoje. Diamonds Show (Kaunas) Sokéjos sveikina pirmaja
Lietuvoje informaciniy technologijy bendrove Baltic Amadeus 30-mecio proga. Akad. L. Telksnio
nuotrauka, 2018.

Artimi klausimai, o taip pat ir Sio uzdavinio sprendimas baigtiniy skirtumy meto-
du, nagrinéti straipsnyje [50]. Pirmaisiais sio Simtmecio metais Lietuvoje pradéta tirti
diferencialiniy ir skirtuminiy operatoriy su nelokaliosiomis sglygomis spektro struk-
tura [51-55]. Tai buvo naujo tipo svarbus teoriniai klausimai nelokaliyjy uzdaviniy
problematikoje.

Spektro strukturos tyrimo rezultatai is karto buvo naudojami skirtuminiy schemy
stabilumui tirti [56-59]. Dar viena spektro strukturos taikymo sritis tai skirtuminiy
lygciy sistemos sprendimo iteraciniai metodai. Taip buvo surastos iteraciniy metody
konvergavimo salygos uzdaviniams su nelokaliosiomis salygomis [54], tame tarpe ir
siuolaikiniam kintamuyjy krypciy metodui [61-63]. Spektro strukturos tyrimo rezul-
tatai, gauti iki 2014 mety, pakankamai iSsamiai apzvelgti straipsnyje [64].

Paskutiniaisiais metais skirtuminiy schemy su nelokaliosiomis salygomis tyrimui
sékmingai naudojama ir plétojama M-matricy teorija [65].

Apie uzdaviniy su nelokaliosiomis salygomis skaitiniy metody tyrimuy masta ir
svarba galima spresti ir is to, kad nuo 1985 m. Sia tematika Vilniuje ir Kaune apginta
16 moksly daktaro disertaciju [66-81].

Vietoje iSvady

Netiesiniy elipsiniy lygciy skaitiniy metody moksliniai tyrimai prasidéjo Lietuvos
MA Fizikos ir matematikos instituto Skaiciavimo metody skyriuje praeito amziaus
septintojo desimtmecio pradzioje. IS esmés tai buvo pirmieji moksliniai tyrimai poka-
rio Lietuvoje matematikos Ssakos — Skaic¢iavimo matematikos, tematikoje. Apzvalgoje
aprasyta, kaip sie moksliniai tyrimai, jtakojami praktiniy poreikiy, pamazu keitesi.
Bene didziausig jtaka turéjo trys praktiniai uzdaviniai: minimaliy pavirsiy taikymas,
kontakty i$ skysto metalo projektavimas ir priemaisy difuzija kietajame kune. Da-
bar netiesiniy elipsiniy lygciy skaitiniy metody tematika virto diferencialiniy lygciuy
su nelokaliomis salygomis tematika. IS esmés tai labai artimi matematiniai uzdavi-
niai. Dabar diferencialiniai uzdaviniai su jvairaus pavidalo nelokaliosiomis krastinémis
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salygomis yra intensyviai nagrinéjamos mokslo Sakos diferencialiniy lygciy teorijoje
ir skaic¢iavimo matematikoje. Autorius tikisi, kad §i apzvalga gali buti naudinga ir
tiems, kas vienu ar kitu aspektu domisi Lietuvos matematikos istorija. O gal kam
nors atsiras naujy minciy apie minimaliy pavirsiy naujus taikymus.
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