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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Moksliné problema ir tyrimo objektas

Tyrimo objektas - Rymano dzeta funkcija ir Dirichlé L-funkcijos.
Moksliné problema - §iy funkcijy tikimybiniai skirstiniai jvairiose erdve-
se.

Tikslai ir uzdaviniai

Darbo tikslas - Rymano dzeta funkcijos ir Dirichlé L-funkcijy reiks-
miy pasiskirstymo statistiniy aspekty tyrimas. Disertacinio darbo uz-
daviniai yra Sie:

1. Esant teisingai Rymano hipotezei, jrodyti ribine teorema tikimy-
biniy maty silpno konvergavimo prasme tolydziyjy funkcijy erdvéje Ry-
mano dzeta funkcijai arti kritinés tiesés ir identifikuoti joje ribinj mata.

2. Irodyti ribine teorema kompleksinéje plokStumoje Dirichle L-
funkcijoms su i8reik$tiniu ribinio mato pavidalu.

3. Esant teisingai apibendrintajai Rymano hipotezei, jrodyti ribine
teorema tolydziyjy funkcijy erdvéje Dirichlé L-funkcijoms ir identifikuoti
joje ribinj mata.

Aktualumas

Dzeta funkcijos yra pagrindinis jrankis analizinéje skaiiy teorijoje.
Daugelio skai¢iy teorijos uzdaviniy sprendimas tiesiogiai priklauso nuo
Siy funkcijy savybiy. Pavyzdziui, Rymano dzeta funkcija ir Dirichlé
L-funkcijos yra reikalingos nagrinéjant pirminiy skai¢iy pasiskirstyma
naturaliyjy skaiciy sekoje bei aritmetinése progresijose. Todél 8iy funk-
cijy tyrinéjimai uzima svarbig vieta daugelio zinomy matematiky dar-
buose. Pakanka paminéti F. V. Atkinsono (F. V. Atkinson), H. Boro
(H. Bohr), E. Bombieri, G.H. Hardzio (G.H. Hardy), M. N. Hakslio
(M. N. Huxley), A. E. Ingamo (A. E. Ingham), A. Ivi¢io (A. Ivi¢), H.
Ivanieco (H. Iwaniec), M. Jutilos, A. Laurin¢iko, N. Levinsono (N. Levin-
son), J. E. Litlvudo (J. E. Littlewood), K. Macumoto (K. Matsumoto),
H. L. Montgomerio (H. L. Montgomery), Y. Motokasi (Y. Motokashi),
P. Sarnako (P. Sarnak), A. Selbergo (A. Selberg), E. C. Tit¢marso (E.
C. Titchmarsh), S. M. Voronino (S. M. Voronin) vardus. Taciau dzeta
funkcijy reik§miy pasiskirstymas yra labai sudetingas, sunku pasakyti ka
nors apie ju konkrecias reikSmes, ir daugelis uzdaviniy lieka neiSspresti
iki siol. Kadangi dzeta funkcijy konkreciy reik§miy problema yra sunkiai
sprendziama, jy reikS§miy pasiskirstymo tyrimuose buvo pradéti taikyti
tikimybiniai metodai. Pirmuosius tokio tipo rezultatus 1930-1932 m.



gavo H. Boras ir B. Jesenas (B. Jessen) Jie jrodé ribines teoremas Ry-
mano dzeta funkcijai. H. Boro ir B. Jeseno darbus tesé A. Vintneris (A.
Wintner) , A. Selbergas, B. Bag¢is (B. Bagchi), P. D. T. A. Eliotas (P.
D. T. A. Elliott), A. Gosas (A. Ghosh), D. Dzoineris (D. Joyner), J.
Kubilius, A. Laurin¢ikas, K. Macumoto, E. Stankus ir kiti. Tafiau vis
dar lieka neiSspresty problemy, ypa¢ nagrinéjant sudétingas funkcines
erdves, pavyzdziui, tolydziyjy funkcijy erdve. Siai erdvei néra sukurta
ribiniy tikimybiniy skirstiniy egzistavimo teorija, todél ir dzeta funkcijy
ribinés teoremos 8ioje erdvéje Zengia pirmuosius Zingsnius. Todél buvo
svarbu iSpresti ir patikslinti Zinomus rezultatus Rymano dzeta funkci-
jai ir jrodyti ribines teoremas tolydZiyjy funkcijy erdvéje Dirichlé L-
funkcijoms.

Tyrimy metodika

Kadangi tyrimo objektas priklauso analizinei skaiéiy teorijai, o rezul-
tatai yra formuluojami tikimybiniy ribiniy teoremy pavidalu, tai tyrimuy
metodika remiasi analizinias ir tikimybiniais metodais. Yra naudojamas
konturinis integravimas, silpno tikimybiniy maty konvergavimo savybeés,
ergodiné teorija, aproskimavimas vidurkiu, nagrinéjamy funkcijy artiniai
baigtinémis sumomis.

Naujumas ir praktiné verté

Visi disertacinio darbo rezultatai yra nauji. Ribiné teorema Rymano
dzeta funkcijai tolydziyjy funkcijy erdvéje yra irodyta arciau kritinés
tieseés, nei ankstesnés teoremos, be to, yra apragytas ribinis désnis. Ana-
logiska problema Dirichlé L-funkcijoms nagrinéjama i§vis pirma karta.
Ribinés teoremos Dirichlé L-funkcijoms kompleksinéje plokstumoje su
nurodytu i§reikstiniu ribinio mato pavidalu iki Siol nebuvo Zinomos.

Gauti rezultatai yra grynai teoriniai. Jie gali buti panauduoti dzeta
funkcijy teorijos tolimesniam vystymui, pavyzdziui, naujy ribiniy teore-
my Rymano dzeta funkcijai ir Dirichlé L-funkcijoms tikimybiniy maty
silpno konvergavimo prasme jrodymui, bei 8iy funkcijy aproksimavimo
savybiy tyrimui.

Darbo struktura

Disertacinis darbas paraSytas angly kalba. Disertacija sudaro jvadas,
3 skyriai, iSvados, literaturos ir moksliniy publikacijuy disertacijos tema
sarasai, zymenys, 6 bréziniai. Bendra darbo apimtis 91 puslapis.

Svarbiausi rezultatai



Priminsime Rymano dzeta funkcijos ir Dirichlé L-funkcijy apibrézi-
mus. Tegul o + it yra kompleksinis kintamasis. Rymano dzeta funkcija
pusplokStumeéje o > 1 yra apibréziama eilute

)=

I5 ¢ia iSplaukia, kad funkcija ((s) yra reguliari srityje o > 1. Zinoma, kad
((s) yra analiziskai pratesiama j visg kompleksine plokStuma, iSskyrus
taska s = 1, kuriame ji turi paprasta poliy su reziduumu 1.

L. Euleris (L. Euler) pirmasis pradéjo nagrinéti funkcija ((s). Re-
aliems s > 1 jis irodé tapatybe

00 —1
1 1
ngﬂIG—7>’
n=1 P p
taip pat parodé, kad

22n71ﬂ.2n

¢(2n) = W

Bpyn=12,....

Cia B, yra Bernulio skaiciai, apibréziami lygybe

1859 m. B. Rymanas (B. Riemann) pradéjo nagrinéti ((s) kaip
kompleksinio kintamojo s funkcija ir pritaiké ja pirminiy skaiciy pa-
siskirstymo problemos sprendimui. Be to, B. Rymanas gavo funkcijos
((s) analizinj pratesima, jrodé¢ funkcine lygtj

i (5) ¢ =nm (S5 -

teisinga visiems s € C, ir igkélé kelias hipotezes apie ((s) nuliy pa-
siskirstyma. Kai kurios i§ jy buvo véliau jrodytos J. Adamaro (J. Ha-
damard), S. de la Valé Puseno (Ch. de la Vallée Poussin) ir H. Man-
goldto (H. von Mangoldt) pastangomis. Taciau, viena hipotezé, vadi-
nama Rymano hipoteze ir teigianti, jog visi netrivialus ((s) nuliai yra




kritingje tieséje o = %, nepaisant daugelio matematiky pastangy, lieka

nei paneigta, nei jrodyta iki Siol.

Analogiskai funkcijai ((s), Dirichlé L-funkcijos yra analizinis jrankis
pirminiy skai¢iy aritmetinése progresijose pasiskirstymo tyrimui. Jas
1834 m. apibrézé L. Dirichlé (L. Dirichlet). Dirichlé L-funkcijy apibré-
zime naudojami Dirichlé charakteriai, kuriy apibrézimas gana ilgas ir
sudétingas, todél mes tik priminsime, jog bet kuri periodiné su periodu
d pilnai multiplikatyvi aritmetiné funkcija g(m), g(m) Z 0 ir g(m) = 0,
kai (m,d) > 1, sutampa su vienu i§ Dirichlé charakteriy moduliu d. Yra
tiksliai ¢(d) charakteriy mod d. Cia ¢(d) yra Eulerio funkcija

cp(n):nH<l—%>.

Dirichlé charakteris yo(n) mod d yra vadinamas pagrindiniu, jei xo(n) =
1 visiems n, (n,d) = 1.

Dirichlé L-funkcijos pusplokituméje o > 1 yra apibréziamos eilute

n

Joms yra teisinga Eulerio tapatybé

L(s,x) =[] (1— X(p)>_1, o>1.

s
» p

Kai x # Xo, funkcijos L(s, x) yra reguliarios visoje kompleksinéje ploks-
tumoje, o, kai x = xo,

L) =< I (1- ).

ps
pld

Apibendrintoji Rymano hipotezé tvirtina, kad visi netrivialus L(s, x)

. . .. .. . .. _ l
nuliai yra kritinéje tieséje o = 3.



Kaip minéjome, H. Boras dzeta funkcijy reikSmiy tyrimui pasiulé
taikyti statistinius metodus. Jo ideja buvo gana paprasta. Jeigu turime
kuria nors aibe, tai galime nagrinéti, kaip daznai duotos funkcijos reiks-
més patenka i ta aibe. Pasirodo, jog §is daznis paklusta grieztiems
matematiniams désniams. Savo pasiulyma H. Boras realizavo funkcijai
¢(s) kartu su B. Jesenu.

Tegul R yra uzdaras staciakampis kompleksinéje plok§tumoje ir tegul
L(T, R) yra aibés

{t €10,T]:1log((c +it) € R}.
Zordano matas.

A teorema (H. Boras, B. Jesenas, 1930). Tegul o > 1. Tada egzistuoja
riba LT R
lim 7(]i ) =W(R,0),

T—oc0

priklausanti tik nuo o ir R.

Atvéjis o > 1/2 yra sudétingesnis. Tegul

1 L, 1
G:{SE(C:O'>§}\ U {5:0-+th:§<0'<0']'}.

sj=0;+it;

Cia s; perbéga visus galimus funkcijos ((s) nulius juostoje 3+ < o < 1.

2
Tegul Ly (T, R) yra aibés

{t€]0,T]:0 +it e G,log¢(c +it) € R}
Zordano matas. Tuomet turime tokj tvirtinima.

B teorema (H. Boras, B. Jesenas, 1932). Tequl o > 1/2. Tuomet
egzistuoja Tiba
L
lim LT R)
T—o0

= Wl (Ra 0)7

kuri priklauso tik nuo o ir R.

A ir B teoremy irodymas remiasi sudétinga B. Jeseno sukurta iskily
kreiviy sumy teorija. Siuo metu tokie uzdaviniai sprendziami taikant



B. Bagcio ir A. Lauriné¢iko sukurta tikimybinj metoda. Gauti rezultatai
paprastai formuluojami ribiniy teoremy tikimybiniy maty silpno konver-
gavimo prasme pavidalu.

Tikimybiniy maty silpno konvergavimo teorijos pagrindai buvo pa-
deéti 20 a. treciame deSimtmetyje A.N. Kolmogorovo (A.N. Kolmogorov),
P. Erdioso (P. Erdos), M. Kaco (M. Kac), J. M. Dubo (J. M. Doob), M.
Donskerio (M. Donsker) darbais. Véliau teorija vysté A. V. Skorochodas
(A.V. Skorokhod), L. Le Kamas (L. Le Cam), Ju. V. Prochorovas (Ju.
V. Prokhorov), V.S. Varadarajanas (V.S. Varadarajan) ir kiti matem-
atikai.

Tegul B(S) yra erdvés S Borelio aibiy klasé, o P, ir P yra tikimy-

biniai matai erdvéje (S, B(S)). Sakysime, jog P, silpnai konverguoja i
P, kai n — oo, jei

/ fdP, — [ fdP
S n— 00 S

visoms realioms, apréztoms, tolydZzioms funkcijoms f, apibréztoms er-
dvéje S.

Tegul T > 0 ir
¢ 1
vi(..) = Tmeas{t €0,7T]:...}.

Cia meas{A} yra aibés A Lebego matas, o vietoj daugtaskio yra rasoma
salyga, kuria tenkina £.

Pateiksime A teoremos formulavima tikimybiniy maty silpno konver-
gavimo teorijos terminais.

C teorema (A. Laurincikas, 1996). Tegul o > % yra fiksuotas skaicius.
Tada erdvéje (C,B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas P,, kad matas

vh(Co +it) € 4), A€ B(C),

kai T — oo, silpnai konverguoja j P,.

Atvejis o = § arba 0 = or — § 4 0, kai T' — oo, yra sudétingesnis.

1985 m. A. Laurin¢ikas parodé, kad $iuo atveju pasiskirstymo funkcija

10



vr(I((o +it)| < ),

kai T" — oo, nekonverguoja j jokiag pasiskirstymo funkcija. Pasirodo, kad
Siuo atveju yra butinas laipsninis normavimas.

Pateiksime viena rezultata funkcijai |((s)|. Tegul Ir — oo, kai T —
00, ir

_1,1
T2
Be to,
o { (2 tlogly)~2 ,  kai Ip <logT,
T (2 1 logloglr) 2, kai 7 >logT,

ir

| ®(logz), kai x>0,
G(m)_{() , kai x <0.

Cia ®(x) yra standartinio normalaus pasiskirstymo désnio pasiskir-
stymo funkcija, t.y.

1 xr
d(z) = E/ e %2 qu.

D teorema (A. Laurincikas, 1988) Pasiskirstymo funkcija
vr(|C(or +it)|"" <),

kai T — oo, pataskiui konverguoja j pasiskirstymo funkcijg G(x).

PanaSus rezultatas galioja Rymano dzeta funkcijos argumentui. Te-
gul

11



A [ 2®(x) — 1, kai x>0,
Glz) = {0 ) kai z <0,
ir .
P { (27" loglr)z kai Ilp <logT,
’ (2" loglogir)®, kai 17 >logT.

E teorema (A. GoSas, 1983) Pasiskirstymo funkcija

Jaxg Clor +18)_
R

z),

v
kai T — oo, pataskiui konverguoja j pasiskirstymo funkcijg G'(:U)

Analogiskas rezultatas teisingas ir tikimybiniam matui

vL(CFT (o1 +it) € A), A € B(C).

B. Bagcis pirmas pradéjo nagrinéti ribines teoremas Rymano dzeta
funkcijai funkcinése erdvése. Tegul G € C yra sritis kompleksinéje ploks-
tumoje, o H(G) yra analiziniy srityje G funkcijy erdvé su tolygaus kon-
vergavimo ant kompakty topologija. Tegul v = {s € C : |s| = 1} yra
vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje ir

Q:H'yp.
P

Cia Yp = 7y visiems pirminiams p. Toras Q su sandaugos topologija
ir patagkine daugyba yra kompaktiska topologiné Abelio grupé. Todél
erdvéje (2,B(Q)) egzistuoja tikimybinis Haro matas my. Gauname
tikimybine erdve (2, B(Q2), my). Tegul w(p) yra elemento w € 2 projek-
cija j koordinatine erdve y,. Tuomet {w(p)} yra nepriklausomy komplek-
siniy atsitiktiniy dydziy, apibrézty tikimybingje erdvéje (Q, B(Q), mg),
seka. Tegul

o =TI(-22)", wen

s
» p

12



Galima parodyti, kad pastaroji sandauga beveik visiems w € Q kon-
verguoja tolygiai kompaktiskuose pusplokstumés D = {s € C : ¢ >
1/2} poaibiuose. Taigi, ((s,w) yra H(D)-reikdmis atsitiktinis elemen-
tas, apibréztas tikimybinéje erdvéje (Q, B(Q), mg).

Tegul P; yra elemento ((s,w) skirstinys, t.y.
P:(A) =mp(weQ: ((s,w) € 4), A€ (B(H(D)).

F teorema (A. Laurincikas, 1996) Tegqul D1 = {s € C;1/2 < ¢ <
1}, Dy = {s € C : o > 1}, ir tegul Pj¢ yra P; siaurinys erdvéje
(H(Dj), B(H(Djy))), j =1,2. Tada tikimybinis matas

vp(C(s +ir) € 4), A€ B(H(Dy)),
kai T' — oo, silpnai konverguoja § Pj¢, j =1,2.

Pastebime, jog F teorema su j = 1 yra naudojama funkcijos ((s)
universalumo jrodymui.

Rymano dzeta funkcija yra meromorfiné. Todél jos reik§miy pasiskir-
styma geriau atspindi ribinés teoremos meromorfiniy funkcijy erdvéje.
Tegul M (D) yra meromorfiniy srityje D funkcijy erdveé su tolygaus kon-
vergavimo ant kompakty topologija.

E teorema (B. Bagcis, 1981) Tikimybinis matas

vi(C(s +it) € A), A e B(M(D)),

kai T' — oo, silpnai konverguoja j P.

1981 m. B. Bagcis iskélé problema: ar matas

v, (c(% it + ir) € A), A € B(C(R)),
silpnai konverguoja j kokj nors mata erdvéje (C(R), B(C(R))? Cia C(R)
yra tolydziyjy funkcijy erdvé su tolygaus konvergavimo ant kompakty
topologija. Atsakymas yra neigiamas. Tai jrodé A. Laurincikas 1985
m. Buvo gauta tokia B. Bagcio problemos modifikacija. Tegul C,, =
CU {oo} yra Rymano sfera su sferine metrika d(sq, s2):

2 —
d(81,82) = |81 S2|

CVTF [PV F s

13



2

d(s,00) = \/TW,
d(oo,00) = 0.

Cia s, 51,52 € C. Si metrika yra suderinama su Cs, topologija. Tegul
C(R) = C(R,Cy) yra tolydziyjy funkcijy f : R — C,, erdvé su toly-
gaus konvergavimo ant kompakty topologija. Sioje topologijoje seka
{fn, fn € C(R)} konverguoja j funkcija f € C(R), jei

d(fa(t), f(£)) =0,

kai n — o0, tolygiai pagal ¢ kompaktiskuose erdvés R poaibiuose.

Tegul I > 0, kai T — oo, IT monotoniskai tolsta j begalybe, I <
log T, ir visiems U > 0, kai T" — o0,

BU
lryy —lr = s

Cia B yra dydis, moduliu apréztas konstanta.

H teorema (A. Laurincikas, 1996) Tegul

1 log?l
or ==+ °8 T, kr = (27 loglr)

—1/2
2 It ’

ir teisinga Rymano hipotezé. Tuomet erdvéje (C(R),B(C(R))) egzis-
tuoja toks tikimybinis matas P, kad matas

Vi (C" (o7 +it +iT) € A), A € B(C(R)),

kai T — oo, silpnai konverguoja j P.

Sioje teoremoje maziausias atstumas iki kritinés tiesés yra lygus
(loglog T)*(log T')~!.

Disertaciniame darbe jrodoma ribiné teorema Rymano dzeta funkci-

jai tolydziyjy funkcijy erdvéje, kai o yra dar arciau kritinés tiesés negu
H teoremoje. Be to, ribinis matas yra tiksliau nusakomas.

14



Tegul d,(m) yra (*(s) skleidinio pusplokstuméje o > 1 Dirichlé eilute
koeficientai, o
w(m) = H w*(p), m € N.
p||m
Cia p®||m reiskia, jog p®|m, bet p®*'fm. Tai duoda funkcijos w(p)
pratesimg j visa naturaliyjy skaiciy aibe.

Tegul

kr = (/2 lloglog T)~".
Irodoma, kad

3 A (m)w(m)
or+it ’

mST m

kai T' — oo, beveik visiems w € ) konverguoja tolygiai pagal ¢ kompak-

tiskuose erdvés R poaibiuose | ribine funkcija, tarkime, §(t,w). Todél

funkcija B(t,w) yra C(R)-reiksmis atsitiktinis elementas, apibréztas ti-

kimybinéje erdvéje (Q, B(Q), ms). Tegul Ps yra Sio elemento skirstinys,

t.y.
Pg(A):mH(WEQ: B(t,w) EA), A € B(C(R)).
Pagrindinis 1 skyriaus rezultatas yra toks tvirtinimas

1.1.1 teorema. Tegul 8 > \/2/2 yra fiksuotas skaicius,
kr = (/2 loglogT) ™", or = 1/2+6(loglog T)*/?(log T)~" ir teisinga
Rymano hipotezé. Tada tikimybinis matas
vi (C" (o +it +iT) € A), A € B(C(R)),

kai T — oo, silpnai konverguoja j Pg.

1.1.1 teoremos jrodymo schema yra tokia. Pirmiausia yra jrodoma,
jog B(t,w) yra atsitiktinis elementas. Paskui jrodoma ribiné teorema
augancio ilgio Dirichlé polinomui, ir pagaliau pereinama prie funkcijos

¢(s)-

Dirichlé L-funkcijoms tikimybiniai rezultatai néra tokie gausus, kaip
kad Rymano dzeta funkcijai. 1996 m. A. Laurinc¢ikas pritaiké charak-
teristiniy transformacijy metoda ribinés teoremos Dirichlé L-funkcijoms
kompleksinéje plok§tumoje jrodymui.
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I teorema (A. Laurincikas, 1996) Tegul o > 1/2 yra fiksuotas skaicius.
Tuomet erdvéje (C,B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas P, ,, kad
matas

vh(L(o +it,x) € A), A e B(O),

kai T — oo, silpnai konverguoja § P, .

Be to, yra Zinoma ribiné teorema arti kritinés tiesés Dirichlé L-
funkcijy moduliui. Tegul, kaip anksc¢iau,

olr = oo, kai T — o0.

J teorema (A. Laurincikas, 1996) Tegul It = o(log T (logT log T)~1).
Tuomet pasiskirstymo funkcija

S S
vE(|L(op 4 it, )| VZ T lesit < 1)
kai T — oo, pataskiui konverguoja § G(x).

Visos minétos teoremos apie L-funkcijas yra gautos fiksuotam charak-
terio moduliui. Tadiau yra galimos ir kitokio pobudzio ribinés teoremos,
kurios charakterizuoja L-funkcijy elgesj, kai charakterio modulis didéja.
Tokios teoremos yra zinomos tik pirminiams moduliams.

Tegul @ > 2,

Mo=> > 1,

p<Q x=x(modp)
X#Xo0

nol--)=Mg' >3 1,

p<Q x=x(modp)
XFEX05--»

o vietoj daugtaskio jraSoma salyga, kurig tenkina pora (p, x(modp)). Be

to, tegul

iT+k
2 )

n=n(rk)= reRkez,
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" nn+1)...n+a—1)
a!

cr,r(p*) =

Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje (C, B(C)), kurio charakteringoji
transformacija yra

= 1
Z Ck,r (m)c—kJ(m)m_Qa—: o> 5
m=1

K teorema (E. Stankus (1975)) Tegul o > 1/2. Tuomet tikimybinis
matas

Mq(L(s,x) € 4), A€ B(C),
kai ) — oo, silpnai konverguoja j P.
I teoremoje yra svarbu identifikuoti ribinj matg. Disertacijoje pir-
miausia pateikiamas kitoks I teoremos jrodymas, besiremiantis charak-

teringyjy funkcijy metodu, po to yra identifikuojamas ribinis matas.

Erdvéje (22, B(Q), mp) apibréziame kompleksinj atsitiktinj elementa

o Xx(m)w(m)
Lo, x,w) = Z e
m=1
Tuomet pagrindinis 2 skyriaus rezultatas yra toks tvirtinimas
2.2.1 teorema Tegul 0 > 1/2. Tuomet tikimybinis matas

Pr(A) = vl (L(o +it,x) € A), A € B(C),

kai T — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento L(o,x,w) skir-
sting.

Paskutiniame disertacijos skyriuje irodoma ribiné teorema Dirichlé L-
funkcijoms tolydziyjy funkcijy erdvéje. Pirmoje skyriaus dalyje gaunami
kai kurie L-funkcijy jverciai ir artiniai baigtine suma.
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Tegul k7 and o yra tie patys dydziai kaip ir 1.1.1 teoremoje, o
ng = TH7/2. Apibréziame

(o) Y ()
mgu
g(S7X) =L"" (S7X) - SnT (S7X)'

Tuomet turime tokj jvertj.

3.1.1 teorema Tegul ep = (logT) ", 0 K yra kompaktiskas erdvés
R poaibis ir yra teisinga apibendrintoji Rymano hipotezé. Tuomet, kai
T — 0,

I/}(sulgﬂg((aT +it+it,x)| = er) = o(1).
te

Pastaroji teorema yra naudojama ribinés teoremos L-funkcijoms toly-
dziyjy funkcijy erdvéje jrodymui. Pirmiausia jrodoma, jog beveik visiems
weN

)

dyp (Mm)w(m)x(m
Z ( W)La':r(-i-iZX( )
mgT

kai T" — oo, konverguoja tolygiai pagal ¢ kompaktiskuose R poaibiuose
i funkcija B(t, x,w). Taigi, B(¢, x,w) yra C(R)-reiksmis atsitiktinis ele-
mentas, apibréztas tikimybinéje erdvéje (2, B(Q2), mg). Tegul Ps,, yra
jo skirstinys.

3.2.1 teorema Tegul yra teisinga apibendrintoji Rymano hipotezé.
Tuomet tikimybinis matas

vi(L* (o + it +i1,x) € A), A € B(C(R)),

kai T' — oo, silpnai konverguoja j Pg .
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Isvados

1. Nustatyta, kad esant teisingai Rymano hipotezei, Rymano dzeta
funkcijai Salia kritinés tiesés galioja ribiné teorema silpno tikimybiniy
maty konvergavimo prasme tolydziyjy funkcijy erdvéje su tolygaus kon-
vergavimo ant kompakty topologija. Ribinis matas §ioje teoremoje su-
tampa su vieno atsitiktinio elemento skirstiniu.

2. Dirichlé L-funkcijoms pusplokstuméje {s € C : o > 1/2} galioja
ribiné teorema kompleksinéje plok§tumoje. Siuo atvéju ribinis matas yra
atsitiktinio elemento, apibréziamo begaline eilute, skirstinys.

3. Kai patenkinta i§pléstiné Rymano hipotezé, Dirichlé L-funkcijoms
Salia kritinés tiesés teisinga ribiné teorema tolydziyjy funkcijy erdvéje.
Ribinis matas joje yra vienos atsitiktiniy elementy sekos ribos skirstinys.

Publikacijy sarasas

1. I. Belov, A Limit theorem for the Riemann zeta-function in the
space of continuous functions, Lietuvos matematikos rinkinys, 21, spec.
nr., (2001), 45-52.

2. 1. Belov, On some estimates for Dirichlet L-functions, in: An-
alytic and Probabilistic Methods in Number Theory, Proceedings of
the Third International Conference in Honour of J. Kubilius, Palanga,
Lithuania, 24-28 September 2001. Ed. A. Dubickas, A. Laurincikas, E.
Manstavicius, (2002), 11-19.

3. I. Belov, Limit theorem for Dirichlet L-functions, Lietuvos matem-
atikos rinkinys, 43(1), (2003), 1-12 (rusy kalba)

4. 1. Belov, Limit theorem for Dirichlet L-functions on the complex
plane, Chebyshevskij sbornik, 4, 2(6), (2003), 122-133.

5. I. Belov, Limit theorem for Dirichlet L-functions on the complex
plane, V International Conference "Algebra and Number theory: Modern
Problems and Applications”, Abstracts, Russia, Tula, May 19-24, (2003),
262-263.

6. I. Belov, A Laurin¢ikas, On limit distribution of the Riemann
zeta-function in the space of continuous functions, Vilnius University,
Department of Math. and. Inform., Preprint 2001-13, 2001 (atiduota
i"Journal of Number Theory").

7. 1. Belov, A Limit theorem for Dirichlet L-functions. Abstracts of
Communications. VIII International Vilnius Conference on Probability
Theory and Mathematical Statistics, June 23-29, 2002.

Aprobacija

Darbo tematika yra perskaityti 6 pranesimai, i§ kuriy 3 respublikinése
ir 3 tarptautinése konferencijose.

19



1. Ribiné teorema Rymano dzeta funkcijai tolydziyju funkcijy er-
dvéje. XLII Lietuvos matematiky draugijos konferencija, Klaipéda, 22-
23. 06. 2001

2. A limit theorem for Dirichlet L-functions in the space of continuous
functions. Analytic and Probabilistic Methods in Number Theory. Third
International Conference in Honour of J. Kubilius, Palanga, Lithuania,
24-28 September 2001

3. Ribiné teorema Dirichlé L-funkcijoms. XLIIT Lietuvos matem-
atiky draugijos konferencija, Vilnius, 21-22. 06. 2002

4. Limit theorem for Dirichlet L-functions. VIII International Vilnius
Conference on Probability Theory and Mathematical Statistics, Vilnius,
23-29. 06. 2002

5. Limit theorem for Dirichlet L-functions on the complex plane. V
International Conference "Algebra and Number Theory: Modern Prob-
lems and Applications", Tula, 2003 May 19-24

6. Ribiné teorema Dirichlé L-funkcijoms kompleksinéje plokstumoje.
XLIV Lietuvos matematiky draugijos konferencija, Vilnius, 19-20. 06.
2003

Be to, buvo perskaityti praneS§imai Matematikos ir informatikos in-
stituto doktoranty konferencijose ir seminaruose, Vilniaus universiteto
Tikimybiy teorijos ir skai¢iy teorijos bei Kompiuterijos katedry semi-
naruose, Vilniaus Gedimino technikos universiteto Matematinio modeli-
avimo katedros seminare.

Dékoju moksliniam vadovui Prof. A. Laurin¢ikui uz parama ruosiant
disertacija. Dékoju doktoranturos studiju komiteto nariams Prof. B.
Grigelioniui, Prof. H. Pragarauskui, Prof. V. Kaminskui ir doc. R.
Garunksciui bei Vilniaus universiteto Tikimybiy teorijos ir skaiciy teori-
jos katedros, Matematikos ir informatikos instituto matematikams.

20



Summary
The thesis is devoted to limit theorems in the sence of the weak
convergence of probability measures for the Riemann zeta-function

((s) = , Rs > 1,

NE
<~

3
Il
-

and for Dirichlet L-functions

o0

L(s,x) = Z Xr(L:L)’ Rs > 1.
n=1

Here x denotes the Dirichlet character mod d.

The idea of application of probability methods in the investigations of
value distribution of zeta-functions comes back to H. Bohr. Jointly with
B. Jessen he proved first limit theorems for the Riemann zeta-function.
Later, their investigations were continued by A. Selberg, A. Ghosh, B.
Bagchi, K. Matsumoto, A. Laurin¢ikas, R. Garunkstis and others.

The thesis consists of the introduction, 3 chapters, conclusions, bib-
liography and list of publications on the subject of the thesis.

In Chapter 1 a limit theorem in the space of continuous functions for
the Riemann zeta-function near the critical line is obtained. For this the
Riemann hypothesis is used. The limit measure is discussed.

Chapter 2 is devoted to limit theorem on the complex plane for
Dirichlet L-functions. The limit measure is identified.

In Chapter 3 a limit theorem in the space of continuous functions for
Dirichlet L-functions near the critical line is proved. The limit measure
in this theorem coincides with distribution of some random element.

For the investigation analytic, probabilistic and topological methods
are applied.
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