1. Analizinés skaiciy teorijos modulis

Pagrindimas

Skaiciy teorija yra klasikiné matematikos dalis. Ji iSsiskiria savo uzdaviniy grazumu ir jy
formulavimo paprastumu. Daugelis problemy turi senas tradicijas ir tampa i$Stikiu vis
naujoms matematiky kartoms. Stai neseniai jrodyta paskutinioji Ferma teorema buvo
atakuojama beveik 400 mety, jg jrodingjant atsirado naujos matematikos Sakos. Jau pusantro
Simtmecio nepasiduoda garsioji Rymano hipotezé apie dzeta funkcijos nuliy iSsidéstyma. Si,
i§ analizinés skaiCiy teorijos, kilusi problema priskirta prie svarbiausiyjy XXI a.
matematikos problemy ir yra jvertinta milijono doleriy premija. Apskritai skaiciy teorija yra
bene labiausiai matematikos pasaulyje vertinama Saka. Tai liudija ir aukS¢iausias matematiky
darbo jvertinimo matas - Fyldso premijos ir medaliai: didesnioji jy dalis buvo jteikti uz
skaiCiy teorijos pasiekimus. Pirmoji Abelio premija (Nobelio premijos ekvivalentas
matematikams) irgi paskirta skaiiy teorijos atstovui Fyldso premijos laureatui pranciizy
matematikui J.-P. Serui (Serre). Reikia pastebéti, kad skai€iy teorija néra vien gryna teoriné
matematikos Saka, jos rezultatai yra placiai taikomi kodavimo teorijoje, kriptografijoje,
informatikoje, net kvantinéje mechanikoje ir kitur.

Pagrindiné Sio modulio tyrimo objektas yra dzeta funkcijos.

Tegu s=o+it yra kompleksinis kintamasis. Kai o >1, Rymano dzeta funkcija
apibréziama Dirichlet eilute arba Euler’io sandauga pagal pirminius skaicius:
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ir yra analiziSkai pratgsiama | visg kompleksing plokStuma, i8skyrus taSka s=1, kuriame
ji turi paprastajj poliy. Si funkcija yra svarbus ir jdomus skaiéiy teorijos objektas,
labiausiai Zinomas dél sarysio su pirminiy skai¢iy savybémis. Pirminiai skaiciai graziis
savo chaotiSkumu ir tuo, kad tas chaosas paklista désniams. ChaotiSkumo lygj nusako
Rymano dzeta funkcijos kompleksiniy nuliy iSsidéstymas. Jei pirminiy skaiciy,
nevirSijanciy x, kiekj pazymésime n(x), tai

n(x)—jd—“=0(x“’+€) o ¢(s)#0 kai o>0.
- logu

Rymano hipotezé¢ (RH), viena i§ garsiausiy matematikos hipoteziy, skelbia, kad C (s) #0
kai o >1/2. Ekvivalentus formulavimas: visi { (s) kompleksiniai nuliai guli ties¢je
0=1/2. Yra zinoma, kad { (s) turi nuliy kritinéje ties¢je o=1/2 todél RH teisingumas
reiSkia jmanomai ,,tvarkingiausig® pirminiy skaiciy pasiskirstyma.

Pacios Rymano dzeta funkcijos reikSmeés irgi yra pasiskirsCiusios labai jvairiai. S.M.
Voronin’o universalumo teorema tvirtina, kad bet kurig nevirstancig nuliu analizing
funkcijg galima aproksimuoti Rymano dzeta funkcijos tam tikrais postiimiais. Jei
pavykty jrodyti, kad { (s) gali pakankamai daznai aproksimuoti pati save kritinéje
juostoje, 18 to iSplaukty RH.

Universalumas yra susij¢s su Rymano dzeta funkcijos augimu kritinéje juostoje.
Informacija apie { (s) augima svarbi daugeliui skaiGiy teorijos problemy. Cia
susiduriame su kita dzeta funkcijy teorijoje gerai zinoma Lindelof o hipoteze:



kiekvienam & >0, {;(% + itj =0(t%).

Rymano dzeta funkcijos tyrimai paskatino iStisy dzeta funkcijy klasiy atsiradima, turint
vilties, kad platesnis pozitris, ,,zZvilgsnis i§ virSaus®, padés suprasti pacios ¢ (s) savybes.
Bendriausia prasme pavadinimas dzeta funkcija reiSkia funkcijg, kurioje nors srityje
iSreiskiamg Dirichlet eilute

S a, exp(~sf, ).

Grubiai kalbant, visas dzeta funkcijas galima suskirstyti j dvi klases: dzeta funkcijos su
Euler’io sandauga ir be jos.

Dzeta funkcijos su Euler’io sandauga paprastai vadinamos L-funkcijomis. Tikimasi, kad
RH analogas Sioms funkcijoms yra teisingas. Taip pat paminésime galingg Langlands’o
programa, kurioje pateikiamas poziiiris, apjungiantis aritmetiniy objekty L-funkcijas su
automorfinémis L-funkcijomis. Sios programos dalis yra A. Wiles’o rezultatas, galbit
zinomiausias $iy dieny matematikos pasiekimas, 1§ kurio iSplaukia Ferma problemos
sprendimas.

Dzeta funkcijy, neturinciy Euler’io sandaugos, klasei priklauso Hurwitz’o, Lercho,
Estermano, Epstein’o, periodiné ir panaSios dzeta funkcijos. Sios dzeta funkcijos
paprastai priklauso nuo tolydaus parametro ir dazniausiai joms RH analogas yra
neteisingas. Spekuliatyviai $nekant, keisdami parametro reikSmes mes gauname vis kitas
dzeta funkcijas, kurios vis labiau (maziau) panasé¢ja j klasiking Rymano dzeta funkcija.
Pavyzdziui H.M. Stark’as jrodé, kad kiekvienam T galima rasti tokiag Epstein’o dzeta
funkcija, kurios visi kompleksiniai nuliai srityje —1<c <2, |[t|<T guli kritin¢je ties¢je o
=1/2; nors i8 kitos pusés H. Davenport’as ir H. Heilbronn’as parodeé, kad Sios funkcijos
turi be galo daug nuliy kaip norima arti tiesés o =1.

Manoma, kad kai kurios { (s) savybés islieka teisingos abiem dzeta funkcijy klaséms.
Tikimasi, kad Lyndelof’o hipotezé galioja nepriklausomai nuo Euler’io sandaugos.
Pana$iai Liniko-Ibrahimovo hipotezé teigia, kad visos dzeta funkcijos tenkinancios
natiiralias salygas turi universalumo savybe. Pavyzdziui, Rymano dzeta funkcijai,
daugeliui L-funkcijy, Hurwitz’o, Lerch’o, Estermano, periodiniy dzeta funkcijy
universalumo teoremos jau yra jrodytos.

Kai kurios auk$¢iau paminéty problemy turi istoriniy sgsajy su Lietuva. PrieS antrajj
pasaulinj karg miisy universitete yra dirbgs matematikas J. Marcinkiewicz’ius, kuris
pirmasis panaudojo terming ,,universalumas“ (taciau tais laikais buvo jrodomas tik
funkcijy, pasizymin¢iy universalumu, egzistavimas; pirmag tokig konkre¢ig funkcija,
Rymano dzeta funkcijg, nurodé S.M. Voronin’as). T. Estermann’as, kurio vardo dzeta
funkcija ¢ia minima, yra gimgs Lietuvoje 1902 metais. Dzeta funkcijas Lietuvoje
pirmasis pradéjo nagrinéti profesorius J. Kubilius ir tgsé jo mokiniai.

Analizinés skaiciy teorijos modulis yra globojamas Tikimybiy teorijos ir skai¢iy teorijos
katedros. Si katedra turi senas skaiGiy teorijos tradicijas ir didele patirtj ruofiant
doktorantus. Iki $iol paruosta vir§ 20 doktoranty. Siuo metu katedroje vykdomus
analizinés skaiciy teorijos tyrimus galima suskirstyti i tris pagrindines kryptis:

1) Dzeta funkcijy ribinés teoremos ir universalumas;

2) Dzeta funkcijy momentai;

3) Dzeta funkcijy nuliai.



Siose kryptyse katedros mokslininkai daro aktyvius tyrimai, spausdina daug moksliniy
straipsniy prestiziniuose tarptautiniuose zurnaluose, leidzia monografijas. Analizinés
skaiciy teorijos modulio doktoranty uzdaviniai biity i§ auksS¢iau trijy minéty krypciy.

Modulio tikslai, ugdomi gebéjimai ir kompetencijos

Modulio tikslas yra suteikti doktorantui analizinés skaiciy teorijos pagrindus. Jis bus
supazindintas su pagrindiniais $ios mokslo srities metodais, rezultatais ir hipotezémis.
Doktorantas i§moks rinkti ir sisteminti informacijg apie jam iSkeltg uzdavinj. ISmoks
surinktg medziagg ir atliktus tyrimus pateikti moksliniy straipsniy pavidalu.

Biitinosios Zinios (prerekvizitai)

Matematin¢ analizé (12 kred.), algebra (4 kred.), kompleksinio kintamojo funkcijy
teorija (4 kred.).

I analizinés skaiciy teorijos modulj jtraukti dalykai (pavadinimas,
kreditai) (sandai yra priede)

Analizine skaiciy teorija 5 kr.

Dzeta funkcijos 5 kr.

Modulinés formos ir elipsinés kreivés 5 kr.
Silpnas maty konvergavimas 5 kr.
Algebriniai skaiciai ir diofantiné analizé 5 kr
Algebriné geometrija 5 kr.

Funkcin¢ analize 5 kr.

NowunhkWd =

Moksliniy tyrimy kryptys

1. Dzeta funkcijy ribinés teoremos ir universalumas
Pagrindimas

Taikymuose yra svarbu zinoti dzeta funkcijy asimptotines savybes. Jas galima
charakterizuoti jvairiais jverciais, vidurkiy asimptotika ir jverciais. Praé¢jusio amzZiaus
treClame deSimtmetyje H. Boras (Bohr) ir B. Jesenas (Jessen) pasitlé dzeta funkcijy
asimptotinio elgesio reguliarumag charakterizuoti ribinémis teoremomis, kurios yra
artimos Siuolaikinéms ribinéms teoremoms silpno tikimybiniy maty konvergavimo
prasme. Tokias teoremas galima jrodyti dzeta funkcijoms realiojoje erdvéje,
kompleksingje plokstumoje, analiziniy, meromorfiniy ir net tolydZiyjy funkcijy erdvése.
Dzeta funkcijy universalumas reiSkia, kad dzeta funkcijy postiimiai norimu tikslumu
tolygiai kompaktinése aibése aproksimuoja bet kokig analizing funkcijg. Universalumas
yra svarbi dzeta funkcijy savybé, leidzianti sudétingy funkcijy jveréius bei asimptotinj
elgesj jvertinti paprastesniy dzeta funkcijy pagalba. Universalumo savybeé gali biiti
pritaikyta, pavyzdziui, kvantin¢je mechanikoje nagrinéjant sudétingus integralus pagal
analizines kreives. Jdomu pastebéti, kad grynai analizinés dzeta funkcijy savybés —



universalumo jrodymui yra naudojamos Siy funkcijy ribinés teoremos analiziniy
funkcijy erdvéje. Tai rodo ribiniy teoremy svarbg.

Rymano dzeta funkcijos universaluma 1975 metais atrado S.M. Voroninas (Voronin). Jo
teorema patikslino ir jrodé kitoms dzeta funkcijoms A. LaurinCikas, B. Bak¢is (Bagchi),
S.M. Gonekas (Gonek), K. Macumotas (Matsumoto), J. Staudingas (Steuding) ir visa
eilé jauny lietuviy ir japony matematiky.

Studijuojami dalykai

a) Analiziné skaiCiy teorija

b) Dzeta funkcijos

¢) Modulinés formos ir elipsinés kreives
d) Silpnas maty konvergavimas

e) Funkciné analizé

Literatiira

1. D. Joyner, Distribution Theorems of L-Functions, Pitman Research Notes in
Mathematics, 1986.

2. A.A. Karatsuba, S.M. Voronin, The Riemann Zeta-Function, de Gruyter, New York,
1992.

3. A. Laurin¢ikas, Limit Theorems for the Riemann Zeta-Function, Kluwer, Dordrecht,
Boston, London, 1996.

4. A. Laurin¢ikas, R. Garunkstis, The Lerch Zeta-Function, Kluwer, Dordrecht, Boston,
London, 2002.

5. K. Matsumoto, Probabilistic value-distribution theory of zeta-functions, Sugaku
Expositions 17 (2004), 51-71.

6. J. Steuding, Value-Distribution of L-Functions, Lecture Notes in Math. 1877,
Springer, Berlin, 2007.

Keliami uzdaviniai

Numatoma jrodyti ribines teoremas naujoms dzeta funkcijoms ir Dirichlé eiluciy
klaséms, jvertinti tose teoremose konvergavimo greitj.

ISnagrinéti Hurvico dzeta funkcijos atvejj su algebriniu irracionaliu parametru.

Dirbti Liniko-Ibrahimovo hipotezes, tvirtinancios, kad kiekviena funkcija kurioje nors
pusplokstuméje apibréziama Dirichlé eilute, analiziSkai pratesiama j kair¢ nuo Sios
pusplokStumés ir tenkinanti kai kurias, natiiralias augimo salygas, yra universali
Voronino prasme, linkme.

Gauti universalumo tankio jvercius jvairioms dzeta funkcijoms.

2. Dzeta funkcijy momentai

Pagrindimas

Apie konkrecias dzeta funkcijy reikSmes yra Zinoma labai nedaug. Taciau, sprendziant
jvairius uzdavinius, daznai individualios dzeta funkcijy reikSmeés yra pakeifiamos jy
vidurkiais, kurie paprastai yra vadinami momentais. Pavyzdziui, modulio pagrindime



minéta Lindeliofo hipotezé yra ekvivalenti kai kuriems Rymano dzeta funkcijos
natlirinés eilés momenty jverc¢iams. Momenty jverc¢iai yra naudojami ribiniy teoremy ir
universalumo jrodymuose, jie yra svarbis ir dzeta funkcijy nuliy iSsidéstymo tyrimuose.
IS kitos pusés, momenty problema, pavyzdziui, Rymano dzeta funkcijai yra savaime
labai jdomi, tac¢iau ne maziau sudétinga. Todel daugelio matematiky jai skiriams didelis
démesys yra pilnai suprantamas.

Studijuojami dalykai

a) Analiziné skaiciy teorija

b) Dzeta funkcijos

¢) Modulinés formos ir elipsinés kreivés
d) Algebriniai skaiciai ir diofantiné analizé

Literatiira

1. A. Ivi¢, The Theory of the Riemann Zeta-Function with Applications, Wiley, New
York, 1995.

2. A. Ivi¢, Mean Values of the Riemann Zeta-Function, Tata institute of Fundamental
Research, Springer Verlag, Berlin, 1991.

3. H. Iwaniec, E. Kowalski, Analytic Number Theory, American Mathematical Society,
Providence, Rhode Island, 2004.

4. A. Laurincikas, Limit Theorems for the Riemann Zeta-Function, Kluwer, Dordrecht,
Boston, London, 1996.

5. A. Laurincikas, R. Garunkstis, The Lerch Zeta-Function, Kluwer, Dordrecht, Boston,
London, 2002.

6. K. Matsumoto, Recent developments in the mean square theory of the Riemann zeta
and other zeta-functions, in: Number Theory, Trends Math., Birkhauser, Boston, 2000,
241-286.

7. J. Steuding, Value-Distribution of L-Functions, Lecture Notes in Math. 1877,
Springer, Berlin, 2007.

8. E.C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-Function, 2nd Edition, revised by
D.R. Heath-Brown, Oxford University Press, 1986.

Keliami uzdaviniai

Gauti periodinés dzeta funkcijos ketvirtojo momento asimptotika, jrodyti Siai funkcijai
Atkinsono formulés analoga.

ISnagrinéti automorfiniy formy dzeta funkcijy momentus kriting¢je tieséje ir kritinéje
juostoje.

Pabandyti gauti aukStesniyjy Rymano dzeta funkcijos momenty jvercius.

3. Dzeta funkcijy nuliai

Pagrindimas



Viena i§ svarbiausiy matematikos problemy yra dzeta funkcijy pasiskirstymas. Bene
labiausiai matematikus domina garsioji Rymano hipotezé — viena 1§ 7 svarbiausiy
tukstantmecio problemy.

Gerai zinoma, kad dzeta funkcijy nuliy iSsidéstymas turi esming jtaka daugelio
uzdaviniy sprendimui. Pavyzdziui, Rymano dzeta funkcijos nuliy problema neatsiejamai
susijusi su pirminiy skai¢iy asimptotiniu pasiskirstymo désniu, turi ryS$] su jvairiais
kvantinés mechanikos uzdaviniais. Todél dzeta funkcijy nuliy i§sidéstymo problema yra
daugelio paciy zymiausiy matematiky démesio centre. Taciau, nezitirint dideliy pastangy
Si problema yra tiek sudétinga, kad per paskutinj Simtmetj nuo de la Valé Puseno
(Poussin) ir Adamaro (Hadamard) laiky ji nedaug pasistiméjo j priekj. Matyt,
reikalingos naujos id¢jos jo sprendimui, o naujas id¢jas generuoja jauni Zmonés. Todél
su Sia problema turéty susipazinti kiekvienas skaiciy teorijos doktorantas.

Studijuojami dalykai

a) Dzeta funkcijos

b) Algebriniai skaiciai ir diofantiné analize
c) Algebriné geometrija

d) Funkciné analizé

Literatiira

1. A. Ivi¢, The Theory of the Riemann Zeta-Function with Applications, Wiley, New
York, 1995.

2. H. Iwaniec, E. Kowalski, Analytic Number Theory, American Mathematical Society,
Providence, Rhode Island, 2004.

3. A.A. Karatsuba, S.M. Voronin, The Riemann Zeta-Function, de Gruyter, New York,
1992.

4. A. Laurin¢ikas, R. Garunkstis, The Lerch Zeta-Function, Kluwer, Dordrecht, Boston,
London, 2002.

5. K. Prachar, Primzahlverteilung, Springer-Verlag, Berlin, Gotingen, Heilderberg,
1957.

6. E.C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-Function, 2nd Edition, revised by
D.R. Heath-Brown, Oxford University Press, 1986.

Keliami uzdaviniai
ISnagrinéti jvairiy sumy pagal klasikiniy dzeta funkcijy nulius asimptotika.

Gauti dzeta funkcijy nuliy skaiciaus jverCius jvairiose srityse.
Nurodyti sritis, kuriose dzeta funkcijos su periodiniais koeficientais, neturi nuliy.
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